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Ces notes de cours sont une introduction a la logique, a la calculabilité et a la complexité algo-
rithmique. On y présente deux des principaux modeéles de calcul proposés dans les années 1930, les
fonctions récursives et les machines de Turing, qui reposent sur des formalismes assez différents mais
ont un pouvoir expressif équivalent. On donne des bases de logique (calcul des séquents et théoréme
de complétude) et d’arithmétique, en vue d’énoncer et prouver les théorémes d’indécidabilité et
d’incomplétude de Church et de Godel. On termine par ce qui peut étre considéré comme la forme
moderne de la théorie de la calculabilité, a savoir la complexité algorithmique, dont on étudie les
principales classes.

Notations génémLes

N,Z,R R+t ensembles des entiers naturels, des entiers relatifs, des réels, des réels positifs
[x] partie entiere du réel x

X+Y union disjointe (X x {1})) U (Y x {2}) de X et Y

P(X) ensemble des sous-ensembles de X

Seq(X) ou X* ensemble des listes (suites finies) d’éléments de X

[u longueur de la liste u

U*Vvou uv concaténée des listes u et v

€ liste vide

RGfp”pQLS sur les cardinaux nfnis

0.1 Définition (Equipotence) Deux ensembles X et Y sont dits équipotents s’il existe une bijection
X =Y. Onle note X ~ Y. Lorsque X est équipotent a N, on dit que X est dénombrable.

Cela définit une relation d’équivalence entre ensembles. Remarquons que si X est fini, la seule partie
de X équipotente a X est '’ensemble X lui-méme, mais évidemment c’est faux dans le cas infini (par
exemple I’ensemble des entiers pairs est dénombrable, et il est pourtant strictement inclus dans N).

Ona N~ N?, et on verra des exemples de telles bijections (calculables méme) dans I’exercice 1.20.
Plus généralement N ~ N* pour tout entier non nul k. Rappelons le

0.2 Théoréme (Cantor-Bernstein) Deux ensembles X et Y sont équipotents si, et seulement s’il existe
une injection de X dans Y et une injection de Y dans X, si, et seulement s'il existe une surjection de X
dans Y et une surjection de Y dans X.

Ainsi, on montre que N ~ Seq(N) = L”Jngo N™ : on a une injection évidente N — Seq(N) qui associe
a un entier n la liste 3 un seul élément (n), et d’autre part une injection Seq(N) < N qui a la liste
(ni,...,ny) associe le produit des pi'*, i=1,... k, ol p; est le itme nombre premier.



0.3 Théoréme (Cantor) N + P(N).

Preuve — On procéde par I'absurde. Soit f: N = P(N),n— f, CNetsoitX=MneN|n¢gf,].XCN
donc X = fi. pour un certain entier k. De deux choses I'une :

- soitkefyetalorske{neN|n¢gf,}douk¢fy,

- soitk & fy etalors k ¢ {n € N|n & f,,}, ce qui signifie k € fy.
On a une contradiction dans les deux cas. O

Une conséquence immédiate de ces deux théorémes est que N + NV, 'ensemble des fonctions de N
dans N : on a en effet une injection N — P(N),n — {n}, et une injection x : P(N) - NYN ACN— xa €
{0, 1}N, la fonction caractéristique de A, donc si on avait une injection f : NN < N, leur composée f oy
serait une injection P(N) — N, absurde.
Une autre conséquence est que I'’ensemble R des réels n’est pas dénombrable. En effet :
1. R~ 1, I'intervalle [0, 1], puisque x — tan(x7t/2) est une bijection ] —1,1[— R* et que [-1,1[~ I;
2. (x,0) = x/2,(x,1) = x/2+1/2 est une bijection I + I =1 x {0}UI x {1} 5 I;
3. lafonctionquia A C N, A # N, associe le couple (Zi>0 xa(1)271,0) si A est cofinie (¢’est-a-dire
de complémentaire fini), le couple (Zigo xa(1)27%71 1) si A n’est pas cofinie, et 2 N associe (0,1)
par exemple, est une injection P(N) — I+ I;
4. par conséquent une injection R — N induirait une injection

P(N) 5 I+ I~I~R <N,

ce qui est impossible d’aprés le théoréme de Cantor.
En notant X < Y lorsqu’il existe une injection de X dans Y et pas d’injection de Y dans X, on a:

N ~ NxN ~ N¥ ~ Seq(N) < P(N) ~ NV ~ R.

1 Fonctions récursives

1.1 Fonctions primitives récursives

1.1 Définition (Fonctions initiales) Ce sont :
— les fonctions constantes : ¢ : N* = N, X = (x1,...,Xn) = P,
— les projections : ' : N* — N, ¥ — x4,
— la fonction successeur: s : N — N, x — x + 1.

1.2 Définition (Fonctions p.r.) La classe des fonctions primitives récursives (p.r.) est la plus petite

classe X de fonctions de toutes arités telle que :

(R1) X contient les fonctions initiales,

(R2) X est close par composition généralisée : si f: N™ — Netles g; :N* - N,i=1,...,n, sont dans
X, alors la fonction fo (g7,...,gn) : N* = N, X = f(g1(X), ..., gn(X)) est dans X,

(R3) X est close par (défintion par) récurrence primitive : si f : N* — N et g : N**2 — N sont dans X,
alors la fonction h = Rec(f, g) : N**! — N donnée par

h(x,0) = f(X)
h(X,y + 1) = g(X,y, h(X,y))

est dans X.



Formellement, la classe des fonctions p.r. est I'intersection des classes Y de fonctions qui satisfont
(R1), (R2), (R3). On peut se convaincre que les fonctions p.r. sont bien calculables au sens intuitif :
on peut par exemple les programmer dans un langage comme C, Caml...On verra en section 2 un
modele formel de calcul, les machines de Turing, qui permettent effectivement de les programmer.

1.3 Définition (Variante) Soit f : N* — N une fonction. On dit que g : N* — N est obtenue a par-
tir de f par substitution triviale, ou est une variante de f, s'il existe iy,...,i,, € {1,...,k} tels que
g(x1,...,xx) =f(ug,,...,uq, ), ol uy, est soit un entier soit la variable x;,.

Une variante est donc obtenue en permutant, dupliquant, effacant des variables et en en remplacant
par des constantes.

1.4 Proposition Toute variante d’'une fonction p.r. est p.r.
Preuve — Une variante de f est de la forme fo (hy,...,h,), ou h, est soit 7TE soit cX pour un certain

entier a. O

1.5 Définition (Sommes et produits bornés) Soit f : N**! — N. On définit les fonctions S¢,S¢, Ps, Pt :

N+ 5 N par :
v = 3, fX1) y) = 2, fl
y) = [, f(X1) y) = [, f(

t<y

)
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1.6 Proposition Si f est p.r., alors S¢, S¢, P¢, P¢ sont p.r.

Preuve — On utilise le schéma (R3). On a par exemple S¢(X,0) =0 et S¢(X,y + 1) = f(X,y) + S¢(X,y),
etc. 0

1.7 Exercice Les fonctions suivantes sont p.r. : I'addition N> — N, la multiplication, la somme ou le
produit de deux fonctions p.r., le prédecesseur p: N — N (0 — 0, x + 1 — x), la soustraction restreinte
(x,y — 0six <y, x—ysinon; onla noterax - y), d(x,y) = [x—yl, I'exponentielle N> — N (x,y — xY¥), la
factorielle x — «x!, le test a zéro (zero(x) = 1 si x = 0, 0 sinon) et sa variante zero (définie par zero(x) = 0
si x =0, 1 sinon), les fonctions min, maxy : N - N (k > 1).

1.2 Relations primitives récursives

1.8 Définition Une relation n-aire est un sous-ensemble R de N™. On note xg : N* — N la fonction
caractéristique de R : xg(X) = 1 si R(X), 0 sinon. On dit que Q C N¥ est une variante de R s'il existe
i1,...,in €{1,...,k} tels que Q(x1,...,xx) & R(ui,,-..,ui, ), o0 u, est soit un entier soit la variable
Xi, -

s

1.9 Définition (Relation p.r.) On dit qu’une relation n-aire R est p.r. si xg est p.r.

1.10 Proposition La classe des relations p.r. contient la relation toujours fausse & et les relations n-
aires toujours vraies N", et est close par les opérations booléennes (intersection N, union U, différence
\). Toute variante d'une relation p.r. est p.r.

Preuve — xg =0, xnn =1, XAnB = XA - XB» XAUB = XA T XB ~ XA * XB» XA\B = XA — XB- Par ailleurs,
Q est une variante de R si, et seulement si, xo est une variante de xg. O



1.11 Définition (Quantification bornée) Soit R € N™*'. On dit que Q C N™ est obtenue a partir de R
par quantification existentielle (resp. universelle) bornée si Q est de la forme :

Q(x1,...,%n) & It <xn,R(x1,...,%n,1t)
(resp. Q(x1,...,%n) & VYVt <xn,R(x1,...,%n,1)).

La borne peut étre stricte ou large. L'indice de la variable quantifiée peut étre différent.

1.12 Proposition La classe des relations p.r. est close par quantification bornée.

Preuve — xq(X) =zero()_,_, Xxr(X,t)), etc. O
1.13 Proposition (Substitution de fonctions p.r.) La classe des relations p.r. est close par substitution
de fonctions p.r. : si R C N™ est p.r. et si fy,...,f, : N = N sont p.r., alors Q C N* définie par
Q(X) & R(f1(X),...,fn(X)) est p.r.

Preuve — xq(X) =xr(f1(X),...,fn(X)) = (xr o (f1,..., fa))(X). 0
1.14 Proposition (Définition par cas) Soient Ry,..., R, C N¥ des relations p.r. 2 4 2 disjointes, et
g1,...,9n+1 : N*¥ — N des fonctions p.r. La fonction définie par :

gi(x)  siRi(X)

f(x) =< -
gn(x)  siRq(x)
gn+1(X)  sinon

est p.r.

Preuve — Posons Ryyq =NK\ [JI'; Ri. Ryyq est p.r. et f(X) = g1(X) - xr, (X) + -+ gn(X) - Xrw ., (X) +
gn+1(X) - Xr, (X). f est donc somme de produits de fonctions p.r., et est donc p.r.

On rappelle qu'une fonction partielle h de A dans B, notée h: A — B, est une fonction A’ — B ou
A’ C A.Sihy,hy: A — B, I'écriture hy(a;) = hy(ay) signifie : a; € dom(hy) & a; € dom(h;) et dans
ce cas hqy(aj) = hz(az). On dit que h(a) converge quand a € dom(h), et on note aussi h(a) |.

1.15 Définition (Minimalisation) Soit R C N™*'1. On définit la fonction partielle f : N* — N par

le premier y € N tel que R(X,y) s'il existe,
indéfini sinon.

f(x) = (ny).R(X,y) = {

On verra que si R est p.r., méme si pour tout X il existe un y tel que R(X,y), la fonction f ci-dessus
n’est pas nécessairement p.r., encore qu’intuitivement calculable.

1.16 Définition (Minimalisation bornée) Pour R C N™*! on définit la fonction totale f : N**! — N par

. . le premier t <y tel que R(x,t) s’il existe,
f(x,y)=(ut<y)-R(x,t)={ .
Yy sinon.

On remarque qu’on peut alors définir (ut < y).R(X,t) = (ut <y + 1).R(X, t).

1.17 Proposition Si R C N"*! est p.r., alors la fonction f(X,y) = (ut < y).R(X, t) est p.r.



Preuve — Schéma (R3): f(X,0) =0et f(X,y+1) =f(X,y) si R(X,f(X,y)), y+ 1 sinon, donc f(X,y+1) =
h(X,y,f(X,y)) ot h est définie par cas. O

On remarque que si g : N**! — N est p.r., la fonction qui a X,y associe (ut < g(X,y)).R(X,t) est aussi
p.r. (substitution).

1.18 Exercice 1. Les relations =, #, <, <, £, £ sont p.r.

2. Soit R € N™ et gr : N* — N définie par gr(X) = 0 si R(X), 1 sinon. Est-ce que R est p.r. si, et
seulement si, gg '’est? Soit hg : N* — N une fonction totale vérifiant hg(X) = 0 si, et seulement
si, R(X). Est-ce que R est p.r. si, et seulement si, hg I'est?

3. Les relations et fonctions suivantes sont p.r. : “x divise y”, {(x) = le nombre de diviseurs de x
si x # 0 et 0 sinon, “x est un nombre premier”, “x est pair”, “x est impair”, f(x) = le nombre de
nombres premiers < x

4. Montrer que les fonctions et relations suivantes sont p.r. : le quotient (xdivy =0siy =0, [x/y]
sinon) et le reste (xmody = x -y - (xdivy)) de la division euclidienne, n — [\/n], n,k — [¥/n],
k>1n— 2], x — Zx si x est un carré et 2x + 1 sinon, “x est la somme de deux carrés”,
I'indicatrice d’Euler (¢p(n le nombre d’ éléments inversibles de Z/nZ), n — pn (le n-éme
nombre premier), x — [loga )] (a entier > 1), g(n) = la n-éme décimale du développement en
base 10 de v/3, f(x) = 0 si la suite 0491269660 apparait dans le développement en base 10 de
avant la x-éme décimale et 1 sinon.

1.3 Codages des suites

1.19 Définition (Codage des couples) On dit qu'une fonction J : N2 — N est une fonction de codage
des couples si elle est bijective et croissante en chaque argument, c’est-a-dire pour tous x,y € N,

Jix,y) <Jx+1,y) et J(x,y) < J(x,y+1).

1.20 Probleme 1. Les fonctions p.r. suivantes sont-elles des fonctions de codage ?

Ji(x,y) = 2% (2y+1)1
J2(x,y) = 2%

J3(x,y) = (X+y)(X+y+1)/2+y
Jalx,y) = ([(x + 1)/21 + y)* +x.

2. Pour chaque fonction de codage trouvée :

(a) décrire un algorithme de calcul des fonctions réciproques (appelées aussi fonctions de dé-
codage) et constituées par le couple des deux fonctions w3 o J~T et ti o] ;
(b) les fonctions de décodage sont-elles p.r.?

Correction —

1. Les 4 fonctions sont toutes strictement croissantes en chaque argument, donc il suffit de voir
lesquelles sont bijectives.
— J, n’est clairement pas bijective puisque son image contient uniquement des multiples de 2 et
3, donc ce n’est pas une fonction de codage.
— J; est bijective : étant donné un entier z, on décompose z + 1 en facteurs premiers; soit x la
puissance de 2; le reste est un nombre impair, donc de la forme 2y + 1 pour un certain entier
y; partant d’un z quelconque, y et z définis ainsi parcourent tous les entiers, et on voit que

Jilx,y) =z



Fig. 1 — L'inverse du codage Js.

— Js est bijective : étant donné un entier z, on cherche x et y tels que J3(x,y) = z; en posant
s=x+y,onaarésoudres(s+1)/2+y =z soitz—s(s+1)/2=y <s, c’est-a-dire

z—s<s(s+1)/2<z;

il existe s tel que s(s+1)/2 < z, par exemple s = 0; maintenant s est maximal si, et seulement
si,z< (s+1)(s+2)/2=s(s+1)/2+s+1si, et seulement si, z < s(s+1)/2+ s si, et seulement
si, z—s < s(s+1)/2; donc en prenant s maximal, on peut poser

y=z—s(s+1)/2 et x=s—uy,

et c’est la seule solution. Donc J3 est bien un codage. C'est le “fameux” codage qui balaie le
plan comme sur la figure 1.

J4 est bijective : étant donné un entier z, on cherche x et y tels que J4(x,y) = z; en posant
c =y+[(x+1)/2], on a arésoudre c? + x = z, soit ¢ < z avec la condition [(x +1)/2] < c;
comme (x —1)/2 < [(x+1)/2l,onax<2c+Tetdoncz<c?+2c+1=(c+1)?;dou

2 <z<(c+1)?
et en prenant ¢ maximal, on peut poser
x=z—c*> et y=c—I[(x+1)/2],

et c’est la seule solution. Donc J4 est bien un codage.
2. Pour chaque fonction de codage J, les fonctions réciproques sont

mol iz » (i <2).3y<zz=](xy))
mol iz = (wy <2).(3x < z,z2=T(x,y)).

] est bijective, et par ailleurs, puisque ] est croissante, on a x < J(x,y) et y < J(x,y) pour tous
x,y, donc le x et le y dans les deux formules existent et sont uniques. On en déduit de plus que
les fonctions de décodage sont p.r.

Avec une fonction de codage des couples, on peut bien siir coder les suites finies de longueur fixée.

1.21 Proposition Soit J une fonction de codage des couples. On définit des fonctions J(™) : N* — N
pour tout n > 1 de la maniére suivante : J{') = id, et pour tout n > 1, J™+tD(xq ... xny1) =
JJ"™ (x1,...,%n), Xn+1). Alors pour tout n > 1, J(") est une bijection p.r., croissante en chaque ar-
gument, et telle que x; < J™)(x1,...,%xn) pour tout i, 1 < i < n. De plus, les fonctions réciproques
o (JM)~T:N— N (1 <i<n)sontp.r.



Preuve — Les assertions sur J(™) se montrent par récurrence sur n. En ce qui concerne les réciproques,
o (JM) 1 (y) vaut

(mxi <Y).(Oxg <yyen, Ixicr <Y, asr <Yy, I <Yy =T (3,000, %0)).
0
1.22 Proposition (Récurrence croisée) Soient fq,f, : N**! — N définies par :
f1(x,0) = g1(xX)
f] (va + 1) = h'] (%ayafl (%ay)afZ(%vy))
f2(%,0) = g2(X
fZ(xvy + 1) = hZ({)yy‘ﬁ (X)y))fZ(va))
Si g1,92,h1,hy sont p.r., alors fq,f, sont p.r.
Preuve — Soit F: N**! — N définie par F(X,y) = J(f1(X,y),f2(X,y)), ol J est un codage p.r. des
couples. On vérifie par récurrence sury que Fest p.r. Or f; =7nfo] 'oFetf, =no] 'oF. 0

Les suites finies sont notées (ng,...,n_1).

1.23 Définition (Codage des suites) Un codage des suites (finies) est une surjection o : N — Seq(N).

On a évidemment :

1.24 Lemme Un codage des suites o est déterminé par la donnée des deux fonctions suivantes : g :
N — N,n + la longueur de o(n), et ap, : N2 — N définie par :

(i) on)(i) sii<lg;(n)
' 0 sinon.

1.25 Définition On dit d'un codage des suites o qu'il est un codage p.r. des suites lorsque les fonctions
associées lg_ et ap, sont p.r.

1.26 Exemple 1. Soit J : N> — N un codage des couples qui est p.r. On pose G = m5 o] ! et
D= ﬂ% o] T

o(n) = {(I(G(“”)’ (D(n)) siG(n) #£0

€ sinon.

Alors o est un codage des suites. Ce codage est p.r. car les fonctions associées lg, = G et ap,
donnée par

0 siG(n)=0
ap,(n,i) =< J6M) (D)) sii< G(n)
0 sinon,
sont p.r.
2. Soit #{ng,...,ny_q) = 21 Tme3tm ---plﬂ‘k*‘, ol po,p1,... st une énumération croissante des
nombres premiers. On convient que ¢ = 0. La fonction £ : Seq(N) — N est clairement injective.
Si I’on pose

t~T(u) sin estdelaforme fu
o(n) = .
€ sinon,

alors o est un codage p.r. des suites.



1.27 Proposition Soit o est un codage p.r. des suites. Les relations suivantes sont p.r. :

I;(n,m) si, et seulement si, o(n) est un segment initial de o(m),
Es(n,m) si, et seulement si, o(n) = o(m),
Co(n,m,p) si, et seulement si, o(p) = o(n) * o(m).

Preuve — 15(n,m) si, et seulement si, lg (n) < lg,(m) et pour tout i < lg_(n), ap,(n,i) = apy(m,1i).
Es(n,m) si, et seulement si, I5(n, m) et I5(m,n). Cy(n, m,p) si, et seulement si, lg, (p) = lg,(n) +
lg;(m), pour tout i < Ig,(n), ap,(p,i) = ap,(n,i), et pour tout j < Ig,(m), ap,(p,j + 1g,(n)) =
ap,(m,j). O

1.28 Exercice Soit o un codage des suites. Montrer que I'application qui a u € Seq(N) associe le code
canonique de u (pour o), a savoir le plus petit n tel que o(n) = u, est injective. Montrer que si o est
p.r., alors la fonction k, : N — N qui a n associe le code canonique de o(n) est p.r.

La proposition suivante est une application de I'existence de codages p.r. des suites.

1.29 Définition (Bon codage p.r.) Soit o: Seq(N) — N est un codage p.r. des suites. On dit que o est
un bon codage p.r. s'il existe une fonction p.r. b: N x N — N telle que oy x) = on * (x), ot I'on note
on =0o(n).

1.30 Lemme Soit ¢ I'un des deux codages de 1.26. Alors :

o est un bon codage p.r.

— Pour tout x € N, x < au code canonique de (x).

Pour tous no,...,n, € N et tous i,j, 0 < i< j < p, le code canonique de (ni,...,n;) est < au
code canonique de (ng,...,ny).

— Il existe une fonction p.r. concs : N x N — N telle que oy * 0m = Oconc, (n,m) -

Preuve — Pour le deuxiéme codage, on pose :

21+x si n est un code de ¢,
bln,x) = n-plt* - sinon
Plg,(n) .

On laisse au lecteur le soin de montrer les autres assertions. O

1.31 Définition (Invariance pour un codage) Soient f: N — N et 0: N — Seq(N) est un codage p.r. des
suites. On dit que f est invariante pour le codage o lorsque pour tous entiers m,n, o,, = 0,, implique
f(m) = f(n).

1.32 Proposition (Récurrence compléte) Soit g : N — N une fonction p.r. invariante pour un bon
codage p.r. 0. Alors la fonction f définie par récurrence compléte par

f(x) = g((F(0),..., fx = 1)),
ot (no,...,n,)s dénote le code canonique de (no,...,n,) pour o, est p.r.
Preuve — Posons F(x) = (f(0),...,f(x))s. On a alors :
F(0) = (f(0))o
F(x+ 1) = (f(0),...,f(x), f(x + 1)) = (ko b)((f(0),...,f(x))e, f(x + 1)),

ol b est la fonction p.r. associée au bon codage o et k est la fonction p.r. qui a n associe le code
canonique de o,. Comme F(x+ 1) = (kob)(F(x), (go F)(x)), F est p.r. Or f(x) = ap,(F(x),x), d’ou f est
p-r. a



1.33 Exercice 1. On appelle fonction de Fibonacci la fonction F: N — N définie par F(0) = F(1) =1
et F(n+2) =F(n+ 1)+ F(n). Montrer que F est p.r.
2. Soit u: N**!' — N une fonction p.r. telle que u(X,y) < y pour tout y > 0. Soient g : N* — N et
h:N"*2 — N des fonctions p.r. La fonction suivante est p.r. :

f(x,0)
f(X,y)

=

g
h

=i

(X,y,f(xX,u(X,y))) si y>0.

1.4 Fonctions récursives

1.34 Probléme (Fonction d’Ackermann) Soit A : N> — N la fonction définie par :

AO,n)=n+1
A(m+1,0)=A(m,1)
Am+TI,n+1)=A(mAm+1,n)).

Notons A, la fonction N — N définie par A,(n) = A(p,n). On remarque que A est bien calculable au
sens intuitif (on le verra formellement en section 2). Démontrer les propriétés suivantes.

1. Ao, A1,Az, Az satisfont Ag(n) =n+1,Ai(n)=n+2, Az(n)=2n+3etAs(n)=k-2"+c(ketc
a déterminer).
Pour tous n,x, An(x) > x.
Pour tout p, les fonctions A, sont strictement croissantes.
Pour tous n, x, An.1(x) = An(x).
Pour tous n,x, A 1(x) = An(x+1).
Pour tous nq,n; il existe m tel que pour tout x, A(n;,A(ny,x)) < A(m,x).
Pour tous nq,n; il existe m tel que pour tout x, A(ni,x) + A(na,x) < A(m,x).
Soit m un entier. On dira qu'une fonction f : N — N est m-bornée si pour tous xi,..., Xy,
f(x1,...,%xp) < A(m,x7 +---+xp). Montrer que pour toute fonction p.r. f, il existe un entier m
tel que f est m-bornée.
9. En déduire que A n’est pas p.T.

0 N O Ul & wWwiN

Correction — A est bien calculable au sens intuitif : en effet, la premiére ligne permet de calculer
A(0,mn) pour tout n € N; maintenant si on sait calculer A(m,n) pour tout n € N et pour m fixé, alors
1) on sait calculer A(m + 1,0) par la deuxieme ligne, 2) si on sait calculer A(m + 1,n) la troisiéme
ligne permet de calculer A(m + 1,n + 1), par conséquent on sait calculer A(m + 1,n) pour tout n.
Remarquons aussi que la définition de A n’a pas la forme d’une récurrence primitive.
1. (a) Pour Ay c’est évident.
(b) A1(0)=Ao(1)=2etsiAj(n)=n+2,onabien Ay(n+1) =A¢(A1(n))=A1(n)+1=n+3.
() A2(0) = A1(1) =3 etsi Az(n) =2n+3, ona bien A;(n+1) = A;(A2(n)) = Az(n) +2 =
2n+3=2n+1)+3.
(d) A3(0)=5=k+cetsi Az(n)=k-2"+c,onaAz(n+1) =A2(A3(n)) =2(k-2" +c) + 3, qui
est bien de la forme k- 2" 4+ ¢ si, et seulement si, 2c+3 =cet k+c =5, c’est-a-dire k = 8
et c =-3.
On peut remarquer plus généralement que

Ani1(x) =Ano--0An(1) = (Ag)*T1(1).

x+1



2. Si A, (x) > x pour tout x, alors A,,1(0) = An(1) =>1>0et A, 11(x) > x implique A, 1(x+ 1) =
An(Ant1(x)) > Anpr(x) d'ot A (x+1) = Angi(x) +1>x+ 1. On a prouvé que Vx, A, (x) > x
implique Vx, A, 1(x) > x. Comme c’est vrai pour n = 0, on en déduit que pour tous n, x, A, (x) >
X.

3. Ap est strictement croissante. Si A,, est strictement croissante, alors d’apresle 2, A, 1 (x+1) =
Ap(Api1(x)) > Apy1(x) et donc A, est strictement croissante.

4. An1(0) =An(1) > A, (0) d’aprés le 3. D’aprés le 2, A,,;1(x) >x donc A;1(x) > x+ 1. Puisque
A, est strictement croissante, ona A 1(x+1) = A (Ansi1(x)) = An(x+1).

5. Ani1(0) =AL(0+1). SiAni1(x) > An(x+1),alors Ay 1(x) >x+1daprésle 2,dou A, 1(x) >
x + 2, et comme A,, est croissante, A, 1(x+1) =An(Ani1(x)) > An(x+2), d’ou le résultat.

6. Ondevine que A, cAn, < Aa(n, n,) €N essayant avecn, =0,1.... On le prouve par récurrence
sur ny. Pour n,; = 0, on a hien A, 0o Ag < An, 11 = Ax(o,n,) d'apres le 5. On montre que
An, 0An, <Aa(n, n,) implique Ay, 0 An, 11 <AA(n,+1.n,)- On procede par cas. Pour x =0, on
a:

An, 0An,41(0) = An 0Aqn, (1)
< Aamnn (1) par hyp. de récurrence
< AAman+1(0) par5
< AAmy+1ny)(0) par 5 et 3.

Pour x+1,0ona:

An] OAT12+](X+ ]) An1 OATLZ OAanr] (X)

AA(m, ) ©An,+1(x)  par hyp. de récurrence

Al

et par ailleurs :

AA(nz-H ) (X + ”

WV

AA(man)+1(x+1) par 5 et 3
AA(HZJM ) © AA(nz,Tu )+1 (x).

Pour conclure il suffit donc de remarquer que A(nz,ny)+1 > A(0,nz+nq)+1 =nz+n;+2 > ny+1.
7. A, (X)F+An, (X) < 2A4, 10, (X)+3 = (A20An, 10, ) (x), dONC Ay, +AL, < A20AL, 10, < AAm4n,,2)
d’apres le 6.
8. (a) Les fonctions initiales sont m-bornées : ¢ (X) = 0 < Ap()_X) par exemple, s(x) =x +1 =
Ao(x) et Ml (X) =% < ) X+ 1=A0(DX).
(b) Si f est m-bornée et les g; sont m;-bornées, alors

fo(gr,...,gn)(X <Zgl )gAm<iAmi<Z£>>,

et donc fo{gy,...,gn) est m’-bornée, avec m’ donné par les résultats 6 et 7.

(c) Soith = Rec(f,g) avecf m-bornée et g k-bornée : d'une part h(X,0) < A (> %) < A(0+)_X)
dés que 1 > m. D’autre part, si 'on pose y = n+ Y X, alors h(x,n) < A((y) implique
h(X,n+1) < Ax(Ai(y)+y) etdonch(X,n+1) < Ai(y+1) dés que Ax(A(y)+y) < A(ly+1);
c'estlecassil—1> A(2,k) car alors

Ax(Arly) +y)

A A
>

L

>

=

En prenant 1 = max(m, 1+ A(2,k)), h est donc 1-bornée.

9. On procéde par I'absurde en utilisant un argument de diagonalisation : si A était p.r., la fonction
f:x = A(x,x) le serait aussi, donc d’aprés le 8, il existerait un entier m tel que pour tout x,
f(x) < A(m,x), en particulier pour x = m+1, on aurait f{(m+1) =A(m+1,m+1) <A(m,m+1).
Ordaprés 5, Apsi(m+1) 2 An(m+1+1)d ot Appi(m+1) > A (m+1) : contradiction.
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1.35 Définition (Fonctions récursives) La classe des fonctions récursives partielles est la plus petite
classe X de fonctions partielles de toutes arités close par (R1), (R2), (R3) et telle que :

(R4) X est close par minimalisation : si g : N**! — N est dans X, la fonction f définie par f(X) =
(ny).(g(X,y) = 0) est dans X.

Remarquons qu’on considére des fonctions partielles dans la définition uniquement a cause de (R4).

1.36 Remarque (Sur les fonctions partielles) — L’égalité f = g entre fonctions partielles signifie que
f et g ont le méme domaine de définition et prennent la méme valeur en chaque point du
domaine. Des égalités comme f = (f + g) = g entre fonctions partielles ne sont donc plus vraies.

—~ De méme, si g1,...,gn : N = Net h: N* — N, la fonction composée f(X) = h(gi(X),..., gn(X))
est définie si, et seulement si, g1(X) |,...,gn(X) L et h(g1(X),...,gn(X)) |.

~Sig:N" =N, h: N“*2 N, et si la fonction f est définie par récurrence par f(X,0) = g(X) et
f(¥,y+1) =h(X,y,f(X,y)), on voit que f(x,y) | implique f(x,y—1) |, ..., f(x,0) |.

— Enfin, soit g : N™*! —~ N, la fonction définie par f(X) = (ny).(g(X,y) = 0) diverge si par exemple
g(X,0) diverge, g(Xx,1) =2, g(X,2) =0; f est donnée par : f(X) | et = t si, et seulement si, g(x,0) |
et £0,...,9(X,t—1) et £0, g(X,t) L et =0.

1.37 Définition (Relations récursives) Une relation R est récursive si xg I'est.

1.38 Lemme Soit S C N™ une relation récursive, alors il existe une fonction récursive partielle Ks :
N™ — N telle que Ks(X) [& X € S, et dans ce cas Ks(x) = 1.

Preuve — Ks(X) = (ny).(y =1 et S(x)). O

1.39 Proposition Toute fonction p.r. est récursive (et totale). La classe des fonctions et relations
récursives est close pour les opérations déja étudiées pour la classe des fonctions p.r. (pour la sub-
stitution dans les relations, on ne substitue que par des fonctions totales).

Preuve — La premiére assertion est évidente. Les propriétés de cloture sont démontrées comme
pour les fonctions p.r., sauf pour ce qui suit :

1. Définition par cas. f(X) = g1(X) si S(X), g2(X) sinon. Dans cette définition on veut : pour X € S,
f(X) = g1(X), donc f(X) |& g1(X) |, et pour X & S, f(X) = g2(X), donc f(X) |& g2(X) |. D'apres le
lemme 1.38 il y a 3 possibilités :

() domg; = @ : f(X) = g1(X) - Ks(X) et f est bien récursive,

(b) domg; = @ : similaire,

(c) sinon, soient i € domg; et d> € domg,, et posons I[;(X) =X siX € S, dj sinon, et [,(X) =X
siX ¢S, d5 sinon. I; et I, sont récursives totales (a valeurs vectorielles) : définition par cas
triviale. On a f(X) = (g1 o I1)(X) - Xs(X) + (g2 0 I2)(X) - Xxnym\s(X) donc f est récursive.

2. Minimalisation bornée. Soit g une fonction récursive. Dans la définition f(X,t) = (uy < t).(g(X,y) =
0), f(X,t) = yo si, et seulement si,

(yo <t etg(x,0) et #0,..., g(X,yo—1) L et #0, et g(X,yo) =0) ou
(yo=t, et g(x,0) L et #0,..., g(X,yo —1) L et #0).

Par exemple, si domg = @, f(X,0) = 0. Maintenant, on pose g*(X,y,t) = ¢g(X,y) siy < t, 0 sinon:
gt est récursive (définition par cas) et f(x,t) = (ny).(g* (X,y,t) = 0), donc f est récursive.

0
On a vu que la fonction d’Ackermann n’est pas p.r. On verra en section 2 qu’elle est en revanche

Turing-calculable (exemple 2.23), et que la classe des fonctions Turing-calculables concide avec celle
des fonctions récursives (théoréme 2.29). Donc la fonction d’Ackermann est récursive et on a :
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1.40 Théoréme La classe des fonctions p.r. est strictement incluse dans celle des fonctions récursives.

1.41 Proposition Si R C N™*! est récursive, alors la fonction f(X) = (ny).R(X,y) est récursive.

Preuve — f(X) = (ny).(1 = xr(X,y) =0). O

1.42 Exercice Un entier p est appelé premier jumeau sip et p+2 sont premiers. Une des plus anciennes
conjectures non prouvées affirme qu'il y a une infinité de premiers jumeaux. Soit T(n) le n-iéme
nombre premier jumeau. Montrer que T est une fonction récursive partielle, totale si la conjecture
est vraie.

On va maintenant montrer qu’a condition d’étendre un tout petit peu la classe des fonctions initiales,
on peut se passer de la récurrence primitive dans la construction des fonctions récursives. Pour cela
on introduit le codage de Godel des suites, qui repose sur un lemme d’algébre rappelé ci-dessous.

1.43 Lemme (Lemme chinois) Si p et g sont des entiers premiers entre eux, on a un isomorphisme
7/pqZ = Z/pZ x 7/ q7Z. Plus généralement, si d;,...,d,, sont des entiers deux & deux premiers entre
eux, on a un isomorphisme Z/d; - - - dnZ = Z/d1Z X - - - x Z/dn 7.

Preuve — L’'application qui a la classe modulo pq associe le couple des classes modulo p et q est un
morphisme injectif car p et g sont premiers entre eux. Puisque les deux groupes ont méme cardinalité,
c’est un isomorphisme. Le cas général se déduit trivialement par induction. a

1.44 Lemme Les nombres 1+ (1+1)-n!,i{=0,...,n—1, sont deux a deux premiers entre eux.

Preuve — Posons di =1+ (1+1)-nl,i1=0,...,n—1. Tout nombre premier p qui divise d; est >n :
en effet, sinon, p divise d; — (1 +1) - n! = 1, absurde. Supposons qu’il existe un premier p qui divise
d; et dj, i <j:alors p divise d; —dy = (j —1) - n!, et comme p > n, p divise j —1, doncp <j—i<mn,
contradiction. O

1.45 Définition (Codage de Gédel) Les applications f : N> - N,  : Nx N — Net p* : N — Seq(N)
(appelée le codage de Godel) sont définies par :

B(x,v,1) =xmod(1+ (1 +1i)y)
(n); = B(n, i) = G(n) mod(1 + (1 +1)D(n))
B*(uw) = (B(D(w),0),...,B(D(w),G(u) —1))

ou G=mnfo] 'etD=mnjo]J ! sontles inverses d’'un codage p.r. des couples ] : N> — N.

1.46 Lemme f, B et p* sont p.r., et pour toute suite (x0,-..,xx—_1) il existe un entier n tel que (n); = x4,
1=0,...,k—1.

Preuve — 1l est clair que 3, B et f* sont p.r. Soit (xo,...,x_1) une suite. On choisit p > k tel que
1+ (1+1)-p! >x4,1=0,...,k—1. Posons d; =1+ (1+1)-p!. D'aprés le lemme chinois 1.43, il existe
un entier a tel que amodd; = x;,1=0,...,k—1. 0On a B(a,p!,i) = x; car x; < d;, donc on prend
n=J(a,p!). 0

1.47 Proposition La classe des fonctions récursives partielles est la plus petite classe X de fonctions
partielles de toutes arités close par (R2), (R4) et :

(R'1) X contient les projections, les polynomes a coefficients entiers et la comparaison x. : NxN — N
(X<(x,y) =1six <y, 0sinon).
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Preuve — La classe des fonctions récursives est évidemment close par les schémas (R'1), (R2), (R4).
Réciproquement, on exprime le schéma (R3) au moyen de (R'1), (R2), (R4). Soit f = Rec(g,h) : N*+1 —
N, oll g: N* — N et h:N"*2 —; N sont construites avec les schémas (R'1), (R2), (R4). Soit la fonction

F%,u) = (us)<(s)o — o(x) et (vz < u)((s)as1 = h(%,z, (s)z)))

On vérifie que F(X,y) est défini si, et seulement si, f(x,0),...,f(X,y) le sont, et qu'alors (F(X,y)), =
f(X,z) pour tout z=0,...,y.
- Si F(X,y) est défini, il existe un entier s tel que (F(X,y))o = ¢g(X) = f(X,0) et pour tout z < vy,

(F(X,y))241 = h(X,z+1,(F(X,y)).), donc (F(X,y)). = (X, z) est défini pour tout z.
- Sif(x,0),...,f(X,y) sont définis, soit o la suite (f(%,0),...,f(X,y)) : d’aprés le lemme 1.46, il existe
un entier s tel que (s), = f(X,z), z=0,...,y, donc F(X,y ) st défini. De plus (F(X,y))o = ¢g(X) =

f(X,0), et de (F(X,y)), = f(X, z) on déduit
(F(X,y))z+1 = h(X,z, (F(X,y))2) = h(X,z,f(X,2)) = f(X,z + 1).

Il reste 2 montrer que F est construite avec les schémas (R'1), (R2), (R4).

Disons qu’une relation est constructible au moyen de (R'1), (R2), (R4) lorsque sa fonction ca-
ractéristique I'est. On vérifie aisément que la classe des relations constructibles au moyen de (R'1),
(R2), (R4) est close par opérations booléennes et quantification bornée : pour la quantification exis-
tentielle bornée par exemple, on a (Ix < y)P(x, @) si, et seulement si, (ux)P(x, d) <y. Si le codage des
couples sous-jacent est le polynome J3 de I'’exemple 1.20, G et D sont donc constructibles au moyen
de (R'1), (R2), (R4). De plus la soustraction s’écritx ~y =pz(x <y+z+1) et:

xmody = uz(z<y ety divisexéz)
=pz(z<yet (Ft<x-z+1)(ty =x-2z)).

On en conclut que (n);, composée de polynomes a coefficients entiers, de G et D et de la fonction
mod, et par conséquent F sont constructibles avec les schémas (R'1), (R2), (R4). O

2 Machines de Turing

2.1  Machines

On fixe un ensemble 2 quatre éléments {{J,+, T, L}. O s’appelle le caractére blanc, - I’ état initial,
T I'état final acceptant et | 1'état final rejetant.

2.1 Définition (Machine de Turing, 1936) Une machine de Turing (déterministe a un ruban) est un
triplet M = (£,5,T) ol X et S sont des ensembles finis disjoints et disjoints de {{J,F, T, L}, et T est
une application de (SU{F}) x (Zu{d}) dans (SU{T, L}) x (Zu{d}) x{—1,0,+1}. On appelle X I’alphabet
de M, on note I = X U {0}, on appelle S I'ensemble des états de M et T sa fonction de transition.

2.2 Définition (Configuration) Soit M = (X,S,T) une machine de Turing. Une configuration est un tri-
plet (s,f,n) ol s € SU{-, T, L} est un état, n € Z (appelé la position du curseur) et f : Z — 5 est
une fonction (appelée le contenu du ruban) qui vaut O sauf pour un nombre fini d’entiers. Si la confi-
guration k = (s,f,n) est telle que f(n+p +1i) = f(n — q —1) = O pour tout i > 0, on pourra utiliser
pour « la notation (s,v,w), oll v est le mot f(n — 1) xf(n —2) % --- % f(n — q) € Z7* et w est le mot
fn) s f(n+1)%---xf(n+p) e ZU*.
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On représente souvent une configuration (s,x;_1---x1,XiXit1 - Xn) par le diagramme suivant :

S
O [ [ [ % g [ [ O]

ou les caractéres sont écrits sur un ruban infini presque partout rempli de (. On peut indiquer la
case numérotée 0 ou bien le numéro n de la case courante (désignée par I'état courant s). Observons
que la deuxiéme notation pour une configuration, (s,v,w), n’est pas une représentation univoque :
on peut ajouter des (I, par exemple (s,v,w) et (s, v, wl) représentent la méme configuration. De
plus, cette deuxieme notation oublie la position de la case numérotée 0. Cet oubli est justifié par le
lemme 2.5 qui exprime une invariance par translation de la relation d’exécution, et par le fait que les
propriétés observées ne dépendent pas de la position du curseur (définition 2.15).

2.3 Définition (Calcul ou exécution) On dit qu’'une machine de Turing M = (Z,S,T) fait passer de la
configuration k = (s, f,n) a la configuration k' = (s’, f’,n’) lorsque :

- T(s,x) = (s’,x',4),

- f(n)=xetf'(n)=x/,

- f’(1) = f(i) pour tout i # n,

-n'=n+d.
On dit aussi que M méne de k a k' ou que k' découle de «, et on le note

Moy
K— K.

On appelle cette relation entre configurations la relation d’exécution. Une suite de configurations
Ko, K1,. .., finie ou non, telle que M méne de k; a ;1 pour tout i > 0, est appelée un calcul ou une

séquence d’exécution. On écrit
k

M ’
K— K
et on dit que k' découle de k en k étapes quand il existe une séquence d’exécution finie ko, k1,..., Kk
telle que k = kg et ki = k’.

2.4 Exemple Si M = (X,S,T) est une machine de Turing, x est la configuration représentée par le
diagramme précédent, soit (s,xi—1 X1, XiXi4+1 - Xn), €t T(s,xi) = (s, x{,+1), alors M fait passer de
k a la configuration suivante :

Sl

O [ o [ [ xaa [ [ O]

2.5 Lemme (Invariance par translation) Soient M = (£,S,T) une machine de Turing et p € Z. Si k =
(s,f,n) est une configuration quelconque, soit k' la configuration (s, f’,n+p) ot f’(i+p) = f(i). Alors :

M , ) ;M
Ko —> k7 si, et seulement si, «j— k7.

La preuve est triviale.

2.2 Algorithmes

Une machine de Turing sert a décider des langages et calculer des fonctions. On peut d’ailleurs
noter que la décision d’un langage L C £* d’alphabet X revient au calcul de sa fonction caractéristique
XL X —{0,1}.
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2.6 Définition (Machines et mots) Soit M une machine de Turing d’alphabet Z. La configuration ini-
tiale associée a v € I* est (I, ¢,v). Une configuration dont I'état est un des deux états finaux est
appelée une configuration finale, acceptante ou rejetante selon le cas. On dit que M(v) converge sur
I’entrée v ou simplement que M(v) converge, et on le note

Mv) L

s'il existe un entier k tel que M fait passer en k étapes de la configuration initiale associée a v a une
configuration finale : on peut préciser alors que M(v) converge en k étapes. Dans le cas contraire, on
dit que M(v) diverge et on le note

M) T.

En cas de convergence, si la configuration finale est acceptante (resp. rejetante), on dit plus précisément
que M accepte (resp. rejette) v et on note

M(v) Lo (resp. M(v) Ln)-
En cas d'acceptation, si la configuration finale est (T, ¢, w) avec w € X*, on dit que M(v) = w.

L'utilisation de la notation M(v) dans tous les cas de figure (divergence, convergence avec acceptation,
rejet ou résultat) signifie qu’on interpréte en I'occurrence une machine comme une fonction de Z* dans
I’ensemble {T, |, }U ({lo} X Z*). Il est intéressant de noter qu’on donne comme entrée a une machine M
d’alphabet Z un mot sur Z (et non sur X)) : I'important est que M sache oll commence et s'arréte son
entrée, c'est pourquoi on ne part pas d’'une configuration trop quelconque (F,v,w) avec v,w € Z5*.

2.7 Définition (Temps de calcul) Soient une machine de Turing M d’alphabet X et une fonction f: N —
R*. On dit que M opére en temps f (ou f(n)) si pour tout v € I*, M(v) converge en au plus f(|v|)
étapes.

L'utilisation de fonctions a valeurs réelles pour mesurer le temps n’est qu’'une commodité qui dispense
d’écrire d’inutiles parties entiéeres.

2.8 Définition (Machines, langages et relations) Soient L C * un langage et M une machine de Turing
d’alphabet contenant X. On dit que M accepte L lorsque pour tout v € X*, v € L si, et seulement si,
M accepte v. On dit que M décide le langage L lorsque pour tout v € L, M accepte v et pour tout
v € I*\ L, M rejette v. Plus généralement, soient R C (Z*)? une relation et M une machine de
Turing d’alphabet contenant X U{#}, avec # ¢ . On dit que M accepte Ia relation R lorsque pour tout
(Vi,...,Vp) € (Z*)P, (v1,...,vp) € Rsi, et seulement si, M accepte vi# - - - #v,,, et on dit que M décide la
relation R lorsque pour tout (vq,...,v,) € R, M accepte vi# - - - #v,, et pour tout (vq,...,v,) € (Z*)P\R,
M rejette vi#f - - - #vp.

Un langage est semi-décidable (ou récursivement énumérable) s'il existe une machine de Turing
qui I'accepte. Un langage est décidable (ou récursif) s’il existe une machine de Turing qui le décide. Un
langage est co-récursivement énumérable si son complémentaire est récursivement énumérable. Un
langage qui n’est pas décidable est dit indécidable. On note RE (resp. coRE) I'ensemble des langages
récursivement énumérables (resp. co-récursivement énumérables) et R celui des langages récursifs.

Un langage L dont on souhaite déterminer s'il est semi-décidable, décidable, etc, on I'appelle
souvent un probléme.

On peut observer que pour décider un langage L C X*, on s’autorise a prendre une machine d’alphabet
plus grand. En fait, ce n'est pas trés important, et cette convention est surtout destinée a uniformiser
la définition dans le cas de relations R d’arité quelconque : 1, on a besoin d'un séparateur # qui ne
soit pas dans I'alphabet £ de R. En revanche, si I’arité est constante et connue, disons p, on peut
remplacer les séparateurs # par des blancs [J.
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2.9 Exemple Le langage I = {aPb?,p € N} sur I'alphabet © = {a, b} est décidable. Pour montrer cela,
on définit une machine de Turing M qui, étant donné un mot w € {a, b}*, efface si possible la lettre a le
plus a gauche (et rejette sinon), se déplace le plus possible a droite du mot, efface si possible la lettre
b le plus a droite, retourne a gauche, et recommence si le mot n’est pas vide. Ce qu’on formalise de
la maniére suivante : M = (X,S,T), ou S ={0,1,2,3} et T est définie par la table

a b ]
F| 0,a,0 0,b,0 0,03,0
01,0,+1 1 T
111,a+1 1,b,+1 2,01
2 L 3,0,-1 L
313a,—-1 3b,—1 0,0,+1

ol on n'a indiqué que I’état lorsque c’est un état final (T ou L), sans se préoccuper du caractére écrit
et du déplacement qui sont alors sans intérét.

2.10 Exercice Ecrire les deux suites de configurations de la machine M définie dans I’exemple 2.9, en
partant de la configuration initiale associée au mot aabb (accepté), puis au mot aab (refusé). Montrer,
par récurrence sur la longueur du mot w € {a, b}*, que w est accepté s'il est de la forme a?b?, refusé
sinon. En déduire que M décide L.

2.11 Exercice Montrer que tout langage automatique (ou, ce qui revient au méme, régulier) est
récursif.

L'exemple 2.9 montre donc que I'ensemble des langages réguliers sur X est strictement inclus dans
I’ensemble des langages récursifs sur L.

2.12 Proposition R est une algébre de Boole et R = RE N coRE.

Preuve — Le langage vide et le langage Z* sont trivialement récursifs. Si L est récursif, son complé-
mentaire I'est aussi : on échange acceptation et rejet dans une machine de Turing qui décide L. Enfin,
R est close par intersection et union, ce qu’on montre facilement en combinant les réponses des deux
machines.

Il est clair que RE D R, et donc que coRE D R d’apres ce qui précéde. Réciproquement, si L et Z*\ L
sont acceptés par des machines M et M’, on peut construire une machine N qui entrelace les calculs
de M et de M’, c’est-a-dire alterne une étape de M et une étape de M’ ; N accepte si une étape de M
aboutit a un état acceptant, et rejette si une étape de M’ aboutit a un état acceptant. O

2.13 Exercice Définir explicitement la machine invoquée dans la preuve de la proposition 2.12.

2.14 Définition (Machines et fonctions) Soient f : (Z*)? — (Z*)9 une fonction et M une machine de

Turing d’alphabet contenant ZU{#}, avec # ¢ X. Pour tout (v1,...,v,) € (X*)P, on pose M(vq,...,vp) =
M(viftvo#t-- - #vp). On dit que M calcule f lorsque pour tout (vi,...,vp) € (Z*)P, M(v1,...,vp) =
wift- - H#wg sif(vi,...,vp) = (W1,...,wq). Une fonction est dite Turing-calculable s'il existe une ma-

chine de Turing qui la calcule.

2.15 Définition (Equivalence dénotationnelle) Deux machines de Turing M et M’ de méme alphabet £
sont dénotationnellement équivalentes, ce qu'on note M ~ M’, si pour toutv € * :

— M(v) T si, et seulement si, M'(v) T,

— M(v) |n si, et seulement si, M'(v) |,

— M(v) |o si, et seulement si, M'(v) |o,

— M(v) = w si, et seulement si, M’(v) = w.
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On a évidemment :

2.16 Lemme Si deux machines de Turing d’alphabet X sont dénotationnellement équivalentes, elles
décident le méme langage sur X. Si deux machines de Turing d’alphabet X + {#} sont dénotationnel-
lement équivalentes et p, q € N, elles calculent la méme fonction de (X*)P dans (X*)9.

2.17 Exercice Définir une machine de Turing déterministe a un ruban qui attend en entrée un mot
w € L* et le duplique, c’est-a-dire s’arréte dans la configuration (T, e, wiw).

2.18 Exercice 1. Montrer que toute machine de Turing est dénotationnellement équivalente a une
machine de Turing dont la fonction de transition n’utilise que les déplacements +1 et —1 (jamais
de sur-place).

2. Montrer que toute machine de Turing est dénotationnellement équivalente a une machine de
Turing ot la contrainte ci-dessus sur les déplacements est remplacée par la contrainte suivante
sur I’écriture : on suppose que le langage est {0,1} et on demande, étant donnée une machine
machine M, que la nouvelle machine M’ change systématiquement la lettre lue, autrement dit
T(s,0) = (s’,1,d) et T(s,1) = (s’,0,d).

3. Les deux contraintes ci-dessus sont-elles compatibles (peut-on construire M’ satisfiant les deux) ?

2.3 Représentation des données

On s'intéresse particulierement aux fonctions et problémes sur deux types de données : les entiers
naturels et les graphes finis. Sauf mention contraire, les entiers naturels sont représentés en binaire,
et les graphes sont représentés de I'une des deux maniéres suivantes :

- soit par le couple (V,E) ot V est la liste des sommets (par exemple une liste d’entiers 1,...,n
eux-mémes représentés en binaire) et E est '’ensemble des arcs représentés comme des couples
de sommets;

- soit par leur matrice d’adjacence.

Ces deux représentations sont polynomialement équivalentes dans la mesure ot la taille d’une repré-
sentation est majorée par un polynéme en la taille de I'autre, et vice-versa. De méme, pourtoutb > 2,
la représentation des entiers en base b est polynomialement équivalente a la représentation binaire.
Ce n'est évidemment pas le cas de la représentation unaire, qui est exponentiellement plus coiteuse.

La question du coat d'une représentation ne nous intéresse toutefois qu’en vue de la section 4 :
tant qu’on ne s'occupe pas de complexité, on peut a la limite se contenter de remarquer que les
fonctions de passage d'une représentation a I’autre sont calculables. Ainsi, les fonctions de passage
entre représentations unaire et binaire des entiers sont évidemment calculables.

2.19 Exercice Définir une machine de Turing calculant la fonction, de {1}* dans {0, 1}*, qui associe au
mot 1T = 1% ---x 1 constitué de n lettres 1 et représentant I'entier n en unaire, le mot sur {0, 1} qui
représente n en binaire.

2.20 Exercice Définir une machine de Turing qui calcule le prédécesseur d'un entier représenté en
unaire. Méme question en représentation binaire.

2.21 Exemple (Accessibilité) On se donne un graphe (dirigé, fini) G = (V,E) et deux sommets vy,v, €
V. Le probléme dit d’accessibilité, noté Acc, est de déterminer s'il existe un chemin (orienté) de v; vers
v,. Notons que Acc est un langage, par exemple sur I'alphabet {0, 1} si I'on convient que les sommets
sont les entiers 1,...,n représentés en binaire, et il s’agit donc de définir un algorithme qui décide le
langage Acc. Une méthode est de construire deux suites d’ensembles de sommets A,,B,,p > 0 : on
part de Ay =By ={v1}; a I'étape p, on choisit un sommet i, € A, et on pose

Api1 =Ap \{ip}UC, et Bpy1 =B, UG,
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ou C, est I'’ensemble des sommets j ¢ B, tels que G ait une arete de i, vers j. On s’arréte quand A,
est vide. Alors, on accepte si v, € B, et on rejette dans le cas contraire.

2.22 Exercice Définir une machine de Turing qui formalise 1’algorithme de ’exemple 2.21. Montrer
que cette machine décide Acc.

2.23 Exemple (Fonction d’Ackermann) La fonction d’Ackermann A : N2 — N, définie dans le probléme
1.34, est calculée par I'algorithme suivant. On utilise la représentation unaire des entiers. L’alphabet
est donc {1}. Etant donnés des entiers m et n, on part de la configuration initiale (¢, 1™#1™). Une
configuration obtenue a partir d’'une telle configuration initiale sera de la forme

(va1 # te #WT‘#au#V)a

ou s est un état et u,v,wq,...,w; € {1}*. Une étape de calcul consiste, si disons u =17 etv =19, 3
calculer A(p, q) pour se retrouver dans la configuration

(g,W]#' o #WT‘#) ]A(p,q))'

Ici, g est un état particulier dans lequel Ia machine teste s’il y a quelque chose d’écrit a gauche du
curseur, c'est-a-dire si r > 0. Si oui, on décale le premier mot a gauche du curseur vers la droite pour
se retrouver dans la configuration

(F, Wi #we w124 D))

et recommencer. Sinon, on a terminé l'algorithme.

Décrivons maintenant une étape de calcul a partir de (s, wi#--- #w.#, ufftv). Si u = ¢, la machine
recopie v au début du ruban, ajoute un 1 et I’étape est finie (on a bien calculé A(0,q) = q+1, si disons
v=19). Siu # ¢ etv = ¢, la machine échange le dernier 1 de u avec le # qui suit (c’est-a-dire remplace
1P 4 par 1P#1, siu = 1P*') et I'étape est finie (I'étape suivante va alors calculer A(p,1) = A(p+1,0)).
Si enfin u # ¢ et v # ¢, disons u = 1P*! et v = 19%" la machine recopie 17 a gauche du curseur et
1P*+1#19 3 droite pour se retrouver dans la configuration

(F,wig - #w 174,171 419),

et recommencer, afin de calculer A(p+1,q+1) = A(p,A(p+1,q)); cette étape termine car la taille de
la partie du ruban a droite du curseur décroit strictement (dep+1+q+1ap+1+q).

2.4 \Variantes

2.24 Définition (Machine a plusieurs rubans) Une machine de Turing déterministe a k rubans est un
triplet M = (%,S,T), ot X et S sont comme dans la définition 2.1 et T est une application

(SU{FD x (Zu{Op* = (SU{T, L} x ((£u{d}) x {—1,0,+1})k.

Une configuration a k rubans est un k + 2-uplet (s,fy,...,fx,n) ot s € SU{F, T, L} est un état, n € Z*
(Ia position des curseurs) et f; : Z — £, =1,... k, est une fonction qui vaut O sauf pour un nombre
fini d’entiers. On utilise pour une configuration la notation (s, vy, wr,...,vi,wi) ot les v;,w; € £&,
j=1,...,k, sont comme dans la définition 2.2; on appelle f; ou (vj,w;) le contenu du jéme ruban.
On dit que M fait passer de la configuration (s,fi,...,fx,n) a la configuration (s’,f7,...,f;,n’)
lorsque :
T(s,%1,...,xk) = (s',x],d1,...,x, dx)

et pour toutj=1,... k:
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- fj(ﬂj) =x; et f’(nj) ZXj/,

- f{(i) =f;(i) pour tout i # nj,

- nj’ =nj + dj.
La notion de séquence d’exécution est calquée sur 2.3. La configuration initiale (resp. finale) associée
a v € XI* atous ses rubans vides sauf le premier qui contient (¢,v). Les notions de configuration
acceptante, rejetante sont identiques, ainsi que celle de temps de calcul, et on note M(v) = w si
la configuration finale est acceptante et le contenu du premier ruban soit (¢,w). Les définitions de

langage accepté, refusé, de fonction calculée et d’équivalence dénotationnelle sont alors identiques.

Comme on le verra, la possibilité de calculer sur plusieurs rubans est souvent bien commode. Mais
comme I'affirme la proposition suivante, cette libéralisation du modéle de calcul ne change rien d’es-
sentiel au pouvoir calculatoire (facteur quadratique).

Rappelons les notations O, o et ~ d’analyse. Soient f et g deux applications de N ou R dans R. Si
f >0, on dit que f = O(g) (f est un grand “o0” de g) s'il existe une constante c > 0 telle que pour tout
x € X, |f(x)] < c-g(x). On dit que f = o(g) (f est un petit “0” de g) si f(x)/g(x) —x— 10 0. On dit que
f~ g (f est équivalente a g) si f = O(g) et g = O(f).

2.25 Proposition Toute machine de Turing déterministe M a k rubans est dénotationnellement équi-

valente a une machine de Turing déterministe M’ a 1 ruban. Si M opére en temps f(n), M’ opére en
temps O(f(n)?).

Preuve — Soit M = (Z,S,T). Soit £ + {{J} une copie de I + {(J} constituée des nouvelles lettres
“pointées” x pour x € L 4 {(J}. Le langage X’ de M’ est I'’ensemble (Z +X +{D,D})k, et on identifie
le k-uplet (O,...,0) avec le caractre vide 0. Une configuration (s, fy,...,fx,n) de M est simulée par
(s,g, mink_; ny), ot g(p) = (g1(p),.-.,9k(p)) € £’ est défini comme suit pour tout p € Z :

x sip#mngetx=fi(p),
gilp) = 1. .
x sip=mny;etx="Fp).

Pour simuler une étape de M, M’

1. lit le ruban de gauche a droite en enregistrant successivement dans I'état les k lettres pointées
X1, %k,

2. calcule T(s,x1,...,xx) = (s',x],d1,...,xq, di),

3. revient de droite a gauche en remplacant chaque x; par %/ et en effectuant les déplacements,

4. effectue éventuellement un déplacement a gauche pour placer le curseur sur la plus petite case
p contenant une lettre pointée,

5. enfin passe dans I'état s’.

Si M opére en temps f(n), puisqu’alors les longueurs des rubans en jeu sont majorées par f(n) (on
ne peut pas écrire plus de t lettres dans une durée t), la taille d’'une configuration de M’ est majorée
par 1+ f(n). En comptant I'aller-retour plus les changements de lettres pointées, une étape de M est
donc simulée en au plus 2 + 2k(f(n) + 1) + 2k étapes. Soit en tout un temps de calcul de O(f(n)?). 0O

2.26 Définition (Machine non-déterministe) Une machine de Turing non-déterministe a k rubans est
un triplet M = (Z,S,T), ot £ et S sont comme dans la définition 2.1 et

T C(SU{FD x (ZU{dp* x (SULT, L) x (Zu{D) x {~1,0,+1)"
est une relation. Les définitions relatives aux configurations sont comme en 2.24. En considérant T
comme une fonction de (SU{-}) x (£uU{O})* dans P((SU{T,L}) x ((Zu{0}) x {-1,0,+1})¥), on a une

notion de séquence d’exécution non-deterministe calquée sur 2.24. Une séquence d’exécution est
convergente (resp. acceptante, rejetante) si elle est finie et ne peut étre continuée (resp. se termine
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par une configuration acceptante, rejetante), divergente si elle est infinie. On dit que M accepte v s'il
existe une séquence d’exécution acceptante partant de la configuration initiale associée a v. On dit
que M rejette v dans tous les autres cas. Les notions de langage accepté, refusé s’en déduisent.

On dit que M calcule f : (Z*)» — ZX* lorsque pour tout (vi,...,v,) € (Z*)P, toute séquence
d’exécution partant de la configuration initiale associée a (vy,...,v,)

— ou bien diverge,

— ou bien termine sur la configuration finale associée a f(v1,...,vp).

Etant donnée une fonction f : N — R*, M opére en temps f(n) si pour tout v € I*, toute séquence
d’exécution de M a partir de v converge en au plus f(|v|) étapes.

Le point important dans la définition ci-dessus est I'asymétrie entre acceptation d’une entrée (au
moins une des séquences d’exécution partant de cette entrée est acceptante) et rejet (aucune séquence
d’exécution n’est acceptante, c’est-a-dire toute séquence d’exécution est rejetante ou divergente).
En tant que modéle de calcul, les machines de Turing non-déterministes ne sont pas trés réalistes,
mais elles donnent lieu a des classes de complexité trés importantes, et on verra que dans certains
cas, notamment la complexité en temps polynomial, on peut remplacer cette notion par des vérifieurs
(définition 4.12), qui correspondent mieux a l'intuition. La proposition suivante affirme que les ma-
chines non-déterministes n’apportent rien du point de vue de la calculabilité, mais leur simulation
par des machines déterministes implique une croissance a priori exponentielle du temps de calcul.

2.27 Proposition Toute machine de Turing non-déterministe M a 1 ruban est dénotationnellement
€quivalente a une machine de Turing déterministe M’ a 3 rubans. Si M opére en temps f(n), M’ opere
en temps O(c ™) pour une certaine constante ¢ > 1.

Preuve — On se contente de I'idée, qui est trés simple. Les séquences d’exécution de M = (X,S,T)
a partir de I'entrée v forment un arbre planaire A. En considérant T comme une fonction non-
deterministe et donc T(s,x) € P((S U{T, L} x ((zu{d}) x{-1,0, —H})k) comme un ensemble de transi-
tions possibles, on voit que A est a branchement borné par le maximum d des cardinalités de T(s, x)
pour s € S et x € ZH. M’ va donc essentiellement parcourir I’arbre A, en prenant soin de procéder
par profondeur croissante (toutes les branches de longueur 1, puis de longueur 2, etc) afin d'éviter de
partir dans une branche infinie alors qu’une autre branche meénerait a un état acceptant. M’ accepte
si une branche de M accepte, refuse sinon. Si M opére en temps f(n), le temps de calcul de M’ est

of > d-i|=0c"™)
1<ig<f(n)

pour une certaine constante ¢ > 1. 0

2.28 Exercice Préciser la preuve de la proposition 2.27.

2.5 These de Church

2.29 Théoréme La classe des fonctions Turing-calculables coincide avec celle des fonctions récursives.

Le théoréme 2.29 accrédite la these, dite thése de Church, selon laquelle les fonctions récursives ou
de maniére équivalente les machines de Turing capturent bien la notion intuitive de “calculabilité”.
D’autres définitions ont été proposées : fonctions A-définissables de Church (1941), fonctions calcu-
lables par des machines a registre..., qu'on ne verra pas dans ce cours, et donnent lieu la méme
classe de fonctions calculables.

Preuve — On laisse au lecteur le soin de montrer que toute fonction récursive est Turing-calculable,
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par une facile induction sur sa construction au moyen des schémas (R1) a (R4) (définitions 1.2 et 1.35).
D’apres la proposition 2.25, on pourra pour plus de commodité utiliser plusieurs rubans.

On prouve la réciproque, a savoir que toute fonction Turing-calculable f : NP — Nest récursive. Soit
donc M = (£,S,T) une machine de Turing (déterministe) & un seul ruban calculant f. On suppose que
les entiers sont représentés en unaire, et pour simplifier, on se débarrasse tout de suite du symbole
auxiliaire # en supposant qu'un p-upluet d’entiers (ns,...,n,) est entré sous la forme 1™ O-.-O1™»
(au lieu de 1™ # ... #1™r) : on peut toujours le faire, car a p fixé on sait ot sont les bornes de I’entrée
(les p mots de {1}* séparés par p — 1 ). L’alphabet est donc £ ={1}. On suppose aussi que I’ensemble
d’états Sest{1,...,e}. On code I'état initial - par O et les états finaux T, L respectivement par e+1, e+2.
On code une configuration (s,v,w) de M (v,w € {1,0}*) par le quadruplet d’entiers

Y(s,v,w) = (s, (v),x,p(w’)),

ol w = xw’ (avec x = 0 si w = ¢) et {P(v) est I’entier dont le mot v est la représentation binaire, [
étant remplacé par 0. Par exemple, la configuration

7
jejrfgpjojojrr[af...

est codée par le quadruplet (7,5,0,6). Soit g : NP1 — N? la fonction qui & (i,t) = (nq,...,np,t)
associe le code ¥(s,v,w) de la configuration obtenue en t étapes a partir de la configuration initiale
associée a 1. Soient g1, 92,93, 94 : N°*! — N les 4 composantes de g.

On montre que g1, 92,93, g4 sont p.r. Pour t =0, on a g;(f,0) = g2(11,0) = 0. De plus, g3(7,0) =1
siny > 1, 0 sinon. Ensuite, ’entier dont la représentation unaire est 1™ est 2™ — 1, I’entier dont la
représentation unaire est 1™ ~101m2 est 2™ 1 —142™ (2n2 —1) = 2™ +n2 1 2mi—1 et un petit calcul
montre que

p—1
04 (ﬁ, O) — ity +p—2 _ 1— i +edng i1 .
>
Passons a t > 0 et notons T(s,x) = (s/,x’,d) = (T1(s,x), Ta(s,x), T3(s,x)). On veut calculer g(f,t + 1),
donc on part de s = g7 (7, t) et x = g3(fi,t). Dans le cas ot d = T5(s,x) =+1, ona

gr(m,t+1) =T (s,x)

g2(M,t+ 1) =2g2 (1, t) + Ta(s, x)
g3(f,t+ 1) = g4(f,t) mod 2
ga(m,t+1) = ga(f, t) div 2,

et on a des formules semblables dans les deux autres cas d = —1 ou 0. Ce qui montre que g1, g2, 93, g4
sont obtenues par récurrence croisée sur t (proposition 1.22), et sont donc p.r.

Maintenant, pour reconstruire f 3 partir de g, introduisons la fonction partielle h: NP - N quia i
associe I'unique entier t, s'il existe, tel que g(fi,t) est le code d'une configuration acceptante, c’est-a-
dire tel que g;(fi,t) = e+ 1 et g;(f,t’) # e+ 1 pour tout t’ < t. Donc h est définie par minimalisation
a partir d’une relation p.r., et est récursive. Par conséquent, la fonction de N? dans N qui associe
a 1 I'entier g3 (ﬁ, h(ﬁ)) + 294 (ﬁ, h(ﬁ)) est également récursive. Puisque M calcule f, cet entier vaut
2f(1) _ 1, et donc

1(9) = |loga (1+ g3 (7, h() + 200 (i) ) |,
qui est bien récursive puisque la fonction x — [log,(x)] I'est (exercice 1.18). O

2.30 Exercice Donner des formules explicites pour la récurrence croisée dans la preuve du théoréme
2.29.
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2.31 Proposition Soit L C Z* un langage d’alphabet X ={0,...,b—1}. En identifiant un mot d’alphabet
Y avec I'entier qu’il représente en base b, les assertions suivantes sont équivalentes :

1. L est récursivement énumérable,
2. L est le domaine d’une fonction récursive,
3. L est vide ou I'image d’'une fonction récursive totale.

Preuve — (1=2) La fonction partielle qui 2 v € X* associe 1 si v € L et est indéfinie sinon, est
Turing-calculable partielle de domaine L, donc récursive (partielle) d’aprés le théoreme 2.29.

(2=1) Evident.

(1=3) Supposons L non vide et soit donc v € L. Soit M une machine de Turing qui accepte L. On
définit une machine de Turing M’ qui, étant donnés deux mots w et n, se comporte comme M sur
I’entrée w tout en décrémentant n, vu comme un entier, et s’arréte quand n = 0 : la sortie est alors w
si le calcul simulé de M a déja accepté w, v sinon. M’ converge sur toute entrée et calcule le langage
L. Donc, d’apreés le théoréeme 2.29, L est bien 'image d’une fonction récursive totale.

(3=1) Si L est vide, L est clairement accepté par une machine de Turing qui rejette systématique-
ment. Sinon, on suppose que w € L si, et seulement s’il existe v tel que w = f(v), f étant récursive
totale, donc Turing-calculable. Soit M une machine de Turing qui, étant donné un mot w, énumére
les entiers en base b, c’'est-a-dire les mots de L*, dans I’ordre croissant en partant de 0, calcule leur
image par f, et teste si le résultat égale w. Alors M accepte L. O

2.6 Machines universelles

Un caractére essentiel d’'une machine de Turing, et de tout modele de calcul, est que c’est un
objet fini, ce qui offre la possibilité de la représenter par un mot. On peut alors définir des machines,
dites universelles, qui interprétent une entrée comme le code d’une machine de Turing M suivi d’'une
entrée w pour M, et simulent le calcul de M a partir de w. Dans ce paragraphe on se limite a des
machines déterministes a 1 ruban, ce qui est suffisant pour des questions de calculabilité d’aprés
les propositions 2.25 et 2.27, mais le lecteur doit se convaincre qu’on peut adapter la définition aux
machines non-déterministes a plusieurs rubans. En notant M*® le code de la machine de Turing M et
w* le code de I'’entrée w pour M, la propriété que doit satisfaire une machine de Turing universelle U
est :

UM #w®) = M(w)°.

2.32 Exemple L’'alphabet de la machine de Turing universelle U qu’on définit est constitué des entiers
0,1, des parenthéses ouvrante et fermante, et de la virgule, par exemple.

On commence par fixer un codage des machines de Turing. Soit M = (£, S, T) une machine de Turing
déterministe a un ruban. On peut supposerque 1 =1,X ={2,3,...  k},F=k+1,S ={k+2,... ,k+{}, T =
k+L+1, L = k+£+2, et que les déplacements +1,0, —1 sont codés par les entiers k+£+3, k+£+4, k+{+5.
Pour simplifier, tous ces entiers sont représentés en binaire sur exactement 1 + [log, (k + ¢ + 6)] bits,
en ajoutant si nécessaire suffisamment de 0 a gauche pour avoir des codes de méme longueur. Le
code M* de M est constitué de 3 mots : I’entier k en binaire, suivi de I’entier £ en binaire, suivi d’une
énumération des couples ((s,x), (s’,x’,d)) appartenant a la fonction de transition T, séparés les uns
des autres par des virgules.

U a 2 rubans, encore une commodité. Le deuxieme ruban contient la configuration courante (s, u,v)
écrite ainsi, en binaire. U commence par chercher le quatrieme mot de son entrée, w donc (et échoue
si ’entrée n’est pas de la forme voulue), puis écrit la configuration initiale (-, ¢, w) sur le deuxiéme
ruban. Dans le cours de I'exécution, U cherche successivement dans le premier ruban les couples
((s,x),(s’,x’,d)) commencant par I'état s écrit sur le deuxiéme ruban (s, u,v), et teste si la lettre lue
x est la premiére lettre de v : si oui, la regle est appliquée et la nouvelle configuration est écrite sur
le deuxiéme ruban; sinon, U cherche un nouveau couple de T. Quand M s’arréte, U fait de méme.
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1l faut remarquer que n'importe quel ensemble non vide peut étre pris comme alphabet d’une machine
de Turing universelle. En effet, étant donné un ensemble non vide I', n'importe quel ensemble peut
étre codé par des mots de longueur fixe sur I + {{J} (autrement dit des listes de mots sur I'). Par
exemple, si " = {1}, 'alphabet £ a cinq lettres de I’exemple 2.32 peut étre codé de la maniére suivante :
0— 000, 1~ 001, “(— 010, «)7— O11, «— 100.

2.7 Indeécidabilité

2.33 Théoréme (Probléme de I'arrét) Etant donné un codage des machines de Turing dans I'alphabet
%, le langage Halt = {M*#w®, M(w) |} C (X U{#})*, appelé probléme de I'arrét, est RE mais pas R.

Le langage Halt est donc constitué des mots qui codent une machine et une entrée telles que la
machine s’arréte sur cette entrée.

Preuve — Soit U une machine de Turing universelle d’alphabet ~ : U(M*#w®) = M(w)®, donc U
accepte M*#w*® si M(w) converge et diverge sinon. Par conséquent, Halt est RE.

Montrons par I'absurde que Halt n’est pas R. Supposons au contraire qu’il existe une machine
de Turing N qui décide Halt. On utilise une méthode trés classique, dite de “diagonalisation”. On
construit une machine D qui, sur I'’entrée M®, simule le calcul de N sur I'entrée M°*#M?* jusqu’au
moment d’entrer dans une configuration finale, ce qui arrive toujours puisque N décide Halt; a ce
moment, si N rejette, D accepte, et si N accepte, D diverge (par exemple en entrant dans un état
qui bouge indéfiniment vers la droite). Appliquons D a D*. Si D(D*®) T, c’est que N accepte I'entrée
De#De, et donc que D*#D* € Halt, ce qui signifie que D(D*) |. Si D(D*®) |, c’est que N rejette I’entrée
De#De, et donc que D*#D® ¢ Halt, ce qui signifie que D(D*) T. On a une contradiction dans les deux
cas. u

2.34 Corollaire R est strictement incluse dans RE.

2.35 Exemple Les langage I = {M*,M(w) | pour tout w} n’est pas récursif. Pour montrer cela, on
utilise une autre méthode trés classique, dite de réduction, qui sera largement développée dans la
section 4.

On réduit donc Halt au langage L. On procéde par I’absurde en supposant qu’il existe une machine
de Turing qui décide L, et on définit une fonction calculable f: £* — £* telle que

f(u) € L si, et seulement si, u € Halt.

Etant donné u = M*#w®, f(u) est le code M’® de la machine M’ suivante : sur 'entrée v, M’ simule M
sur w si v =w, s’arréte sinon. Si u n’est pas de la forme M*#w*®, f(u) est indéfinie, par exemple. 1l est
clair que la machine M’ obtenue converge sur toutes les entrées si, et seulement si, M(w) converge,
c'est-a-dire M’® € L si, et seulement si, M*#w® € Halt. Ainsi, on a obtenu un algorithme qui décide
Halt, en contradiction avec le théoréme 2.33.

2.36 Exercice Les langages suivants ne sont pas récursifs.

1. {M*#w*, M(w) =v pour un certain v},
2. {M*#w*, le calcul de M sur I'entrée w utilise tous les états de M},
3. (M #we v, M(w) = v}

2.37 Théoréme (Rice) Si X est un ensemble de langages non vide et strictement inclus dans RE, alors

le langage constitué des codes M®, ou M est une machine de Turing qui accepte un langage de X, est
indécidable.
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Autrement dit, toute propriété non triviale des machines de Turing est indécidable.

Preuve — Soit R le langage en question. On peut supposer que @ ¢ X, et on prend L € X (si @ € X,
on prend L ¢ X).

Soit Mya1s (resp. M) une machine de Turing qui accepte Halt (resp. L). On va définir une réduction
du probléme de I'arrét au probléme considéré R, et pour cela, construire une machine N. Sur I'entrée
w, N calcule le code M?, de la machine suivante M,,. Sur I'entrée v, M,, simule My, sur w; si
Myar: (W) T, alors M., (v) T; si en revanche My.,. accepte w, alors M,, continue et simule M sur v.
Autrement dit :

My, (v) = si Mga1e(w) Lo alors Mg (v) sinon T.

Clairement, M,, accepte soit le langage vide & ¢ X si w ¢ Halt, soit le méme langage que Mp, c’est-
a-dire le langage L € X, si w € Halt. On en conclut que M?, € R si, et seulement si, w € Halt. Donc
Halt se réduit a R et R n’est pas décidable. O

2.38 Définition (Inséparabilité récursive) Soient L; et L, deux langages de méme alphabet. On dit que
L, et L, sont récursivement inséparables s’il n’existe pas de langage récursif R tel que L; "R = & et
L, CR.

Le lemme suivant est évident.

2.39 Lemme 1. Soient L;,L,,L],L; CX*telsquel; CL,etl] CLj.SiLy etL] sontrécursivement
inséparables, alors il en est de méme de L, et LJ.
2. Soient L;,L; C Xj et f une fonction Turing-calculable de Xj dans X%. Si f(L;) et f(L;) sont
récursivement inséparables, alors il en est de méme de L; et L.

2.40 Proposition 1. Les deux langages [ = {M*®, M(M?*) |} et L, ={M*, M(M*) |} sont récursive-
ment inséparables.

2. Les deux langages L] = {M*, M(e) o} et L) ={M*, M(e) |} sont récursivement inséparables.

Preuve —

1. Supposons qu’il existe un langage récursif R qui sépare L; et L,. Soit donc My une machine de
Turing qui décide R. En particulier, Mg(M%) |.
— Si Mr(My) lo, c’est que My € Ly, donc My & R puisque Ly NR = & ; comme My décide R, cela

signifie que Mg(M%) |+, une contradiction.

— Si Mr(My) Ln, cC’est que My € L, C R, c’est-a-dire Mgr(M%) |o, une contradiction.

2. Supposons qu'il existe un langage récursif R’ qui sépare L et L. Si M est une machine de Turing
quelconque, soit M’ la machine qui, sur n'importe quelle entrée, écrit M* et simule M sur M®°.
Donc M(M?*®) |, si, et seulement si, M'(¢) |, et M(M®) |, si, et seulement si, M'(¢) | :

MelLieMeljetM® e, &M el

On définit alors la machine N suivante : sur I’entrée M®, N calcule M’®; N accepte si M'® € R/,
rejette sinon; sur une entrée qui n'est pas de la forme M*®, N accepte. Le langage décidé par N
sépare alors L et L, en contradiction avec 1.

O

Pour compléter cette lecture sur la théorie de la calculabilité, avec en particulier un ceil sur d’autres
modeéles de calcul comme les automates, on pourra consulter [3, 6].
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3 Logique et arithmétique

3.1 Calcul des séquents

3.1 Définition (Langage du Ter ordre) Un langage du ler ordre est consititué d’un ensemble dénom-
brable V de variables, d’'un ensemble au plus dénombrable de symboles de fonction et d’un ensemble
au plus dénombrable de symboles de relation. Chaque symbole de fonction ou de relation est muni
d’une arité, qui est un entier.

Soit donc fixé un langage du premier ordre.

3.2 Définition (Termes, formules) Les termes (du 1er ordre) sont construits de la facon suivante : une
variable est un terme; si t1,...,t, sont des termes et f est un symbole de fonction n-aire, alors
f(t1,...,tn) est un terme.

Une formule atomique (du 1er ordre) est soit v (vrai), soit f (faux), soit R(ty,...,t,) pour des termes
t1,...,t, et un symbole de relation n-aire R. Les formules (du 1er ordre) sont construites a partir des
formules atomiques, des connecteurs et des quantificateurs suivants : les formules atomiques sont
des formules; si A et B sont des formules, —A (négation), A AB (et), AV B (ou) et A = B (implique)
sont des formules; si A est une formule et x une variable, VxA (quel que soit) et IxA (il existe) sont
des formules.

On considere donc d’emblée le calcul des prédicats (ou logique du Ter ordre), fondé sur un langage
du ler ordre. Le calcul propositionnel peut étre obtenu en prenant comme ensemble de symboles de
fonction I’ensemble vide et des symboles de relation tous d’arité 0.

3.3 Définition (Calcul des séquents, Gentzen, 1934) Un séquent est la donnée de deux listes de for-
mules ; un séquent est noté '~ A ou I et A sont deux listes de formules. Le symbole  se lit : thése.
Une preuve dans le calcul des séquents LK est un arbre dont les sommets sont étiquetés par des
séquents et construit au moyen des régles décrites dans la table 1.

Intuitivement, un séquent I'— A, ou I' est la liste Aq,..., A, et A est la liste By, ..., B, signifie que
de la conjonction des A; on déduit la disjonction des Bj.

Il existe plusieurs autres systémes de déduction, notamment les systémes de Hilbert (antérieurs)
et la déduction naturelle (due a Gentzen et Prawitz, plus proche du A-calcul). Un avantage du calcul
des séquents est la symétrie des régles (gauche, droite); le fait que toutes les régles logiques du calcul
introduisent un connecteur ou un quantificateur (2 droite ou a gauche) le rend aussi particulierement
adapté a la démonstration du théoréme de complétude (théoréme 3.8).

Observons que les régles d’introduction de A et V, ainsi que les régles d’introduction de 3 a gauche
et de V a droite sont réversibles, c’est-a-dire que la conclusion est prouvable si, et seulement si, ses
prémisses le sont : dans un sens, c’est trivial ; pour montrer I'autre direction, on utilise la regle de
coupure. Par exemple pour la régle V a gauche, on déduit A+ AetTB-AdeTAVBE A:

ACA o _B¥B &
ArAB _BvAB
LAVBEA A AVB_ oupure LTAVBEA BEAVB coupure
NAr-A B A

Désormais, en général, on n’écrira pas les occurrences de la régle d’échange. Notons la propriété
suivante, immédiate, de LK sans coupure.

3.4 Proposition (Propriété de la sous-formule) Dans une preuve sans coupure, toute formule appa-
raissant dans un séquent est sous-formule d’'une formule du séquent conclusion.
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Identité Coupure
- '—CA rceA’
ArA F,F’I—A,A’
Régles logiques
M= A -
v Lvek A N'=v,A
f [E— | AN
[f-A '-f,A
- ' A A A A
[—Ar A '~—-AA
A TA,B-A Te AA I'+B,A
NAABEA '~AAB,A
v TAEA TBr A e A,B,A
TAVBE A T~ AVB,A
= ' A A I’ Br A’ NArB A
T A=BrAA’ '~-A=BA
v LAt/x] - A ' A A %)
LVXA - A ' VXA, A
3 LA A (+ ' Aft/x], A
[IxA - A - 3IxAA
(*) x n'a pas d'occurrence libre dans le contexte I} A
Régles structurelles
11s = A M= A
affaiblissement FAL A FeAA
. TAAE-A '« AJAA
contraction FAL A “TeAA
/ /
échange F,A,B,FII—A FI—A,A,B,A/
LB,AT A '-ABAA

Tab. 1 — Régles du calcul des séquents LK.
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La formule A & B est une abbréviation de (A = B) A (B = A). On prouvera a titre d’exercice la
proposition suivante :

3.5 Proposition Les formules suivantes sont prouvables :

— Involutivité de la négation : —A & A, et loi de Pierce : (A = B) = A) = A. L'implication
——A = A et la loi de Pierce sont des formules importantes non prouvables dans le calcul des
séquents intuitionniste, c'est-a-dire dans lequel on se limite 3 des séquents ayant au plus une
formule a droite.

— Regles de De morgan : -(AAB) & (—AV —B), -(AVB) & (FAA—B), "3xA & Vx—A, “VxA &
Ix—A, v& T, ~f &S v.

— Implication: (A= B) & (BV—-A), (A= —B)& (B= —A).

— Associativité : ( AAB)JACS AA(BAC),(AVB)VC &S AV (BV(C).

— Commutativité : (AAB) & (BAA), (AVB)&S (BVA).

— Constantes : (AAV) & A, (AAT) &1, (AVv)&yv, (AVI) &A= A A=

— Idempotence : (ANA) &S A& (AVA).

— Distributivité : ( AAB)VC & (AVC)A(BVC(C)), (AVBIAC& ((AAC)V (BAC)).

— Commutations de quantificateurs : VxVyA & VyVvxA, IxdyA & JyaxA, IxVyA = VyIxA.
Quantificateurs et connecteurs (si x n'a pas d’occurrence libre dans B et Q est Vou 3): Qx(AAB) &
(QxA)AB, Qx(AVB) & (QxA) V B.

- (A=B)V(B=A).

3.6 Corollaire Toute formule est équivalente a une formule sous forme prénexe normale conjonctive
(resp. disjonctive).

3.2 Modeles et théoreme de complétude

3.7 Définition Un modéle M est la donnée;

— d’un ensemble [M|,

— pour tout symbole de fonction f d’arité k, d’une fonction fp : M| — M|,

— pour tout symbole de relation R d’arité k, d'une relation Ry, C [M|¥.
Une valuation est une fonction de I'’ensemble des variables du ler ordre dans |[M]|. Si v est une va-
luation, 1'interprétation tpm » € [M| d’un terme quelconque t : si t = x est une variable, tpm, = v(x),

etsit=f(t,...,tx), ttmv) = fm((t1)myv, ..., (tk)m,v). La valeur de vérité Ay, d'une formule A
quelconque dans (M, v) est définie comme suit :
- si A =R(ty,...,tx) est atomique, Apq, est vrai si, et seulement si, ((t1)mv,-.-, (tk)Mv) € Rm;

- si A se termine par un connecteur, on définit Ay, de facon évidente;
- si A = VxB, Am, est vrai si, et seulement si, By, est vrai pour toute valuation v’ telle que
v/(y) =v(y) quand y # x;
- si A =3xB, Am , est vrai si, et seulement s’il existe une valuation v’ telle que Bpy  soit vrai et
v'(y) =v(y) quand y # x.
Observons que Ap ,, ne dépend pas des valeurs que prend v pour des variables non libres dans A. En
particulier, si A est close, Apm, = Am est indépendant de la valuation.

Soit A une formule close : on dit qu’'un modele M satisfait A, et on le note M = A, lorsque Ay est
vrai, que A est satisfiable lorsqu’il existe un modeéle qui la satisfait, contradictoire sinon. SiT'+— Aestle
séquent Aq,..., A+ By,...,B,, on dit que M satisfait '+ A lorsque M satisfait A" ; A; = \/L B;.
Si T est un ensemble de formules closes, on dit que T est satisfiable ou contradictoire lorsque la
conjonction des formules de T I'est.

Fixons une énumération (t,,)n>1 de I’ensemble dénombrable des termes du Ter ordre.

3.8 Théoréme (Complétude, Godel, 1930) Un séquent I' - A est prouvable sans coupure dans LK si, et
seulement si, tout modeéle M satisfait la cléture de '~ A.
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Preuve — La partie condition suffisante est appelée la propriété de correction et se prouve par une
induction évidente.

Dans I'autre direction, on se limite aux formules construites sans I'implication (c’est possible en
vertu de la proposition 3.5) et on montre la contraposée : si un séquent I' = A n’est pas prouvable
sans coupure dans LK, alors il existe un modeéle M qui ne satisfait pas la cléture de '~ A. On définit
pour cela une suite (I - Ayn), Wn)pso ou 'y - A,, est un séquent non-prouvable sans coupure dans
LK et w,, est un ordre linéaire sur les formules de Ty, A,. Pour Iy — Ag, on prend '~ A, et wy est la
liste T A. Etant donné Ty - A,,, avec wy = A1, ... ,Ap, on définit I, 1 + A, par induction sur A;.

— Si A est atomique, 41 =Th et App1 =Aq et wni1 = A, ..., Ap Al
Si A; = AVBetestdans Ay, alors I, - A, A, B n’est pas prouvable (sans coupure), car sinon :

n+An,AB v
Mmr+AL,AVB
W contr.
donnerait une preuve (sans coupure) de I, = A,,. On prend I, - A,,A, B comme I, 1 - A1,
AVEC Wn 41 = Ay, ... ,Ap,A,B,A1 .
- Si A; = AV B et est dans I, alors I'un des deux séquents 'y, A — A,, ou Iy, B~ A, n'est pas
prouvable, car sinon :

M,Ar Ay m,Br Ay,

T AVBE An contrv
M+ An ’
donnerait une preuve de Iy - A,,. On prend comme T, .1 - A, 1 celui qui n’est pas prouvable,

avec wny1 =Az,...,Ap, A (ou B),A;.

- Si A7 = VzA[z] et est dans A,,, alors soit x,, une variable sans occurrence libre dans I', - A, ;
' + An, Alxn] n'est pas prouvable et on prend ce séquent comme I, 1 — An41, AVEC Wnyq =
Az,...,Ap,A[Xn],A1.

- Si A =VzA[z] et est dans I, alors, t1,...,t, étant les n premiers termes du langage, le séquent
I, Altil,...,Altn] = A, n’est pas prouvable et on le prend comme I, ;1 - A1, aVeC wn 1 =
A, ... ,Ap,A[t1], oA A

- SiA; =AAB,A = B,—A ou JzA[z], on procéde de facon similaire.
Remarquons que pour construire le séquent suivant dans la liste, on utilise quand c’est possible une
régle réversible. Les seuls cas ot on ne peut le faire sont le cas de 3 a droite et V a gauche, et c’est
la raison de la complexité de la preuve. Dans le calcul propositionnel, on peut se restreindre a ne
construire que des listes finies de séquents; ici il faut, pour chaque occurrence de V a gauche et de 3
a droite, “essayer” tous les termes possibles.

La construction a venir du modéle repose sur les propriétés suivantes :

1. Pourtoutn >0, CThyi et Ay C AL

2. La suite est infinie.

3. Toute occurrence de sous-formule de I' — A apparait une infinité de fois en 1ére position dans la
liste.

4. Pour tout n > 0, une occurrence de formule apparait dans au plus une des deux listes I, ou A,
(car I, = A, n'est pas prouvable).

On définit un modéle M. |[M| est I’ensemble des termes du Ter ordre. Pour éviter les confusions,
lorsqu’on fait usage d’un terme t en tant qu’élément de M, on le souligne : t. On interpréte un
symbole de fonction f d’arité k par

fm(ur,..owd) = flug, .o we).

L’'interprétation Ry, d'un symbole de relation R d’arité k est un sous-ensemble de M[* : on pose
Rm(ug,...,w) si, et seulement si, la formule atomique R(uy,...,w) apparait dans Iy, pour un certain
n. Donc si R(uq,...,ux) apparait dans un A, Rm(u1,...,ux) est faux puisque les séquents I, - A,
ne sont pas prouvables sans coupure (remarque 4). o
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Fixons une valuation v : V — |[M| en posant v(x) = x pour toute variable x. On a donc tpm, =t
pour tout terme t. Montrons que pour toute formule A dans J,, I, Am,v €st vrai et que pour toute
formule A dans |J,, An, Am,» est faux. On procede par induction sur A.
- Si A est atomique, A est de la forme R(uy,...,ux), et par définition, Apm,v = Rm(ug, ..., w) est
vrai si, et seulement si, A € [J,, Tn. Si A € |J,, An, alors A ¢ |J,, I'n et donc A, est faux.

~-SiA=BVCetA e (J, N, alors par construction B ou C est dans J,, I'n, donc By, ou Cpm,y
est vrai (hyp. d’induction) et Ay, est vrai. Si au contraire A € |J, An, alors B et C sont dans
U,, An, donc By, et Cym,y sont faux et A, est faux.

— Si A =VzB[z] et A € |, T, alors pour tout terme t, B[t] € |J,, I'» : en effet, la remarque 3 assure
que A apparait alors une infinité de fois en 1ére position dans la liste, et forcément toujours dans
un I, (remarque 4); donc | J,, ', contient, pour tout j > 0, une occurrence de B[t;], et donc une
occurrence de B[t]. Par conséquent, pour tout t, Blt]p , est vrai (hyp. d’induction) et Apm , est
vrai. Si au contraire A € J,, A, alors A est en Tére position dans A, pour un ecrtain p, et soit x,,
une variable qui n’est pas libre dans T}, — A, : ainsi, Blx,] € A,41, donc faux (hyp. d’induction)
et Am v est faux.

— Les autres cas sont similaires.

Alors le séquent '~ A, qui n’est autre que Iy - Ap, n’est pas valide dans (M, v) et la cloture de "'+ A
n'est pas valide dans M. O

Une version plus forte du théoréme de complétude, pour un séquent infini ' — A (ou, ce qui revient
au méme, pour des preuves en LK avec des séquents hypothéses), se prouve de la méme maniére,
mais cette fois :

1. Dans le cas des régles V a droite et 3 a gauche, il se peut que toutes les variables soient
libres dans le contexte, ce qui empécherait de décomposer la formule, comme dans IxA
{A[t],t un terme quelconque} : on étend donc le langage avec une infinité dénombrable de nou-
velles variables : soit V' un ensemble (ses éléments sont appelés témoins de Henkin) disjoint
de '’ensemble des termes du Ter ordre, on étend le modele en ajoutant évidemment les x pour
x € V' et on étend la valuation en posant, pour un tel x, v(x) = x; partant d’un séquent ' - A
dans le langage initial (sans V'), un nombre fini de témoins de Henkin apparait donc dans un
séquent quelconque de la liste.

2. De plus, on ne peut plus parcourir cycliquement le séquent : a la place, on considére une
énumération (A, )n>1 de toutes les formules du ler ordre et on initialise un compteur a n = 1.
Au niveau n, on prend successivement comme occurrences de formules actives les formules du
séquent qui sont parmi A1,...,A,, dans cet ordre; puis on incrémente n. A chaque niveau, on
allonge donc la suite d’au plus n séquents. De plus, toute formule apparaissant dans un séquent
de la suite est active au moins une fois, et dés qu’elle est active a un niveau elle I’est a tous les
niveaux suivants, soit une infinité de fois. Donc les propriétés utiles dans la preuve ci-dessus
sont préserveées.

3.8 Corollaires du théoreme de complétude

Comme conséquences du théoréme de complétude, on obtient les théorémes suivants :

3.9 Théoréme (Hauptsatz, Gentzen) Si le séquent ' - A est prouvable dans LK alors il est prouvable
sans coupure dans LK.

Preuve — Si T + A est prouvable, alors il est universellement valide (correction), donc prouvable
sans coupure dans LK (contraposée de la complétude). O

Le Hauptsatz est une version faible du théoréme d’élimination des coupures : il affirme juste I'exis-
tence, pour toute preuve, d’une preuve sans coupure de méme conclusion, mais ne fournit pas d’'algo-
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rithme explicite d’élimination des coupures. Expliciter cette transformation de preuves et en com-
prendre les mécanismes (en lien avec I'informatique) est le principal objectif de la théorie de la
démonstration.

3.10 Définition (Théorie) Une théorie est un ensemble de formules. On dit qu'une théorie T est cohé-
rente lorsque T ¢/ f, et contradictoire dans le cas contraire.

3.11 Théoréme (Lowenheim-Skolem, version descendante faible) Soit T une théorie. T admet un mo-
dele si, et seulement si, T admet un modeéle dénombrable.

Preuve — Si T admet un modele, alors le séquent T + n’est pas prouvable (correction) et donc T
admet le modéle dénombrable donné par la preuve du théoréme de complétude. O

3.12 Théoréme (Compacité) Soit T une théorie. T est contradictoire si, et seulement s’il existe un sous-
ensemble fini de T qui est contradictoire. De maniéere équivalente, T est satisfiable si, et seulement
si, tout sous-ensemble fini de T est satisfiable.

Preuve — Si T n’est pas satisfiable (est contradictoire), alors le séquent T+ est prouvable (complé-
tude), donc il existe un sous-ensemble fini T’ de T tel que T’ + est prouvable, puisqu’une preuve est
constituée d’un nombre fini de régles. Dés lors, par le théoréme de correction, T’ est contradictoire.

a

3.13 Théoréme (Lowenheim-Skolem, version ascendante) Soit T une théorie. Si Tadmet un modéle in-
fini, alors T admet un modéle de cardinalité quelconque (en particulier un modéle non-dénombrable).

Preuve — Soient k un cardinal quelconque, X = {c, x € k} un ensemble de constantes de cardinalité «
et T’ =TU{cx # cy,x,Yy € k,x # y}. Il suffit de démontrer que T’ admet un modele, ce qui est évident
d’apreés le théoréme de compacité puisque tout sous-ensemble fini de T’ admet un modéle. O

Du Hauptsatz, on déduit :

3.14 Théoréme (Séquent médian) Soit un séquent I — A formé de formules prénexes. Si I' - A est
prouvable dans LK alors il en existe une preuve de la forme :

régles logiques prop.
+ régles structurelles

e A’

régles surV, 3
+ contractions

' A
' A’ est appelé le séquent médian.

Preuve — On peut supposer que les axiomes et les affaiblissements portent sur des formules ato-
miques. Par le Hauptsatz, il existe une preuve sans coupure 7w de I' = A. On construit la preuve 7’
recherchée par induction sur 7.

— Si 7t est un axiome, v’ = 7.
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— Si 7t se termine par une régle sur un quantificateur, on applique trivialement I'hyp. d’induction.

— T est
™ T2

NMEAAN 2,B-A;

F1,F2,A = Bk A],Az
A et B sont sans quantificateur puisque A = B est prénexe. Donc, par hyp. d’induction, on a des

preuves m; de Ty - A Ay, et iy de I, B A :

M- AA; IJ,Br A}

o1 22
M A A rz,Bl—Az

avec des séquents médians '] +— A A et I'J,B + A). De plus, quitte a les renommer, on peut
supposer distinctes les variables libres de ces deux séquents. Alors 7t/ est :

M= A A Iy,Br A}
I,Ty,A=Br A A}

1
F1,F2’,A:>BFA1,A§

22

M,H,A=Br A, A;
— Le cas des autres régles est similaire.

0
3.15 Théoréme (Herbrand, 1928) Soit A = Ix;--- Ix,Blx1,...,x,], ol B est sans quantificateur. Si A
est prouvable, alors il existe un entier k et des suites de termes (uj)ick,j<n telles que Bu,...,ullV
-V B[uk,...,uk] soit prouvable.
Preuve — C’est un corollaire immédiat du théoréme du séquent médian. O

Le lecteur pourra trouver une plus longue introduction a la logique dans [1, 2] par exemple.

3.4 Arithmétique de Peano

3.16 Définition (Théorie de I'égalité) Soit un langage du ler ordre contenant le symbole de relation
binaire = (égalité). La théorie de I’égalité est constituée des formules suivantes :

t=t pour tout terme t
(t=uA¢@(t)) = @(u) pour tous termes t,u et toute formule ¢.

3.17 Exercice Montrer que la relation d’'égalité est symétrique et transitive, et que les formules sui-

vantes sont conséquences de la théorie de I'égalité : (t; = uy A - Ath = un) = f(ty,...,ta) =
f(uq,...,un) pour tout entier n et tout symbole de fonction n-aire f, et (t; = ui A -+ Aty =
un AR(ty,...,ta)) = R(u1,...,un) pour tout entier n et tout symbole de relation n-aire R.

3.18 Définition (Langage de I'arithmétique) Le langage de I’arithmétique est consititué d’un ensemble
dénombrable V de variables du ler ordre, des symboles de fonction 0 (zéro, 0-aire, constante), s
(successeur, unaire), +, x (addition et multiplication, binaires), et du symbole de relation =.
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On notera simplement n le terme s™(0) = s(- - - s(0)) avec n occurrences du symbole s.

3.19 Définition (Arithmétique élémentaire, arithmétique de Peano) La théorie consituée de la théorie
de I’égalité et des axiomes suivants (tous supposés universellement quantifiés) :

x+s(y) =s(x+y)
xx0=0
x X s(y) =x+ (x xy)

est appelée I'arithmétique élémentaire et est notée AE. L'arithmétique de Peano AP est consituée
des axiomes de I'arithmétique élémentaire et du schéma de récurrence :

(cp(o,ﬁ) Avx (o, F) = @(S(X),ﬁ))> 5 Vx(x, B)

pour toute formule ¢ = @(x,P), ot p est une liste de variables.

En interprétant le langage de I'arithmétique de facon évidente, on constate que les axiomes de AP
sont bien vrais dans N (c’est pour ¢a qu’on les a choisis), autrement dit :

3.20 Proposition N est un modéle de AP.

On dit que N est le modéle standard de I'arithmétique. D’apreés le théoréme de Lowenheim-Skolem
3.13, AP admet aussi des modéles non-dénombrables : I’étude de tels modéles est I'objet de I’arith-
métique non-standard. On note qu’a cause de 'axiome (A;) qui exprime I'injectivité du successeur,
tout modele de AP est infini.

3.21 Proposition La formule suivante est conséquence de AP : x+z=y+z=x=1y.

Preuve — On procéde par récurrence sur z. C’est prouvable pour z = 0 par (A4). On suppose Vxyz(x+
z=1Y+z = x =y) et on veut prouver Vxyz(x + s(z) =y + s(z) = x = y), ce qui découle de (As) et
(Az2). 0

3.22 Exercice Montrer que les formules suivantes sont conséquences de AP : 0 +x = x, s(x) +y =
s(x+y), x+y = y+x (commutativité de I'addition), x+ (y+z) = (x+y) +z (associativité de I'’addition).

3.23 Définition (Ordre) x <y est (une abréviation de) la formule 3z(y = x4 z), et x < y est la formule
x <YAx#y, ol x #y est la formule ~(x = y).

3.24 Proposition Les formules suivantes, qui expriment que < est bien une relation d’ordre, sont
conséquences de AP : x < x (réflexivité), x <y Ay < x = x =y (anti-symétrie), x <yAy<z=x<z
(transitivité).

Preuve — Réflexivité : on a bien x +0 = x. Transitivité : y=x+aetz=y+bdonnentz=x+a+b.
Anti-symétrie : y = x+aetx =y+ b donnent x+a+b =x, dot a+b = 0 d’aprés (A4) et la
proposition 3.21, donc a = b = 0 par (A3), (As) et (A7), par conséquent x = y. O

3.25 Exercice 1. Montrer que les formules suivantes sont conséquences de AP : x < 0 = x = 0,
x <s(y) =>x=s(y) Vx <y, x <yVy < x (ordre total).
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2. Soit @(x) une formule quelconque. Montrer que la formule suivante est conséquence de AP :

Ixe(x) = 3x<<p(><) AVY(y <x= w(y)))-

Autrement dit, toute propriété non vide est vraie pour un plus petit élément.

Dans la suite, si T est une théorie dans le langage de I’arithmétique, on suppose systématiquement
que T contient la théorie de 1'égalité.

3.5  Définissabilité et représentabilité

3.26 Définition (A3, A9, £9,T19) L'ensemble des formules A§ est le plus petit ensemble X de formules
tel que :

— X contient les formules atomiques (du langage de I'arithmétique),

— X est clos par utilisation des connecteurs,

— X est clos par quantification bornée : si ¢ € X, t est un terme et x une variable qui n’apparait

pasdanst, (Ix <t)p = Ix(x <t A P) et (Vx < t)dp =Vx(x <t = ¢) sont dans X.
Une formule est dite Z9 (resp. T19) si elle est de la forme 3x; - - - Ixn  (resp. Vxi - - - Vxn ) avec ¢ € AS.
Par abus, on dit qu'une formule est A3 (29, T19) si elle est équivalente a une formule qui Iest.

Une relation R C N™ est dite A3 (£9, T19) s'il existe une formule ¢ € A§ (£9, T19) qui la définit,
c’'est-a-dire telle que R(xq,...,xn) si, et seulement si, N = ¢(x1,...,xn). Une relation R C N™ est dite
AY si elle est a la fois £9 et TT19. Une fonction f: N — N est définie par une formule ¢ lorsque y = f(X)
si, et seulement si, N = ¢(X,y).

3.27 Lemme - La négation échange %9 et TTY.
- AJCA)=529nTH.
— 29 et TTY sont closes par conjonction, disjonction et quantification bornée.
- 2‘1; (resp. TI9) est close par quantification existentielle (resp. universelle).
~ AJCR.

Preuve — Pour la quantification bornée, on note que (Vx < t)3y; - - - Jyn ¢ si, et seulement si, Iv(Vx <
t)(Jy1 < V). - (Jyn < V)P : dans le sens de gauche a droite, on prend pour v le maximum des y; pour
i=1,...,net x <v. Pour montrer la derniére inclusion, on peut par exemple définir une machine de
Turing appropriée. Les autres assertions sont immeédiates. 0

3.28 Théoréme (Définissabilit€) 1. Toute fonction récursive est définissable par une formule £9.
2. RE=139.
Preuve —

1. Induction sur la construction de la fonction récursive au moyen des schémas (R'1), (R2) et (R4)
(proposition 1.47). La projection 7ii* : N* — N est définie par y = x;, la constante cj} : N* — N
par y = sP(0), 'addition par y = x; + x2, la multiplication par y = x; x x; et la comparaison par
(x1 <x2Ay =1V (=(x1 <x2)Ay=0).Sih="fo{gy,...,gn) : N* - Navecf:N* — Net
gi : Nk - N, i=1,...,n, récursives, alors par hypothése d’induction il existe des formules £¢
$(X,y) définissant f et ;(t, x;) définissant g;, i=1,...,n, donc h est définie par :

It - Fxn (W1(Ex1) A Abn(fx) A DR, ),

qui est bien £9. Si f(X) = (ut).(g(X,t) = 0) avec g : N™*1 — N récursive, par hypothése d’induction
il existe une formule ¢(X,t,y) définissant g qui est £9, donc f est définie par :

(X, y,0) A (Vt <y)Iz¢(X, t,5(2)),
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qui est bien I9 par le lemme 3.27 (on n’a pas écrit —¢(X, t,0) car a priori cette formule n’est pas
9.

2. Soit R € N™, qu’on suppose non vide (sinon le résultat est trivial). Si R € RE, d’aprés la pro-
position 2.31, il existe une fonction résursive f : N* — N telle que R(X) si, et seulement si,
f(X) est définie, ¢’est-a-dire Jy(f(X) = y). D’aprés le 1, il existe donc une formule ¢ qui est £¢
telle que R(x) si, et seulement si, N = Jyd(X,y), donc R € £9. Réciproquement, si R € 29, R(X)
est équivalente 3 3ty - It (X, t1, ..., tx) pour une certaine formule ¢ € AJ. D’apres le lemme
3.27, ¢ € R, donc il existe une machine M qui décide ¢. Alors la machine qui essaie les valeurs

successives de tq,...,tx et lance M sur I'entrée X, t1,..., ty, accepte R, donc R € RE.
0

3.29 Corollaire coRE =T1¢, R = A9.

Preuve — Conséquences immédiates du théoréme 3.28 combiné avec la proposition 2.12 et le lemme
3.27. a

3.30 Définition Soient R € N™ et T une théorie dans le langage de I'arithmétique. On dit que R est

représentable dans T s'il existe une formule ¢(x1,...,x,) telle que pour tout (a;,...,a) € N™ :
R(aj,...,an) = T+ d(ar,...,an)
—R(a,...,an) = T+—-¢(as,...,an).

On dit alors plus précisément que R est représentable par ¢.

3.31 Lemme Soit T D AE une théorie cohérente. Alors, pour tous entiers m,n,p :
- m#nsi, et seulement si, T+ m #n.
- m-+n=rpsi, et seulement si, T m+n =p.
— mn = p si, et seulement si, T—m x n =p.
- m < nsi, et seulement si, T-m < n.

Preuve — On montre par récurrence sur n que pour toutk >0, T+ n+k # n.Sin =0, on a
Tr s(k—1) # 0donc T+ k # 0. Sinon, on suppose que T + n + k # n pour tout k > 0 : donc
TrHsn+k)#smn),dot T (n+1)+k#mn+1. Réciproquement, siTHm #netm =mn, on a
T+ m =mn, ce qui est impossible car T est cohérente.

Les deuxiéme et troisieéme équivalences sont prouvées par récurrence sur n. La quatriéme se déduit
immédiatement. O

3.32 Lemme Soit t un terme clos du ler ordre dans le langage de I'arithmétique et ty € N son in-
terprétation dans N. On a AE + t = ty. Si T D AE une théorie cohérente, alors pour tout entier k,
T+ t =k implique ty = k.

Preuve — La premiére assertion se montre par récurrence sur t. Sit=0,onaty=0et AE+0=0.
Si par exemple t = s(t’), alors ty = t{+1; par hypothése d'induction, AE + t’ = t{, donc AE + s(t’) =
t{+ 1. Idem pour I'addition et la multiplication.

Pour la deuxiéme assertion, supposons T+ t = k mais ty # k. D’aprés ce qui précéde, T+ t = ty,
donc T+ ty = k. Mais ty # k, donc d’aprés le lemme 3.31, T+ ty # k, absurde car T est cohérente. O

3.33 Lemme Pour tout entier n, AE-Vx(x <n & (x=0V---Vx=n—1)). Si T D AE est une théorie
cohérente et ¢(x, ) est une formule, alors pour tout entier n :

T (W <n)o(x,¥) & ¢(0,y) A--- Adn—1,y)
T (Ix <n)o(x,¥) & ¢(0,5) V---Von—114).
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Preuve — La premiére assertion se prouve par récurrence sur n. Pour n = 0, c’est immédiat. On
AAEEFEFx<n4+1l=>x<nVx=nDoncsiAE+-VYx(x <n& (x=0V---Vx =n-—1)), on
abien AE - Vx(x <n+1= (x =0V ---Vx = n)). Réciproquement, il sufit de remarquer que
AEr-x =k = x <npourk =0,...,n—1 par le lemme 3.31. La deuxiéme assertion s’en déduit
facilement. a

3.34 Théoréme Soit T O AE une théorie cohérente. Alors :
— Pour toute formule close ¢ € A, N = ¢ si, et seulement si, T ¢.
— Pour toute formule close ¢ € £9, si N = ¢, alors T ¢.
— Pour toute formule close ¢ € T1?, si T+ ¢, alors N = ¢.

Preuve —

— On montre par induction sur les formules AJ que si ¢ € A}, N = ¢ implique T+ ¢, et N = —¢
implique T+ —¢. Si ¢ est atomique, ¢ est t = u pour des termes clos t et u : d’aprés le lemme
332, T—t=1tyet T u=uy, donc ty = uy si, et seulement si, T+ t = u d’apres le lemme
3.31. L'utilisation de connecteurs ne pose aucun probléme. Regardons le cas de la quantification
bornée, par exemple universelle (I'existentielle étant similaire) : si ¢ est (vVx < t)0 avec 8 € A9,
comme ¢ est close et x n'apparait pas dans t, t est clos, donc :

NE ¢ impliqgue NEO[0/x],...,NE 0ty — 1/x]
implique Tw0[0/x],..., T+ 0ty —1/x] par hypothése de récurrence
implique T 0[0/x]A--- A8ty — 1/x]
implique T (x=0V.---Vx=ty—1)=06
implique T (Vx <1t)0 par le lemme 3.33.

~ Soit ¢ = Ix; --- Ixn6(X) avec 8 € AS. Si N |= ¢, il existe k € N™ tel que N = 0(k), d'oti T+ Ix0(X).

~Sipem?, —¢p e . SiTr ¢, TH —¢ puisque T est cohérente, donc N £ —¢ d’aprés le point
précédent, c’'est-a-dire N = ¢.

0

3.35 Théoréme (Représentabilité, Rosser) Toute relation récursive est représentable dans AE, donc
dans toute théorie contenant AE.

Preuve — Soit T une théorie contenant AE. Si T est incohérente, I’assertion est triviale. On suppose
donc T est cohérente. Soit R C N™ une relation récursive, donc définie par une relation ¢ € A9 d’apreés

le corollaire 3.29, et soit @ = (ay,...,an) € N*. Comme ¢ € X%, on a R(a@) implique N = ¢(a) implique
T+ ¢(a) d’aprés le théoreme 3.34. D’autre part, si “R(d), on a N | ¢(d), autrement dit N = —~¢(d),
d’ol T+ —¢(@) puisque —¢ € £9. a

3.6 Théoremes d'indécidabilité et d'incomplétude

On arithmétise la logique, c’est-a-dire qu’'on code les expressions logiques (termes, formules) sous
forme d’entiers et leurs propriétés sous forme d’ensembles d’entiers. Pour cela, on utilise le deuxieme
bon codage p.r. des suites considéré en section 1.3 dans I'’exemple 1.26. Le code canonique de la suite
(no,...,nk_1) est alors :

T4+ny_ .
t(Mo, ..., Nx_q) =21 me3MHmi g THT ik > T,
fe =1 sik=0,
ol po,p1,... est une énumération croissante des nombres premiers. (En fait le premier entier qui code

la suite vide ¢ est 0 et non 1, mais il est plus commode de choisir f¢ = 1 comme code canonique.) On a
remarqué dans le lemme 1.30 que la composition des suites induit une fonction p.r. de N x N dans N,
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ce qu'on peut reformuler et préciser ainsi : 1a fonction de N x N dans N, notée abusivement * comme
la composition et définie par fu * v = f(u *v) et a * b = par exemple 0 si a ou b n’est pas un code
canonique, est p.r. On a évidemment :

3.36 Lemme Siv =w; xuxw; (c’'est-a-dire u est une sous-suite de v), alors fu < fv.

A chaque symbole x du langage de I'arithmétique (I'ensemble dénombrable de variables étant V =
{vo,v1,v2,...}) et chaque accessoire de ponctuation, on associe un entier "x7:

X =~ NV [ ) ,
7 9 11 13 15 17 19 2

x |vi 0s +
x7[2t 1 35
Ons’est limité aux connecteurs — et A et au quantificateur V car on sait que tout formule est équivalente
a une formule écrite avec ces symboles.

3.37 Définition Une expression logique est un mot sur I'alphabet ci-dessus. Le code d'une expression
logique uw = (x1,...,x_1) est 'entier u®* =¢("x;7,...,"x_17).

3.38 Lemme Les ensembles suivants sont p.r. :

Var ={2i,1 € N} Symb={1,3,...,21}U Var
TerA={"0"}U Var ForA ={¢°*, @ une formule atomique}
Ter = {t*,t un terme} For = {¢*, ¢ une formule}

Le prédicat et I’ensemble suivants sont p.r. :

Lib(x,y) & For(x), Var(y) et la variable codée par y a une occurrence libre
dans la formule codée par x
ForCl ={¢°*, ¢ une formule close}.

sont p.r. La fonction suivante N> — N est p.r. :

Sub(x,u,t) = (v(ydiv2) ((Viwdiva) = T) A ox))°,
ol T est le terme codé par t si Ter(t) et 0 sinon, et ¢, est la formule codée par x si For(x) et v sinon.

Preuve — Les cas de Var, Symb et TerA sont triviaux. Pour Ter, d’apreés le lemme 3.36, on a Ter(x)
si, et seulement si, TerA(x) ou il existe y1,y2 < x tels que Ter(yq), Ter(yz) et

x = 8%(*xy7%)® ou x = (*xy71 * +°* xyzx)® ou x = (*xy7 * x°* *xyz%)°®,

donc Terest p.r. Pour ForA, on a ForA(x) si, et seulement s'il existe y;,y2 < x tels que Ter(y1), Ter(y2)
et
x = (*xy1x =* xyzx)® ou x = (*xyrx < xy2x)*.

Le cas de For se traite comme celui de Ter. Pour Lib, on vérifie aisément que la troisi€éme condition
est bien p.r. Enfin ForCl(x) si, et seulement si, For(x) et pour tout y < x, non Lib(x,y). O

3.39 Définition (Théorie compléte, récursivement axiomatisée, décidable) Soit T une théorie dans le
langage de I'arithmétique. On dit que T est :

— compléte lorsque pour toute formule close ¢, T+ ¢ ou T+ —¢,

— récursivement axiomatisée lorsque {¢*, ¢ € T} est récursif,

— décidable lorsque Thmt = {$*, T+ ¢} est récursif.
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3.40 Exercice Expliquer pourquoi la décidabilité d’'une théorie est une propriété intrinseéque, c’est-
a-dire ne dépend pas du codage choisi.

3.41 Lemme Thmy est récursif si, et seulement si, ThmCl = {x, ForCl(x) et T + @} est récursif.

Preuve — ThmCly = Thmy N ForCl, donc si Thmy est récursif, ThmCly I'est aussi. Réciproquement,
il suffit de remarquer que I'application qui a n associe le code de la cloture universelle de ¢,, est
évidemment récursive. O

3.42 Théoréme (Indécidabilité, Church) Toute théorie cohérente contenant AE est indécidable.

Preuve — Soit T une telle théorie. Par le théoréme de représentabilité 3.35, pour chaque R C N
récursif, il existe s telle que pourtout a € N, R(a) implique T+~ {Pg(a), et ~R(a) implique T + —r(a).
Comme T est cohérente, ceci donne : R(a) si, et seulement si, T+ VPr(a).

Posons Ugy(n,a) si, et seulement si, T ~ ¢n[a/vo]l. On a R(a) si, et seulement si, Ur (g, a).
Procédons par I'absurde et supposons Thmy récursif. Alors Uyt est récursif puisque Ut (n,a) si, et
seulement si, Thmt(Sub(n, vy, a®)). Soit Dt (n) si, et seulement si, ~Uy(n,n). Alors Dt est récursif,
donc en prenant k =y}, , on a Dt(n) si, et seulement si, Uy (k,n). Mais alors Dt(k) si, et seulement
si, Ut (k, k), en contradiction avec la définition de D+. O

3.43 Corollaire AP est une théorie indécidable. L’'ensemble des (codes des) formules vraies dans N
n'est pas récursivement énumérable.

Preuve — Dans le deuxiéme cas, il suffit d’appliquer le théoréme 3.42 3 la théorie compléte constituée
des formules vraies dans N. O

3.44 Corollaire Le calcul des prédicats pur dans le langage de I'arithmétique est indécidable.

Preuve — Soit A = A; A--- A A7 la conjonction des axiomes de AE. Pour toute formule ¢, on a
évidemment AE + ¢ si, et seulement si, - A = ¢, donc Thmag(n) si, et seulement si, Thmg((A =
©n)*). La fonction n — (A = ¢, )® étant clairement p.r., si Thmg est récursif, Thmag 1'est aussi. 0O

Quelques théories pas inintéressantes sont toutefois décidables, comme I’arithmétique de Presburger
ou la théorie des corps réels fermés. On peut consulter [2]. On montre facilement le lemme suivant,
par exemple en définissant une machine de Turing.

3.45 Lemme Si T est une théorie récursivement axiomatisée, alors la relation Prvy(p,n) si, et seule-
ment si, p est le code d’'une preuve de ¢, dans T, est récursive.

3.46 Lemme Toute théorie récursivement axiomatisée et compléte est décidable.

Preuve — Soit T une théorie récursivement axiomatisée et compléte. Alors Thmy(n) est équivalente
a Jp(Prvy(p,n)), qui est £9 car Prvr(p,n) est récursif donc A? (lemme 3.41). De plus, comme T est
compléte, ~Thmy(n) est équivalente 3 Thmy(—**n), donc a Ip(Prvr(p,—**n)). Par conséquent, Thmy
est récursif et T est décidable. O

3.47 Théoréme (Incomplétude, Godel) 1. Toute théorie cohérente et récursivement axiomatisée con-
tenant AE est incompléte.
2. Soient T une théorie récursivement axiomatisée contenant AP, 7t (x,y) une formule £9 définissant
dans N la relation Prvy C N x N et coht la formule Vx(—7ty(x,f®)). Si T est cohérente, alors
T/ cohr.

Preuve —
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1. Ce premier théoréme est conséquence immédiate du lemme 3.46 et du théoreme d’indécidabilité
3.42.

2. Soit T contenant AP. Soit Ut(n, a) la propriété du théoréme d’indécidabilité 3.42 : Ut est une
relation RE, donc £ d’aprés le théoréme de définissabilité 3.28. La relation Dy(n) & —Ur(n,n)
est T19. Soient donc 61 une formule 19 définissant D, et &1 la formule 81(0%). Si maintenant T
est cohérente et T+ &1, on a N |= &7 d’apreés le théoréme 3.34 (formule T19), donc D+(08%), soit
—U7r(08%), c'est-a-dire T ¥ 07(0%), contradiction. Par conséquent, T & o1, c’est-a-dire D1 (6%),
autrement dit N = 5.

On a montré que si T est cohérente, alors N = 61 et T+ 67.
Pour achever la démonstration de ce deuxiéme théoreme, on se convainc que la preuve ci-dessus
est formalisable dans AP : a partir de la définition 3.30, tout est purement syntaxique; on a
besoin de la récurrence a cause de l'utilisation du théoréme 3.34. On a donc AP ~ coht = 5,
et donc T+ coht = 61 puisque T D AP. On a montré aussi que si T est cohérente, T 6. Donc
T4 cohr.

g

Remarquons que d’aprés le deuxiéme théoréme d’incomplétude ci-dessus, si T est cohérente, T ¥/
coht, donc d’aprés le théoréme de complétude, il existe un modele M dénombrable de T tel que
M b~ coht. Et pourtant T est cohérente si, et seulement si, N = cohr.

4 Eléments de complexité algorithmique

4.1 Temps et espace

4.1 Définition (Classe de complexité, complémentaire) Une classe de complexité est un ensemble de
langages (d'alphabet quelconque). Si X est une classe de complexité, I’ensemble des langages * \ L
pour L € X et L C L* est noté coX.

Le lemme suivant est évident.

4.2 Lemme Si X est une classe de complexité, alors cocoX = X. Si X et Y sont deux classes de complexité,
alors X C Y si, et seulement si, coX C coY.

4.3 Définition (Temps) Soit une fonction f : N — R™. L’ensemble des langages décidables par une
machine de Turing déterministe (resp. non-déterministe) opérant en temps f (définition 2.7) est noté
Time(f) (resp. NTime(f)).

Il est a noter que dans la définition ci-dessus, on ne limite ni le nombre de rubans des machines, ni
leur alphabet.

4.4 Théoreme Si L € Time(f(n)), alors pour tout € >0, ona L € Time(ef(n) +n + 2).

Preuve — Soit M = (X, S, T) une machine déterministe a k rubans qui décide L en temps f. On définit
une machine déterministe M’ = (X/,S’, T’) a4 k/ rubans qui décide L en temps ef(n) +n+ 2, ot :

W 2 sik=1
k sik>1.

Soit m=1+[6/e]. Onprend L' =X 4+ Xm et

S/ = ST e I (S [T M) (S (1 m s (2T (S {1, miE x (22,
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M’ commence par recopier I'entrée sur le deuxieéme ruban sous forme condensée, par paquets de m
lettres : le mot w = wy---wy, € Z*, aveC Wy = Xq,1 - Xim € L™ pouri < petwp, = Xp 1 Xpm’
pour un certain m’ < m, est écrit x;---x;, € L, ot x{ = (xi,1,...,Xi,m) € Z™ C L' pouri < p et
Xp = (Xp,1y. 0 Xpme 0,...,0) € (Z+{0O})™ C Z'. Cette opération est effectuée au moyen des états
dans ' 4+ ...+ Z™ 1 C S’ et prend n + 2 étapes.

Puis M’ simule une étape de M en au plus 6 étapes. Au début de la simulation d’'une étape, I'état
est (q,j1,...,jx) € S x{1,...,m}*, ol j; est la position du i-éme curseur dans le m-uplet lu sur le
i-@me ruban. En utilisant les états dans (S x {1,...,m}* x (ZH)™) 4+ (S x {1,..., m}¥ x (ZH)2mk) M’
enregistre les symboles de £’ écrits dans les cases adjacentes a celles pointées par les curseurs, soit
2k cases contenant chacune un m-uplet, ce qui requiére 4 étapes a M’. Cette information est alors
suffisante pour déterminer les m étapes suivantes de M : M’ passe donc directement a la simulée de
la configuration de M apres m étapes, ce qui requiére au plus 2 étapes a M’ car en m étapes, M ne
peut altérer dans chaque ruban que la case de M’ pointée et au plus une case adjacente.

En tout, M’ décide L en au plus 6 + 6[f(n)/m] + n+ 2 < ef(n) +n + 2 étapes. O

4.5 Définition (Machine avec entrée et sortie) Soit k un entier > 2. Une machine de Turing a k rubans
avec entrée et sortie est une machine de Turing a k rubans (déterministe ou non) M = (X, S, T) telle que
pour tout ((s,x1,...,xk),(s’,x],...,%g,d1,...,dx)) € Tonait x; = x{ (le premier ruban est un ruban de
lecture : entrée) et dx # —1 (le dernier ruban est un ruban d'écriture : sortie). Dans une configuration
finale, le résultat est écrit sur le dernier ruban. Toutes les autres notions de la définition 2.24 sont
identiques.

4.6 Définition (Espace) Soit une fonction f: N — R*. On dit qu'une machine de Turing M avec entrée
et sortie opére en espace f (ou f(n)) si pour tout v € £* tel que M mene en plusieurs étapes de la
configuration initiale associée a v a la configuration (s’,v{,wj,..., vy, wy), alors Z]f;z] V] +wil < f(v]).
L’ensemble des langages décidables par une machine de Turing déterministe (resp. non-déterministe)
avec entrée et sortie opérant en espace f est noté Space(f) (resp. NSpace(f)).

L’'intérét de considérer des machines avec entrée et sortie dans la définition de I’espace de calcul
en 4.6 (somme de 2 2 k — 1) est que certains problémes requiérent nettement moins d’espace que la
taille n de leur entrée, typiquement logn.

4.7 Exemple (Palindromes) Soit un ensemble fini . Un palindrome sur X est un mot x; ---x,, € X*
tel que pour tout i > 0, x; = xn11_i. La machine déterministe M = (X,S5,T), ou S = {0, 1} + {sx,x €
I} +{s;,x € X} et T est définie par la table suivante pour, disons £ = {a, b} :

a b O

F | 0a+1 0,b,+1 T
0 | sq,0,+1 sy, 0,41 T
Sa | Saya,+1  sq,b,+1 s/,0,—1
S | Sb,a,+1  sp,b,+1 s/,0,—1
s | 1,0,-1 € €
st il 1,0, -1 1

1 1,a,—1 1,b,—1 0,00,+1

décide 'ensemble L des palindromes. On peut évidemment considérer M comme une machine avec
entrée et sortie (3 2 rubans, qui n’écrit rien sur le ruban de sortie), qui décide alors L en espace
logarithmique (mé&me en espace constant...), ce qui montre que L € Space(logn).

4.8 Théoréme Si L € Space(f(n)), alors pour tout € > 0, on a L € Space(ef(n) + 2).

Preuve — On procéde comme pour le théoréme 4.4. On écrit des m-uplets de lettres de Y, ou
m=1+[1/¢€]. O
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4.9 Lemme Sif:N — R*, alors Time(f) = coTime(f) et Space(f) = coSpace(f).

4.10 Théoréme Soit f: N — R*. Alors :
Time(f) C NTime(f) C Space(f) C NSpace(f)

NSpace(f) C U Time(k'ogn+f(n)y,
k>0

Preuve — Les inclusions Time(f) € NTime(f) et Space(f) C NSpace(f) sont triviales. On montre
NTime(f) C Space(f) en utilisant la simulation des machines de Turing non-déterministes par des
machines déterministes introduite dans la preuve de la proposition 2.27. Soient donc L un langage
décidé par une machine non-déterministe a k rubans M = (X,S,T) et d le maximum des cardinalités
de T(s,x1,...,x) pours € Setxy,...,xx € 5. La machine M’ de la proposition 2.27 génére les suites
de choix non-déterministes pour M, c’est-a-dire les entiers successifs i = 1,2,... en unaire sous la
forme 0! et pour chaque i les suites (n,...,n;) d’entiers € {0,...,d — 1} de longueur i. Pour chaque
suite (ny,...,ny), M’ simule M avec les choix non-déterministes correspondants; comme M opére en
temps f, I’espace utilisé pour une suite est aussi majoré par f(n). Puis, si la simulation de M n’a pas
encore abouti a un état final, M’ efface le ruban qui sert a la simulation de M (c’est I'idée importante,
qui permet d’économiser I’espace), et calcule la prochaine suite dans I'ordre lexicographique ou bien
incrémente 1i si la suite considérée était d —1x*---xd — 1. Comme M s’arréte en au plus f(n) étapes,
M’ n’écrit que des suites de longueur majorée par i-log(d — 1) < f(n) - log(d — 1). Par conséquent,
L € Space(f).

Montrons que NSpace(f) C |J,-, Time(k'o8™*+f(")) . Soit donc L un langage décidé par une machine
non-déterministe 3 £ rubans avec entrée et sortie M = (X,S,T) opérant en espace f(n). L'idée est de
construire, sur I'’entrée v de longueur n, le graphe G,, des configurations de M, les sommets étant
les configurations et les arcs étant les étapes d'exécution, et de réduire le probléme L au probleme
d’accessibilité dans ce graphe. Puisque M est une machine avec entrée et sortie, le premier ruban est
déterminé par I’entrée v et la position i < [v| = n du curseur et le dernier ruban, qui n’est pas lu,
est sans effet sur I’exécution. Donc une configuration (s, vy, wy,...,vg, Wy) peut étre représentée par
le (2¢ + 2)-uplet

<S,i,V2,W2, P V. | ,W37]>

ou les mots v,,w, (p = 2,...,£— 1) sont de longueur au plus f(n). Si c est la cardinalité de X, la
machine déterministe M’ que nous définissons commence par construire le graphe G,,, dont le nombre
de sommets est donc majoré par

Is|-(n+1)- c(2¢=2)f(n) < kl10gn+f(n)

pour un certain k; > 0 indépendant de n. Il est clair que v € L si, et seulement s’il existe un chemin
du sommet (so,0,¢,v,...,¢€,€) vers un sommet (s1,1,v2,wa,...,ve_1,W_1) représentant une configu-
ration acceptante. Cette deuxiéme question est résoluble en temps polynomial en la taille du graphe
(exemple 2.21), donc aussi en temps polynomial, méme quadratique, en fonction du nombre de som-
mets, et on a le résultat souhaité. O

La méthode de réduction au probléme Acc utilisée dans la preuve ci-dessus est appelée la méthode
d’accessibilité. Pour simplifier Ia notation des classes de complexité usuelles, on convient que n est
toujours la variable principale (dénotant la longueur de I’entrée) et on prend I'union sur les autres
variables. Donc, si f: NPt 5 N :

Time(f(n,k1,...,k,)) dénote U Time(f(nki,..., %))
k1>0,...,kp >0

Space(f(n,k1,...,k,)) dénote U  Seace(f(n,ki,..., k),
k1>0,...,kp >0
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et de méme pour les classes non-déterministes. On considere les classes de complexité classiques
suivantes, en temps :

P = Time(n®) NP = NTime(nk)
Exp = Time(2™)  NExp = NTime(2"")

et en espace :

L = Space(logn) NL = NSpace(logn)
PSpace = Space(n*) NPSpace = NSpace(n*)
ExpSpace = Space(Z“k) NExpSpace = NSpace(2nk ).

4.11 Corollaire L C NL C P C NP C PSpace C Exp C NExp C ExpSpace.

On a une caractérisation alternative de NP :

4.12 Définition (Vérifieur polynomial) Soit © un ensemble fini. Un vérifieur polynomial d’aphabet %
est une relation binaire R C X* x Z* telle que R € P.

4.13 Théoréme Soient X un ensemble fini et L C X*. Alors L € NP si, et seulement s'il existe k € N et
un vérifieur polynomial R d’aphabet X tel que pour toutv € Z* :

v € L si, et seulement s'il existe w € Z* tel que [w| < [v|* et R(v, w).

Preuve — S'il existe k € N et un tel vérifieur polynomial R, alors L est décidé par la machine M qui,
sur I'entrée v, commence par “deviner” un mot w de longueur au plus [v|* : M écrit la borne |[v|* sur
un ruban auxiliaire, et construit le mot w en choisissant (non-déterminisme) a chaque étape I'une des
possibilités suivantes : soit ajouter une lettre et décrémenter la borne, soit stopper la construction.
Puis M utilise la machine pour le vérifieur polynomial R, et décide si R(v,w).

Réciproquement, si L € NP, L est décidé par une machine non-déterministe M opérant en temps
polynomial. Soit R la relation suivante : R(v, w) si, et seulement si, w est le code d'un calcul acceptant
de M sur I'entrée v. Comme M opére en temps polynomial, R(v,w) implique |w| < [v[* pour une
certaine constante k. Clairement, R € P. Enfin, puisque M décide L, on a bien v € L si, et seulement
s'il existe w € L* tel que R(v,w). O

4.14 Théoréme (Savitch, 1970) Acc € Space(log2 nj.

Preuve — L’idée est de procéder par dichotomie. Soit G un graphe dont I'’ensemble X des sommets
a pour cardinalité n. Soit Pg C X x X x N la propriété suivante : Pg(x,y,1) si, et seulement s'il existe
un chemin dans G de x 3 y de longueur au plus 2'. Clairement, (G,x,y) € Acc si, et seulement si,
Pg(x,y, 1+ [logn]). On définit une machine déterministe avec entrée et sortie a 3 rubans M qui décide
Ps. L'entrée consiste en la description de G suivie d'un triplet (x,y,1) € X x X x N en représentation
binaire.

- Sii=0, M teste si x =y ou si G contient un arc de x vers y.

- Sii> 0, M génére sur le troisieme ruban les représentations binaires successives des sommets,
c’'est-a-dire les entiers de 0 a n—1. Pour chaque sommet z, M teste si Pg(x,z,i—1) et Pg(z,y,i—1)
de la facon suivante : M ajoute le triplet (x,z,i—1) sur le deuxiéme ruban, teste si Pg(x,z,i—1);
en cas de réponse négative, M I'efface et incrémente z; en cas de réponse positive, M I'efface et
le remplace par (z,y,i—1) (z est lu sur le troisiéme ruban, y et i sont lus sur le triplet précédent
(x,y,1) sur le deuxieme ruban) et teste Pg(z,y,1— 1); de nouveau, en cas de réponse négative,
M l'efface et incrémente z; en cas de réponse positive, M vérifie qu’il s’agit du deuxiéme test
en comparant le triplet courant (ici (z,y,1— 1)) avec le triplet précédent (ici (x,y,1)) et c’est une
réponse positive a Pg(x,y,1). Cet algorithme est correct parce que Pg(x,y,1) si, et seulement s'il
existe un sommet z tel que Pg(x,z,i—1) et Pg(z,y,i—1).

41



Le deuxieme ruban (vide au départ) contient donc au plus 1+ [logn] triplets dans X x X x N, chacun de
longueur au plus 3logn, et le troisieme ruban contient est de longueur au plus logn. Donc M opére
en temps (’)(log2 n). a

4.15 Corollaire Sif(n) > logn, NSpace(f(n)) C Space(f(n)?). En particulier, NL C Space(log2 1), PSpace =
NPSpace = coNPSpace et ExpSpace = NExpSpace = coNExpSpace.

Preuve — On reprend la preuve de NSpace(f) C |, ., Time(k'°®e™+(")) dans le théoréme 4.10 et on
teste I'accessibilité avec I'algorithme du théoréme 4.14. Le graphe de configuration est de taille au
plus c'2™*+f(") pour une certaine constante ¢, donc I’espace utilisé est majoré par :

lng (Clogn+f(n)) < lng (CZf(n)) _ (’)(f(n]z).
Les cas particuliers sont conséquences du lemme 4.9. O

4.16 Théoréme (Immerman-Szelepscényi, 1987) La fonction qui & un graphe G et un sommet x de G
associe le nombre de sommets accessibles a partir de x est calculable en espace logarithmique non-
déterministe.

Preuve — Soit n le nombre de sommets de G. La machine M calcule pour chaque k =0,...,n—1, Ia
cardinalité s, de I'’ensemble S, des sommets accessibles a partir de x par un chemin de longueur au
plus k. Le résultat du calcul est s,, ;. Clairement, Sy = {x} et so = 1. Pour calculer sy 1 en fonction de
sy (et G,x bien sar), M initialise un compteur { a 0, parcourt tous les sommets v de G et incrémente ¢{
siv e Sy 1. Pour décider si v € Si 1, M initialise un compteur m a 0 et :

1. parcourt de nouveau tous les sommets u de G;

2. devine pour chaque uun chemin de longueur au plus k de x 3 u (c’est la partie non-déterministe) ;

3. en cas d’échec, la branche est rejetée;

4. en cas de succés, incrémente m (le nombre de sommets de Sy trouvés dans cette branche); si G
ne contient pas d’arc de u a v, la branche est rejetée.

Ala fin de la boucle, dans une branche qui n’est pas encore rejetée, si m < sy, c’est-a-dire si la branche
n’'a pas essayé tous les sommets de u € Sy, la branche est rejetée, sinon M accepte. Le résultat d’une
branche a la question v € Sy ;7 est donc une acceptation si, et seulement si, v € Sy 1.

M utilise les 6 variables auxiliaires k, sy, £,v, m,u, et un compteurp € {0,...,k—1}, et deux sommets
u’,u” pour deviner le chemin de longueur au plus k de x a u. Ces 9 variables sont majorées par n,
donc de longueur majorée par logn. O

La routine non-déterministe pour décider si v € S, 1 dans la preuve du théoréme 4.16 donne immé-
diatement :

4.17 Corollaire Acc € NL.

4.18 Corollaire Si f(n) > logn, NSpace(f) = coNSpace(f). En particulier, NL = coNL.

Preuve — Si L est un langage décidé en espace f par une machine non-déterministe M, soit M’ une
machine non-déterministe qui applique I'algorithme du corollaire 4.17 sur le graphe de configuration
de M (de taille majorée par c¢f™ pour une certaine constante c), et inverse les résultats : M’ rejette
si une configuration acceptante de M est accessible, accepte sinon. Clairement, M’ décide Z* \ L en
espace f. O
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4.2 Inclusions strictes

4.19 Définition (Fonction de complexité) Une fonction de complexité est une fonction f : N — N crois-
sante au sens large telle qu’il existe une machine de Turing (d’alphabet contenant 1) avec entrée et
sortie, qui sur I'entrée v calcule 170D en espace O(f(|v])) et en temps O(]v| + f([v])).

L’'intérét de se limiter a des fonctions de complexité est illustré par le résultat suivant, trés contre-
intuitif.

4.20 Théoréme (Trou noir, Trakhtenbrot, 1964) 11 existe une fonction f : N — N récursive telle que
Time(f(n)) = Time(2f(")).

Preuve — On définit une fonction f telle que pour tout entier n, toute machine M et toute entrée
pour M de longueur n, soit M s'arréte en au plus f(n) étapes, soit M s’arréte en plus de 2f("™) étapes,
soit M ne s'arréte pas.

Soit Mj,1i > 1, une énumération récursive des machines de Turing, par exemple ordonnées lexico-
graphiquement par leur code (pour un certain codage M — M?*). Etant donnés des entiers n, k, i et une
entrée v pour M; de longueur n, on appelle P(n, k,1,v) la propriété suivante : sur I’entrée v, soit M;
s’arréte en au plus k étapes, soit M; s’arréte en plus de 2% étapes, soit M; ne s’arréte pas. On appelle
P(n, k) la conjonction des P(n,k,1,v) pour i < n et v une entrée quelconque pour M; de longueur n :
P(n, k) est clairement décidable.

Soit n € N. Posons k; =n et pourj > 1, kj 1 = 1+ 2% . Soit N(n) le nombre d’entrées de longueur
n des n premiéres machines My, ..., M,,. Pour chaque entrée v pour M; de longueur n, i < n, il existe
au plus un entier j tel que P(n,k;,1,v) soit fausse, par définition des k;. Donc au plus N(n) formules
parmi les P(n,kq),...,P(n, kn(n)+1) sont fausses, et il existe £ < N(n) + 1 tel que P(n, k) soit vraie :
soit f(n) le premier tel k,. La fonction f est clairement récursive.

Si maintenant L € Time(2f(™)), L est décidé par une machine, disons M;, en temps au plus 2f(™).
Pour toute entrée de longueur n > 1 pour M;, on a P(n,f(n)), donc M; ne s’arréte pas en un temps
t tel que f(n) < t < 2f(M). Or M; s’arréte en au plus 2f(™) étapes, donc M; s’arréte en au plus f(n)
étapes. Pour décider les entrées de longueur n < i, on ajoute un nombre fini d’états, ce qui permet
de conclure que L € Time(f(n)). O

On se limite donc a classes définies a partir de fonctions de complexité. Le lemme suivant, dont la
preuve est laissée en exercice, implique que les classes considérées jusqu’a présent sont bien définies
a partir de fonctions de complexité.

4.21 Lemme L’'ensemble des fonctions de complexité est clos par composition (f, g — f o g), addition
(f, g — f+g), multiplication (f, g — f x g) et exponentiation (f — (n — 2f("))). Les fonctions constantes,
I'identité n — n, la fonction n — [logn], les polynémes, la fonction n — 2"" sont des fonctions de
complexité.

4.22 Définition (Probléme de I'arrét en temps limit€) Soit f une fonction de complexité telle que pour
tout n, f(n) > n. On appelle probléme de I’arrét en temps f le langage suivant :

Halt(f) = {M*#w*, M(w) |, en au plus f(jw|) étapes}.

4.23 Lemme Si f est une fonction de complexité telle que pour tout n, f(n) > n, on a Halt(f) €
Time(f(n)3) et Halt(f) ¢ Time(f([n/2])).

Preuve — On définit une machine déterministe U a 4 rubans qui décide Halt(f) en temps O(f(n)3).
Comme f est une fonction de complexité, U écrit sur le quatriéme ruban le mot 170" qui va servir
de compte a rebour. Us vérifie que I'entrée est bien le code d'une machine M, et copie M* sur le
troisieme ruban et le code de I'état initial sur le deuxiéme, ce qui dure O(f(jw]) +n) = O(f(n)) étapes.
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Ensuite, Us simule M comme la machine universelle U de I’exemple 2.32, mais décrémente le compte
arebour a chaque étape de M ; Uy rejette si le compte a rebour est a 0. Chaque étape de M est simulée
en un temps O(k%v[(%_mf(\wl)), ol ky est le nombre de rubans de M et £y est la longueur de chaque

description de symbole de M. Comme ces deux constantes sont < logn et que log3n <n < fln)
asymptotiquement, le temps de simulation d'une étape de M est O(f(n)?). Le compte a rebour limitant
le nombre d’étapes a f(n), Us opére en temps O(f(n)3), on en conclut que Halt(f) € Time(f(n)3).

Pour montrer que Halt(f) ¢ Time(f([n/2])), on procéde par I’absurde en supposant qu’il existe une
machine de Turing My,1¢(r) qui décide Halt(f) en temps f([n/2]). On définit alors par diagonalisation
la machine D¢ suivante :

Df(M.) = si MHalt(f)(M.#M.) Lo alors Ln sinon |,

et D¢(v) [n si v n’est pas de la forme M*®. Sur I'’entrée M*®, D¢ opére en temps f([(2n + 1)/2]) = f(n).
Si D¢ accepte Df, c’est que My,14(s) rejette D$#DS, et donc D$#D$ ¢ Halt(f), ce qui signifie que D¢
n'accepte pas D en temps f(n). Comme D¢ converge en temps f(n), D¢ rejette D$. Si au contraire D¢
rejette D¢, on en déduit de méme que D¢ accepte D$. Dans les deux cas, on a une contradiction. O

On en déduit :

4.24 Théoréme (Hiérarchie pour le temps déterministe) Si f est une fonction de complexité telle que
pour tout 1, f(n) > n, on a Time(f(n)) C Time(f(2n + 1)3).

4.25 Corollaire P C Exp.
Preuve — Clairement, P C Time(2"). Or, par le théoréme 4.24, on a Time(2™) C Time(23(2n+1))

C
Time(Z“z) C Exp. O

4.26 Théoréme (Hiérarchie pour I’espace déterministe) Si f est une fonction de complexité, alors on a
Space(f(n)) C Space(f(2n) logn).

Preuve — On définit un probléme de I’arrét en espace f :
Haltg, (f) = {M*#w® , M(w) |, en espace au plus f(jw|)}.

On montre que Haltg,(f) ¢ Space(f([n/2])) comme dans le lemme 4.23. On montre que Haltg,(f) €
Space(f(n) logn) en utilisant une machine universelle avec un compteur pour I’espace. Le facteur logn
provient du codage des mots. O

4.27 Corollaire NL C PSpace C ExpSpace.

Preuve —  Par le corollaire 4.15, NL C Space(log2 n), et par le théoréme 4.26, Space(log2 n) ¢
Space(log3 n) C --- C Space(n) C PSpace. La deuxiéme inclusion est triviale. O
Il existe aussi des théorémes de hiérarchie pour le temps et I’espace non-déterministes.

4.3 Reductions et complétude

4.28 Définition (Réduction) Soient X;,X, deux alphabets et L; C Xj,L, C X3 deux langages. Une I-
réduction (resp. p-réduction, r-réduction) de L; vers L, est une fonction R : £} — I3 calculable
en espace logarithmique (resp. calculable en temps polynomial, récursive) et telle que v € L; si, et
seulement si, R(v) € L,. Pour x = I,p,r, on dit qu'un langage L; est x-réductible 3 un langage L, s’il
existe une x-réduction de L; vers L,, et on le note L7 <, L,.
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4.29 Définition (Cloture par réduction) Soient X une classe de complexité et x = 1,p ou r. On dit que
X est close par x-réduction si pourtous Le Xet L’ <, L,onal’eX.

Chacune des classes de complexité considérées X a une classe naturellement associée x =1,p ou r, et
qu’on appellera la classe de réduction standard de X. Par exemple :

1 pour NLetP,
p pour NP, coNP, PSpace, Exp, NExp, coNExp et ExpSpace,
r pour RE et coRE.

La preuve de la proposition suivante est laissée en exercice.

4.30 Proposition L, NL, P, NP, coNP, PSpace, Exp, NExp, coNExp, ExpSpace, RE, coRE sont closes par
réduction.

4.31 Définition (Complétude) Soient X une classe de complexité, x sa classe de réduction standard et
L un langage. On dit que L est X-difficile si pour tout L’ € X, L’ <, L. On dit que L est X-complet si
L € X et L est X-difficile.

4.32 Théoréme Halt est RE-complet.

Preuve — D’apres le théoréme 2.33, Halt € RE. Fixons un codage des machines de Turing : si L € RE,
soit M une machine qui I’accepte; on a w € L si, et seulement si, M*#w*® € Halt, donc L <, Halt. Par
conséquent, Halt est RE-complet. O

4.33 Définition (Circuit booléen) Soit V un ensemble dénombrable (de variables). Un circuit booléen
C est un triplet (|C|,<,e), ou (|C|,<) est un ordre partiel fini avec minorant (appelé la sortie de C)
tel que |C| soit non vide et que chaque élément ait au plus 2 prédécesseurs, et e est une application
(appelée étiquetage) de |C| dans V +{—, A, V, v, f} telle que pour tout s € |C| :
— s a0 prédécesseur si, et seulement si, e(s) € V + {v, f} (un tel s est appelé une entrée de C),
— s a1l prédécesseur si, et seulement si, e(s) = —,
— s a2 prédécesseurs si, et seulement si, e(s) = A ou V.
A un circuit booléen C on associe une formule propositionnelle ¢ définie par induction sur la cardi-
nalité de |C| :
— si|C|] ={s} est un singleton, alors e(s) € V + {v, f} et dc = e(s),
— si la sortie de C est étiquetée par — et C’ est le circuit booléen obtenu en enlevant la sortie de
C, alors ¢c = ~¢c,
— si la sortie de C est étiquetée par A (resp. V) et C;,C, sont les circuits booléens obtenus en
enlevant la sortie de C, alors ¢c = ¢, A dc, (resp. dc, V bc,).
On dit que C calcule ¢¢.

En particulier, tout sommet d’un circuit booléen sauf sa sortie a au moins un successeur. En retirant
de la définition ci-dessus I’existence d’'un minorant, on obtient des circuits calculant des fonctions
booléennes de {v,f}™ dans {v,f}’ (au lieu de propositions, c’est-a-dire de fonctions booléennes de
{v, f}™ dans {v, f}). Observons qu'une formule propositionnelle est un cas particulier de circuit booléen,
dans lequel tout sommet sauf la sortie a exactement un successeur.

4.34 Définition CircuitSat est le probléme suivant : étant donné un circuit booléen C, existe-t-il une
valuation qui satisfasse ¢¢ ? CircuitValue est le probléme suivant : étant donné un circuit booléen

C dont toutes les entrées sont v ou f, ¢pc est-elle vraie?

4.35 Théoréme CircuitValue est P-complet.
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Preuve — CircuitValue est dans P : le circuit C étant donné par exemple sous la forme de son graphe
ansommets et de son étiquetage (liste d’étiquettes), on calcule la valeur de ¢ ¢ en calculant les valeurs
de tous les sommets (on cherche les sommets dont on connait les valeurs des prédécesseurs).

Pour montrer qu’il est P-complet, on définit pour tout langage L € P une réduction R de L a
CircuitValue. On sait que L est décidé par une machine déterministe M = (X,S,T) a un ruban en
temps au plus n* pour une certaine constante k, et on admet que M peut étre supposée s'arréter sur
la case numérotée 0, ce qui se démontre facilement. La table de calcul de M sur I'’entrée v de longueur
n, notée t(M,v), est la matrice (n* 4 1) x 2(n* + 1) dont la ligne i représente la configuration (s, f,p)
qui découle de la coniguration initiale en 1 étapes :

f(j sij
tM,v)i; = ) V) 7P

(f(p),s) sij=p.
On observe que t(M,v);j, i > 1,—n* <j < n*, est une fonction F des 3 valeurs voisines de t(M,v) sur
la ligne précédente, soit :

(M, V)iz1 51, tM,v)iz1; et t(M,v)i—1 541,

F ne dépendant que de la machine M. En codant les entrées de t(M,v) par des suites de 0 et de 1 de
longueur m, ol m est une constante qui ne dépend que de M, et en identifiant 0 avec f et 1 avec v, on
peut donc définir une famille, notée C, constituée de m circuits 2 3m entrées qui calculent F.

On peut alors construire un circuit R(v) constitué de n* - 2(nk — 1) copies de C, une pour chaque
ligne i > 1 et chaque colonne j telle que —m* < j < nk. Si la copie numéro (i,j) est notée C; ;, on
identifie les entrées de C;; avec les sorties de Ci_1 -1, Ci—1; et Ci_1j+1. Les entrées de R(v) sont
les valeurs de la premiére ligne et les codes des O situés sur les premiére et derniére colonnes de
t(M,v). On ajoute un sous-circuit qui calcule 0 ou 1 suivant que la valeur de C,,« , est le code d'une
configuration rejetante ou acceptante. Ce résultat, 0 ou 1, est la sortie de R(v).

On vérifie aisément que R(v) a pour valeur 1 si, et seulement si, v € L, et que la construction de
R(v) se fait en espace logarithmique. O

4.36 Théoréme (Cook, 1971) CircuitSat est NP-complet.

Preuve — 1l est facile de définir un vérifieur polynomial pour CircuitSat : étant donné un circuit
C avec k variables, on devine une valuation a k variables et on vérifie en temps polynomial si elle
satisfait ou non la proposition ¢c, comme dans I'algorithme pour CircuitValue (théoréme 4.35).
Donc d’apreés le théoréme 4.13, CircuitSat est dans NP.

Pour montrer qu’il est NP-complet, on définit pour tout langage L € NP une réduction R de L a
CircuitSat. On sait que L est décidé par une machine non-déterministe M = (X,S,T) a un ruban en
temps au plus n¥ pour une certaine constante k. On peut supposer sans perte de généralité que M
toujours a exactement 2 choix, c’est-a-dire que pour tout (s,x) € (SU{F}) x (XU{O}), la cardinalité de
T(s,x) est 2. Comme dans la preuve du théoréme 4.35, étant données une entrée v de longueur n et
en plus une suite de choix c € {0, 1}“k, on peut définir la table de calcul t(M,v,c) de M sur I'’entrée v
avec les choix cq,...,cnx qui est une matrice (n*+1) x 2(n*+1). Pouri > 1,—n* <j < nk, t(M,v,¢)i
est une fonction t(M, v, c)i—1 -1, t(M,v,c)i—1;, t(M,v,c)i—1 ;41 et de ci_;. On construit alors le circuit
R(v) en espace logarithmique comme dans la preuve du théoréme 4.35, en combinant des circuits (a
3m+ 1 entrées cette fois).

La proposition associée ¢(y) est satisfiable si, et seulement s’il existe une suite de choix ¢ € {0, 1}“k

telle que ¢r(y)(c) a pour valeur 1 (on identifie proposition a n* variables et fonction de {0, 1}“k dans
{0,1}) si, et seulement si, v € L. O

4.37 Définition Sat est le probléme suivant : étant donné une proposition ¢, existe-t-il une valuation
qui la satisfasse ? 2-Sat (resp. 3-Sat) est la restriction de Sat aux propositions sous forme normale
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conjonctive 7 A --- A ¢y dont toutes les disjonctions ¢; (appelées clauses) ont 2 (resp. 3) littéraux
(variables ou négations de variable).

Dans la définition ci-dessus, la restriction a des propositions sous forme normale conjonctive n’enléve
pas de généralité d’apres le corollaire 3.6. C’est la condition sur la taille des clauses qui est spécifique.

4.38 Corollaire Sat et 3-Sat sont NP-complets.

Preuve — CircuitSat, qui est dans NP d’apreés le théoréme 4.36, étant plus général que Sat et 3-Sat,
Sat et 3-Sat sont clairement dans NP. Pour conclure, on montre que CircuitSat se réduit a 3-Sat
(donc a sat qui est plus général que 3-Sat).

Etant donné un circuit C = (|C|, <, e), on construit en espace logarithmique une proposition sous
forme normale conjonctive dont les clauses ont au plus 3 littéraux (cela suffit, car on peut alors rem-
placer par exemple xVVy par xVyVf...), et qui est satisfiable si, et seulement si, C I'est. La proposition
a pour variables celles étiquetant des entrées de C, ainsi que les sommets de C, et est la conjonction
des formules suivantes {)s ou s varie parmi les sommets de C :

(s Vx)A(sV—x) si e(s) = x, une variable

s sie(s)=v

-s sie(s)="1

(sVs1)A(—sV —sq) si e(s) = — et s; est le prédécesseur de s
(—sVs1)A(—sVs2)A(—s1V—s2Vs) sie(s)=Aetsy, s, sont les prédécesseurs de s
(—ms1Vs)A(—s2Vs)A(s1 Vs V—s)  sie(s)=V etsy,s; sont les prédécesseurs de s
s si s est la sortie.

O

4.39 Définition Etant donnés un graphe non-dirigé G, une clique (resp. une anticlique) est un sous-
ensemble X de sommets tels qu'il existe une aréte (resp. il n’existe pas d’aréte) de G entre 2 sommets
quelconques de X. Clique (resp. Anticlique) est le probléme suivant : étant donnés un graphe non-
dirigé G et un entier n, G contient-il une clique (resp. anticlique) de cardinalité n? 3-Color est le
probléme suivant : étant donné un graphe non-dirigé G, existe-t-il une application de I’ensemble
des sommets de G dans {1,2,3} telle que deux sommets adjacents quelconques aient des images
différentes ?

4.40 Corollaire Clique et Anticlique sont NP-complets.

Preuve — 1l est clair que Clique et Anticlique ont des vérifieurs polynomiaux, et sont donc dans
NP. De plus, Clique et Anticlique se réduisent I'un a I’autre en espace logarithmique.

Pour montrer que Anticlique est NP-difficile, on réduit 3-Sat 3 Anticlique. A une conjonction
P =11 A Ay, de m clauses P; = x! VX2V x3, on assoc1e le graphe G ayant 3m sommets sl s2 s3

i 1‘ 1’

i=1,...,m, et les arétes suivantes : une aréte entre s! et s?, une aréte entre s? et s3, une aréte entre
s{ et s? pour touti=1,..., m; une aréte entre s et ijs lorsque i # j et x¥* = ﬂxf. Il est clair que G a
une anticlique de cardinalité m si, et seulement si, { est satisfiable. O

4.41 Exercice Montrer que 3-Color est NP-complet.

On trouvera de nombreux autres problémes NP-complets dans [4].

4.42 Théoréeme Acc est NL-complet.
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Preuve — D’apreés le corollaire 4.17, Acc est dans NL. Pour montrer qu'il est NL-complet, on définit
pour tout langage L € NL une réduction Rde L a Acc. Soit M une machine non-déterministe qui décide
L en espace logarithmique. Comme dans la preuve de I'inclusion NSpace(f) C |J, ., Time(klo8n+f(n))
(théoréme 4.10), on construit a partir de I'’entrée v le graphe G,, des configurations de M a partir de v;
on lui ajoute un sommet t et des arcs vers t depuis chaque configuration terminale. Si s est le sommet
de G, associé a la configuration initiale, on a bien v € L si, et seulement s'il existe un chemin de s vers
t dans G,. O

4.43 Corollaire 2-Sat est NL-complet.

Preuve — 2-Sat est dans NL : si ¢, une proposition sous forme normale conjonctive dont toutes les
clauses ont 2 littéraux, a pour variables x1,...,x,, on construit le graphe dont les sommets sont les
littéraux xq,...,%xn,~x1,..., "Xn, €t comportant, pour tous littéraux x et y, un arc de x vers y si, et
seulement si, une clause de ¢ est équivalente a x = y (par exemple de —x; vers —x; si une clause de
¢ est —x; V x4, etc). Clairement, ¢ n’est pas satisfiable si, et seulement s'il existe i et deux chemins,
I'un de x; vers —x; et l'autre de —x; vers x;, ce qui se teste en essayant (partie non-déterministe) un
numéro de sommet, codé par exemple en binaire, donc de taille logarithmique. Par conséquent, 2-Sat
est dans coNL = NL (corollaire 4.18).

D’aprés le théoréme 4.42, Acc est NL-complet. Or d’apres le corollaire 4.18, NL = colNL, donc le
probléme complémentaire Inacc (pas de chemin de s vers t) est aussi NL-complet. On réduit Inacc
a 2-Sat. Soit G un graphe. On peut le supposer acyclique (sinon, on le modifie en prenant un cycle
quelconque, en enlevant un arc quelconque de ce cycle, et on recommence jusqu’a obtenir un graphe
G’ acyclique; alors entre deux sommets s et t, il existe un chemin dans G si, et seulement s’il en existe
un dans G’). On associe a G, s,t la conjonction 1 des propositions s, —t, et =xVy pour tout couple de
sommets (x,y) tel que G contienne un arc de x vers y. Il est clair que { est satisfiable si, et seulement
s'il n’existe pas de chemin de s vers t dans G. O

La figure 2 présente les relations entre les classes de complexité considérées, avec quelques problémes
complets. Elem est la classe des langages élémentaires :

Elem = | J Time (f,(n)),
p=0

ol fo(n) = n et pour tout p > 0, fy41(n) = 27", Pour compléter cette courte introduction 2 la
théorie de la complexité algorithmique, on pourra lire notamment [5, 6].
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Fig. 2 — Panorama des principales classes de complexité, avec quelques problémes complets. Les
références indiquent les résultats d’inclusion stricte mentionnés dans le texte.
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