
Cours de 2 �eme ann �ee de Master Re
her
heLogique et Th �eorie du Cal
ulPaul Ruet31 o
tobre 2005Ces notes de 
ours sont une introdu
tion �a la logique, �a la 
al
ulabilit �e et �a la 
omplexit �e algo-rithmique. On y pr �esente deux des prin
ipaux mod �eles de 
al
ul propos �es dans les ann �ees 1930, lesfon
tions r �e
ursives et les ma
hines de Turing, qui reposent sur des formalismes assez di� �erents maisont un pouvoir expressif �equivalent. On donne des bases de logique (
al
ul des s �equents et th �eor �emede 
ompl �etude) et d'arithm �etique, en vue d' �enon
er et prouver les th �eor �emes d'ind �e
idabilit �e etd'in
ompl �etude de Chur
h et de G�odel. On termine par 
e qui peut être 
onsid �er �e 
omme la formemoderne de la th �eorie de la 
al
ulabilit �e, �a savoir la 
omplexit �e algorithmique, dont on �etudie lesprin
ipales 
lasses.Notations générales
N,Z,R,R+ ensembles des entiers naturels, des entiers relatifs, des r �eels, des r �eels positifs
[x] partie enti �ere du r �eel x
X+ Y union disjointe (X× {1}) ∪ (Y × {2}) de X et YP(X) ensemble des sous-ensembles de XSeq(X) ou X∗ ensemble des listes (suites �nies) d' �el �ements de X
|u| longueur de la liste u
u ∗ v ou uv 
on
at �en �ee des listes u et v
ε liste videRappels sur les 
ardinaux in�nis0.1 D�e�nition ( �Equipoten
e) Deux ensembles X et Y sont dits �equipotents s'il existe une bije
tion

X
∼→ Y. On le note X ∼ Y. Lorsque X est �equipotent �a N, on dit que X est d �enombrable.Cela d �e�nit une relation d' �equivalen
e entre ensembles. Remarquons que si X est �ni, la seule partiede X �equipotente �a X est l'ensemble X lui-même, mais �evidemment 
'est faux dans le 
as in�ni (parexemple l'ensemble des entiers pairs est d �enombrable, et il est pourtant stri
tement in
lus dans N).On a N ∼ N2, et on verra des exemples de telles bije
tions (
al
ulables même) dans l'exer
i
e 1.20.Plus g �en �eralement N ∼ Nk pour tout entier non nul k. Rappelons le0.2 Th �eor �eme (Cantor-Bernstein) Deux ensembles X et Y sont �equipotents si, et seulement s'il existeune inje
tion de X dans Y et une inje
tion de Y dans X, si, et seulement s'il existe une surje
tion de Xdans Y et une surje
tion de Y dans X.Ainsi, on montre que N ∼ Seq(N) =

⊎

n>0 Nn : on a une inje
tion �evidente N →֒ Seq(N) qui asso
ie�a un entier n la liste �a un seul �el �ement 〈n〉, et d'autre part une inje
tion Seq(N) →֒ N qui �a la liste
〈n1, . . . , nk〉 asso
ie le produit des pni

i , i = 1, . . . , k, o �u pi est le i �eme nombre premier.1



0.3 Th �eor �eme (Cantor) N 6∼ P(N).Preuve| On pro
 �ede par l'absurde. Soit f : N
∼→ P(N), n 7→ fn ⊆ N et soit X = {n ∈ N | n 6∈ fn}. X ⊆ Ndon
 X = fk pour un 
ertain entier k. De deux 
hoses l'une :{ soit k ∈ fk et alors k ∈ {n ∈ N | n 6∈ fn} d'o �u k 6∈ fk,{ soit k 6∈ fk et alors k 6∈ {n ∈ N | n 6∈ fn}, 
e qui signi�e k ∈ fk.On a une 
ontradi
tion dans les deux 
as. ❚Une 
ons �equen
e imm�ediate de 
es deux th �eor �emes est que N 6∼ NN, l'ensemble des fon
tions de Ndans N : on a en e�et une inje
tion N →֒ P(N), n 7→ {n}, et une inje
tion χ : P(N) →֒ NN, A ⊆ N 7→ χA ∈

{0, 1}N, la fon
tion 
ara
t �eristique de A, don
 si on avait une inje
tion f : NN →֒ N, leur 
ompos �ee f ◦ χserait une inje
tion P(N) →֒ N, absurde.Une autre 
ons �equen
e est que l'ensemble R des r �eels n'est pas d �enombrable. En e�et :1. R ∼ I, l'intervalle [0, 1[, puisque x 7→ tan(xπ/2) est une bije
tion ] − 1, 1[
∼→ R∗ et que [−1, 1[∼ I ;2. (x, 0) 7→ x/2, (x, 1) 7→ x/2+ 1/2 est une bije
tion I+ I = I× {0} ∪ I× {1}

∼→ I ;3. la fon
tion qui �a A ⊂ N,A 6= N, asso
ie le 
ouple (
∑

i>0 χA(i)2−i−1, 0) si A est 
o�nie (
'est- �a-direde 
ompl �ementaire �ni), le 
ouple (
∑

i>0 χA(i)2−i−1, 1) si A n'est pas 
o�nie, et �a N asso
ie (0, 1)par exemple, est une inje
tion P(N) →֒ I+ I ;4. par 
ons �equent une inje
tion R →֒ N induirait une inje
tionP(N) →֒ I+ I ∼ I ∼ R →֒ N,
e qui est impossible d'apr �es le th �eor �eme de Cantor.En notant X < Y lorsqu'il existe une inje
tion de X dans Y et pas d'inje
tion de Y dans X, on a :
N ∼ N × N ∼ Nk ∼ Seq(N) < P(N) ∼ NN ∼ R.1 Fon
tions r �e
ursives1.1 Fon
tions primitives ré
ursives1.1 D�e�nition (Fon
tions initiales) Ce sont :{ les fon
tions 
onstantes : cn

p : Nn → N, ~x = (x1, . . . , xn) 7→ p,{ les proje
tions : πn
i : Nn → N, ~x 7→ xi,{ la fon
tion su

esseur : s : N → N, x 7→ x+ 1.1.2 D�e�nition (Fon
tions p.r.) La 
lasse des fon
tions primitives r �e
ursives (p.r.) est la plus petite
lasse X de fon
tions de toutes arit �es telle que :(R1) X 
ontient les fon
tions initiales,(R2) X est 
lose par 
omposition g �en �eralis �ee : si f : Nn → N et les gi : Nk → N, i = 1, . . . , n, sont dans

X, alors la fon
tion f ◦ 〈g1, . . . , gn〉 : Nk → N, ~x 7→ f(g1(~x), . . . , gn(~x)) est dans X,(R3) X est 
lose par (d �e�ntion par) r �e
urren
e primitive : si f : Nn → N et g : Nn+2 → N sont dans X,alors la fon
tion h = Re
(f, g) : Nn+1 → N donn �ee par
h(~x, 0) = f(~x)

h(~x, y+ 1) = g(~x, y, h(~x, y))est dans X. 2



Formellement, la 
lasse des fon
tions p.r. est l'interse
tion des 
lasses Y de fon
tions qui satisfont(R1), (R2), (R3). On peut se 
onvain
re que les fon
tions p.r. sont bien 
al
ulables au sens intuitif :on peut par exemple les programmer dans un langage 
omme C, Caml. . .On verra en se
tion 2 unmod �ele formel de 
al
ul, les ma
hines de Turing, qui permettent e�e
tivement de les programmer.1.3 D�e�nition (Variante) Soit f : Nn → N une fon
tion. On dit que g : Nk → N est obtenue �a par-tir de f par substitution triviale, ou est une variante de f, s'il existe i1, . . . , in ∈ {1, . . . , k} tels que
g(x1, . . . , xk) = f(ui1

, . . . , uin
), o �u uir

est soit un entier soit la variable xir
.Une variante est don
 obtenue en permutant, dupliquant, e�a�
ant des variables et en en rempla�
antpar des 
onstantes.1.4 Proposition Toute variante d'une fon
tion p.r. est p.r.Preuve| Une variante de f est de la forme f ◦ 〈h1, . . . , hn〉, o �u hr est soit πk

ir
soit ck

a pour un 
ertainentier a. ❚1.5 D�e�nition (Sommes et produits born �es) Soit f : Nn+1 → N. On d �e�nit les fon
tions Sf, Sf, Pf, Pf :

Nn+1 → N par :
Sf(~x, y) =

∑
t<y f(~x, t) Sf(~x, y) =

∑
t6y f(~x, t)

Pf(~x, y) =
∏

t<y f(~x, t) Pf(~x, y) =
∏

t6y f(~x, t).1.6 Proposition Si f est p.r., alors Sf, Sf, Pf, Pf sont p.r.Preuve | On utilise le s
h �ema (R3). On a par exemple Sf(~x, 0) = 0 et Sf(~x, y+ 1) = f(~x, y) + Sf(~x, y),et
. ❚1.7 Exer
i
e Les fon
tions suivantes sont p.r. : l'addition N2 → N, la multipli
ation, la somme ou leproduit de deux fon
tions p.r., le pr �ede
esseur p : N → N (0 7→ 0, x+ 1 7→ x), la soustra
tion restreinte(x, y 7→ 0 si x < y, x−y sinon ; on la notera x .{ y), d(x, y) = |x−y|, l'exponentielle N2 → N (x, y 7→ xy), lafa
torielle x 7→ x!, le test �a z �ero (zero(x) = 1 si x = 0, 0 sinon) et sa variante zero (d �e�nie par zero(x) = 0si x = 0, 1 sinon), les fon
tions mink,maxk : Nk → N (k > 1).1.2 Relations primitives ré
ursives1.8 D�e�nition Une relation n-aire est un sous-ensemble R de Nn. On note χR : Nn → N la fon
tion
ara
t �eristique de R : χR(~x) = 1 si R(~x), 0 sinon. On dit que Q ⊆ Nk est une variante de R s'il existe
i1, . . . , in ∈ {1, . . . , k} tels que Q(x1, . . . , xk) ⇔ R(ui1

, . . . , uin
), o �u uir

est soit un entier soit la variable
xir

.1.9 D�e�nition (Relation p.r.) On dit qu'une relation n-aire R est p.r. si χR est p.r.1.10 Proposition La 
lasse des relations p.r. 
ontient la relation toujours fausse ∅ et les relations n-aires toujours vraies Nn, et est 
lose par les op �erations bool �eennes (interse
tion ∩, union ∪, di� �eren
e
\). Toute variante d'une relation p.r. est p.r.Preuve | χ∅ = 0, χNn = 1, χA∩B = χA · χB, χA∪B = χA + χB

.{ χA · χB, χA\B = χA
.{ χB. Par ailleurs,

Q est une variante de R si, et seulement si, χQ est une variante de χR. ❚

3



1.11 D�e�nition (Quanti�
ation born �ee) Soit R ⊆ Nn+1. On dit que Q ⊆ Nn est obtenue �a partir de Rpar quanti�
ation existentielle (resp. universelle) born �ee si Q est de la forme :
Q(x1, . . . , xn) ⇔ ∃t < xn, R(x1, . . . , xn, t)(resp. Q(x1, . . . , xn) ⇔ ∀t < xn, R(x1, . . . , xn, t) ).La borne peut être stri
te ou large. L'indi
e de la variable quanti� �ee peut être di� �erent.1.12 Proposition La 
lasse des relations p.r. est 
lose par quanti�
ation born �ee.Preuve | χQ(~x) = zero(

∑
t<xn

χR(~x, t)), et
. ❚1.13 Proposition (Substitution de fon
tions p.r.) La 
lasse des relations p.r. est 
lose par substitutionde fon
tions p.r. : si R ⊆ Nn est p.r. et si f1, . . . , fn : Nk → N sont p.r., alors Q ⊆ Nk d �e�nie par
Q(~x) ⇔ R(f1(~x), . . . , fn(~x)) est p.r.Preuve | χQ(~x) = χR(f1(~x), . . . , fn(~x)) = (χR ◦ 〈f1, . . . , fn〉)(~x). ❚1.14 Proposition (D �e�nition par 
as) Soient R1, . . . , Rn ⊆ Nk des relations p.r. 2 �a 2 disjointes, et
g1, . . . , gn+1 : Nk → N des fon
tions p.r. La fon
tion d �e�nie par :

f(~x) =






g1(~x) si R1(~x)...
gn(~x) si Rn(~x)

gn+1(~x) sinonest p.r.Preuve | Posons Rn+1 = Nk \
⋃n

i=1 Ri. Rn+1 est p.r. et f(~x) = g1(~x) · χR1
(~x) + · · ·+ gn(~x) · χRn+1

(~x) +

gn+1(~x) · χRn
(~x). f est don
 somme de produits de fon
tions p.r., et est don
 p.r. ❚On rappelle qu'une fon
tion partielle h de A dans B, not �ee h : A ⇀ B, est une fon
tion A ′ → B o �u

A ′ ⊆ A. Si h1, h2 : A ⇀ B, l' �e
riture h1(a1) = h2(a2) signi�e : a1 ∈ dom(h1) ⇔ a2 ∈ dom(h2) et dans
e 
as h1(a1) = h2(a2). On dit que h(a) 
onverge quand a ∈ dom(h), et on note aussi h(a) ↓.1.15 D�e�nition (Minimalisation) Soit R ⊆ Nn+1. On d �e�nit la fon
tion partielle f : Nn ⇀ N par
f(~x) = (µy).R(~x, y) =

{le premier y ∈ N tel que R(~x, y) s'il existe,ind �e�ni sinon.On verra que si R est p.r., même si pour tout ~x il existe un y tel que R(~x, y), la fon
tion f 
i-dessusn'est pas n �e
essairement p.r., en
ore qu'intuitivement 
al
ulable.1.16 D�e�nition (Minimalisation born �ee) Pour R ⊆ Nn+1, on d �e�nit la fon
tion totale f : Nn+1 → N par
f(~x, y) = (µt < y).R(~x, t) =

{le premier t < y tel que R(~x, t) s'il existe,
y sinon.On remarque qu'on peut alors d �e�nir (µt 6 y).R(~x, t) = (µt < y+ 1).R(~x, t).1.17 Proposition Si R ⊆ Nn+1 est p.r., alors la fon
tion f(~x, y) = (µt < y).R(~x, t) est p.r.4



Preuve| S
h �ema (R3) : f(~x, 0) = 0 et f(~x, y+ 1) = f(~x, y) si R(~x, f(~x, y)), y+ 1 sinon, don
 f(~x, y+ 1) =

h(~x, y, f(~x, y)) o �u h est d �e�nie par 
as. ❚On remarque que si g : Nn+1 → N est p.r., la fon
tion qui �a ~x, y asso
ie (µt < g(~x, y)).R(~x, t) est aussip.r. (substitution).1.18 Exer
i
e 1. Les relations =, 6=, <,6,≮,� sont p.r.2. Soit R ⊆ Nn et gR : Nn → N d �e�nie par gR(~x) = 0 si R(~x), 1 sinon. Est-
e que R est p.r. si, etseulement si, gR l'est ? Soit hR : Nn → N une fon
tion totale v �eri�ant hR(~x) = 0 si, et seulementsi, R(~x). Est-
e que R est p.r. si, et seulement si, hR l'est ?3. Les relations et fon
tions suivantes sont p.r. : \x divise y", ψ(x) = le nombre de diviseurs de xsi x 6= 0 et 0 sinon, \x est un nombre premier", \x est pair", \x est impair", f(x) = le nombre denombres premiers 6 x.4. Montrer que les fon
tions et relations suivantes sont p.r. : le quotient (xdivy = 0 si y = 0, [x/y]sinon) et le reste (xmody = x
.{ y · (xdivy)) de la division eu
lidienne, n 7→ [

√
n ], n, k 7→ [ k

√
n ],

k > 1, n 7→ [n
√
2 ], x 7→ 2x si x est un 
arr �e et 2x + 1 sinon, \x est la somme de deux 
arr �es",l'indi
atri
e d'Euler (φ(n) = le nombre d' �el �ements inversibles de Z/nZ), n 7→ pn (le n- �emenombre premier), x 7→ [loga(x)] (a entier > 1), g(n) = la n- �eme d �e
imale du d �eveloppement enbase 10 de √

3, f(x) = 0 si la suite 0491269660 appara�̂t dans le d �eveloppement en base 10 de πavant la x- �eme d �e
imale et 1 sinon.1.3 Codages des suites1.19 D�e�nition (Codage des 
ouples) On dit qu'une fon
tion J : N2 → N est une fon
tion de 
odagedes 
ouples si elle est bije
tive et 
roissante en 
haque argument, 
'est- �a-dire pour tous x, y ∈ N,
J(x, y) < J(x+ 1, y) et J(x, y) < J(x, y+ 1).1.20 Probl �eme 1. Les fon
tions p.r. suivantes sont-elles des fon
tions de 
odage ?

J1(x, y) = 2x · (2y + 1)
.{ 1

J2(x, y) = 2x · 3xy

J3(x, y) = (x+ y)(x + y+ 1)/2 + y

J4(x, y) = ([(x+ 1)/2] + y)2 + x.2. Pour 
haque fon
tion de 
odage trouv �ee :(a) d �e
rire un algorithme de 
al
ul des fon
tions r �e
iproques (appel �ees aussi fon
tions de d �e-
odage) et 
onstitu �ees par le 
ouple des deux fon
tions π2
1 ◦ J−1 et π2

2 ◦ J−1 ;(b) les fon
tions de d �e
odage sont-elles p.r. ?Corre
tion |1. Les 4 fon
tions sont toutes stri
tement 
roissantes en 
haque argument, don
 il suÆt de voirlesquelles sont bije
tives.{ J2 n'est 
lairement pas bije
tive puisque son image 
ontient uniquement des multiples de 2 et
3, don
 
e n'est pas une fon
tion de 
odage.{ J1 est bije
tive : �etant donn �e un entier z, on d �e
ompose z + 1 en fa
teurs premiers ; soit x lapuissan
e de 2 ; le reste est un nombre impair, don
 de la forme 2y+ 1 pour un 
ertain entier
y ; partant d'un z quel
onque, y et z d �e�nis ainsi par
ourent tous les entiers, et on voit que
J1(x, y) = z. 5



Fig. 1 { L'inverse du 
odage J3.{ J3 est bije
tive : �etant donn �e un entier z, on 
her
he x et y tels que J3(x, y) = z ; en posant
s = x+ y, on a �a r �esoudre s(s + 1)/2+ y = z, soit z− s(s+ 1)/2 = y 6 s, 
'est- �a-dire

z − s 6 s(s + 1)/2 6 z ;il existe s tel que s(s+ 1)/2 6 z, par exemple s = 0 ; maintenant s est maximal si, et seulementsi, z < (s+ 1)(s+ 2)/2 = s(s+ 1)/2+ s+ 1 si, et seulement si, z 6 s(s+ 1)/2+ s si, et seulementsi, z − s 6 s(s + 1)/2 ; don
 en prenant s maximal, on peut poser
y = z− s(s+ 1)/2 et x = s− y,et 
'est la seule solution. Don
 J3 est bien un 
odage. C'est le \fameux" 
odage qui balaie leplan 
omme sur la �gure 1.{ J4 est bije
tive : �etant donn �e un entier z, on 
her
he x et y tels que J4(x, y) = z ; en posant

c = y + [(x + 1)/2], on a �a r �esoudre c2 + x = z, soit c2 6 z ave
 la 
ondition [(x + 1)/2] 6 c ;
omme (x − 1)/2 < [(x+ 1)/2], on a x < 2c + 1 et don
 z < c2 + 2c+ 1 = (c+ 1)2 ; d'o �u
c2 6 z < (c+ 1)2,et en prenant c maximal, on peut poser

x = z − c2 et y = c− [(x+ 1)/2],et 
'est la seule solution. Don
 J4 est bien un 
odage.2. Pour 
haque fon
tion de 
odage J, les fon
tions r �e
iproques sont
π2

1 ◦ J−1 : z 7→ (µx 6 z).(∃y 6 z, z = J(x, y))

π2
2 ◦ J−1 : z 7→ (µy 6 z).(∃x 6 z, z = J(x, y)).

J est bije
tive, et par ailleurs, puisque J est 
roissante, on a x 6 J(x, y) et y 6 J(x, y) pour tous
x, y, don
 le x et le y dans les deux formules existent et sont uniques. On en d �eduit de plus queles fon
tions de d �e
odage sont p.r.Ave
 une fon
tion de 
odage des 
ouples, on peut bien sûr 
oder les suites �nies de longueur �x �ee.1.21 Proposition Soit J une fon
tion de 
odage des 
ouples. On d �e�nit des fon
tions J(n) : Nn → Npour tout n > 1 de la mani �ere suivante : J(1) = id, et pour tout n > 1, J(n+1)(x1, . . . , xn+1) =

J(J(n)(x1, . . . , xn), xn+1). Alors pour tout n > 1, J(n) est une bije
tion p.r., 
roissante en 
haque ar-gument, et telle que xi 6 J(n)(x1, . . . , xn) pour tout i, 1 6 i 6 n. De plus, les fon
tions r �e
iproques
πn

i ◦ (J(n))−1 : N → N (1 6 i 6 n) sont p.r. 6



Preuve| Les assertions sur J(n) se montrent par r �e
urren
e sur n. En 
e qui 
on
erne les r �e
iproques,
πn

i ◦ (J(n))−1(y) vaut
(µxi 6 y).(∃x1 6 y, . . . ,∃xi−1 6 y, ∃xi+1 6 y, . . . ,∃xn 6 y, y = J(n)(x1, . . . , xn)).

❚1.22 Proposition (R �e
urren
e 
rois �ee) Soient f1, f2 : Nn+1 → N d �e�nies par :
f1(~x, 0) = g1(~x)

f1(~x, y+ 1) = h1(~x, y, f1(~x, y), f2(~x, y))

f2(~x, 0) = g2(~x)

f2(~x, y+ 1) = h2(~x, y, f1(~x, y), f2(~x, y)).Si g1, g2, h1, h2 sont p.r., alors f1, f2 sont p.r.Preuve | Soit F : Nn+1 → N d �e�nie par F(~x, y) = J(f1(~x, y), f2(~x, y)), o �u J est un 
odage p.r. des
ouples. On v �eri�e par r �e
urren
e sur y que F est p.r. Or f1 = π2
1 ◦ J−1 ◦ F et f2 = π2

2 ◦ J−1 ◦ F. ❚Les suites �nies sont not �ees 〈n0, . . . , nl−1〉.1.23 D�e�nition (Codage des suites) Un 
odage des suites (�nies) est une surje
tion σ : N → Seq(N).On a �evidemment :1.24 Lemme Un 
odage des suites σ est d �etermin �e par la donn �ee des deux fon
tions suivantes : lgσ :

N → N, n 7→ la longueur de σ(n), et apσ : N2 → N d �e�nie par :
(n, i) 7→

{
σ(n)(i) si i < lgσ(n)

0 sinon.1.25 D�e�nition On dit d'un 
odage des suites σ qu'il est un 
odage p.r. des suites lorsque les fon
tionsasso
i �ees lgσ et apσ sont p.r.1.26 Exemple 1. Soit J : N2 → N un 
odage des 
ouples qui est p.r. On pose G = π2
1 ◦ J−1 et

D = π2
2 ◦ J−1 :

σ(n) =

{
(

J(G(n))
)−1

(D(n)) si G(n) 6= 0
ε sinon.Alors σ est un 
odage des suites. Ce 
odage est p.r. 
ar les fon
tions asso
i �ees lgσ = G et apσ,donn �ee par apσ(n, i) =






0 si G(n) = 0

J(G(n))(D(n)) si i < G(n)

0 sinon,sont p.r.2. Soit ♯〈n0, . . . , nk−1〉 = 21+n031+n1 · · ·p1+nk−1

k−1 , o �u p0, p1, . . . est une �enum�eration 
roissante desnombres premiers. On 
onvient que ♯ε = 0. La fon
tion ♯ : Seq(N) → N est 
lairement inje
tive.Si l'on pose
σ(n) =

{
♯−1(u) si n est de la forme ♯u

ε sinon,alors σ est un 
odage p.r. des suites. 7



1.27 Proposition Soit σ est un 
odage p.r. des suites. Les relations suivantes sont p.r. :
Iσ(n,m) si, et seulement si, σ(n) est un segment initial de σ(m),

Eσ(n,m) si, et seulement si, σ(n) = σ(m),

Cσ(n,m, p) si, et seulement si, σ(p) = σ(n) ∗ σ(m).Preuve | Iσ(n,m) si, et seulement si, lgσ(n) 6 lgσ(m) et pour tout i < lgσ(n), apσ(n, i) = apσ(m, i).
Eσ(n,m) si, et seulement si, Iσ(n,m) et Iσ(m,n). Cσ(n,m, p) si, et seulement si, lgσ(p) = lgσ(n) +lgσ(m), pour tout i < lgσ(n), apσ(p, i) = apσ(n, i), et pour tout j < lgσ(m), apσ(p, j + lgσ(n)) =apσ(m, j). ❚1.28 Exer
i
e Soit σ un 
odage des suites. Montrer que l'appli
ation qui �a u ∈ Seq(N) asso
ie le 
ode
anonique de u (pour σ), �a savoir le plus petit n tel que σ(n) = u, est inje
tive. Montrer que si σ estp.r., alors la fon
tion kσ : N → N qui �a n asso
ie le 
ode 
anonique de σ(n) est p.r.La proposition suivante est une appli
ation de l'existen
e de 
odages p.r. des suites.1.29 D�e�nition (Bon 
odage p.r.) Soit σ : Seq(N) → N est un 
odage p.r. des suites. On dit que σ estun bon 
odage p.r. s'il existe une fon
tion p.r. b : N ×N → N telle que σb(n,x) = σn ∗ 〈x〉, o �u l'on note
σn = σ(n).1.30 Lemme Soit σ l'un des deux 
odages de 1.26. Alors :{ σ est un bon 
odage p.r.{ Pour tout x ∈ N, x 6 au 
ode 
anonique de 〈x〉.{ Pour tous n0, . . . , np ∈ N et tous i, j, 0 6 i 6 j 6 p, le 
ode 
anonique de 〈ni, . . . , nj〉 est 6 au
ode 
anonique de 〈n0, . . . , np〉.{ Il existe une fon
tion p.r. 
on
σ : N × N → N telle que σn ∗ σm = σ
on
σ(n,m).Preuve | Pour le deuxi �eme 
odage, on pose :

b(n, x) =

{
21+x si n est un 
ode de ε,
n · p1+xlgσ(n)

sinon.On laisse au le
teur le soin de montrer les autres assertions. ❚1.31 D�e�nition (Invarian
e pour un 
odage) Soient f : N → N et σ : N → Seq(N) est un 
odage p.r. dessuites. On dit que f est invariante pour le 
odage σ lorsque pour tous entiers m,n, σm = σn implique
f(m) = f(n).1.32 Proposition (R �e
urren
e 
ompl �ete) Soit g : N → N une fon
tion p.r. invariante pour un bon
odage p.r. σ. Alors la fon
tion f d �e�nie par r �e
urren
e 
ompl �ete par

f(x) = g
(

〈f(0), . . . , f(x− 1)〉σ
)

,o �u 〈n0, . . . , np〉σ d �enote le 
ode 
anonique de 〈n0, . . . , np〉 pour σ, est p.r.Preuve | Posons F(x) = 〈f(0), . . . , f(x)〉σ. On a alors :
F(0) = 〈f(0)〉σ

F(x+ 1) = 〈f(0), . . . , f(x), f(x+ 1)〉σ = (k ◦ b)
(

〈f(0), . . . , f(x)〉σ, f(x+ 1)
)

,o �u b est la fon
tion p.r. asso
i �ee au bon 
odage σ et k est la fon
tion p.r. qui �a n asso
ie le 
ode
anonique de σn. Comme F(x+ 1) = (k ◦ b)
(

F(x), (g ◦ F)(x)
), F est p.r. Or f(x) = apσ(F(x), x), d'o �u f estp.r. ❚8



1.33 Exer
i
e 1. On appelle fon
tion de Fibona

i la fon
tion F : N → N d �e�nie par F(0) = F(1) = 1et F(n + 2) = F(n + 1) + F(n). Montrer que F est p.r.2. Soit u : Nn+1 → N une fon
tion p.r. telle que u(~x, y) < y pour tout y > 0. Soient g : Nn → N et
h : Nn+2 → N des fon
tions p.r. La fon
tion suivante est p.r. :

f(~x, 0) = g(~x)

f(~x, y) = h(~x, y, f(~x, u(~x, y))) si y > 0.1.4 Fon
tions ré
ursives1.34 Probl �eme (Fon
tion d'A
kermann) Soit A : N2 → N la fon
tion d �e�nie par :
A(0, n) = n+ 1

A(m + 1, 0) = A(m, 1)

A(m + 1, n+ 1) = A(m,A(m + 1, n)).Notons Ap la fon
tion N → N d �e�nie par Ap(n) = A(p, n). On remarque que A est bien 
al
ulable ausens intuitif (on le verra formellement en se
tion 2). D �emontrer les propri �et �es suivantes.1. A0, A1, A2, A3 satisfont A0(n) = n+ 1, A1(n) = n+ 2, A2(n) = 2n+ 3 et A3(n) = k · 2n + c (k et c�a d �eterminer).2. Pour tous n, x, An(x) > x.3. Pour tout p, les fon
tions Ap sont stri
tement 
roissantes.4. Pour tous n, x, An+1(x) > An(x).5. Pour tous n, x, An+1(x) > An(x + 1).6. Pour tous n1, n2 il existe m tel que pour tout x, A(n1, A(n2, x)) 6 A(m,x).7. Pour tous n1, n2 il existe m tel que pour tout x, A(n1, x) +A(n2, x) 6 A(m,x).8. Soit m un entier. On dira qu'une fon
tion f : Np → N est m-born �ee si pour tous x1, . . . , xp,
f(x1, . . . , xp) 6 A(m,x1 + · · · + xp). Montrer que pour toute fon
tion p.r. f, il existe un entier mtel que f est m-born �ee.9. En d �eduire que A n'est pas p.r.Corre
tion | A est bien 
al
ulable au sens intuitif : en e�et, la premi �ere ligne permet de 
al
uler

A(0, n) pour tout n ∈ N ; maintenant si on sait 
al
uler A(m,n) pour tout n ∈ N et pour m �x �e, alors1) on sait 
al
uler A(m + 1, 0) par la deuxi �eme ligne, 2) si on sait 
al
uler A(m + 1, n) la troisi �emeligne permet de 
al
uler A(m + 1, n + 1), par 
ons �equent on sait 
al
uler A(m + 1, n) pour tout n.Remarquons aussi que la d �e�nition de A n'a pas la forme d'une r �e
urren
e primitive.1. (a) Pour A0 
'est �evident.(b) A1(0) = A0(1) = 2 et si A1(n) = n+ 2, on a bien A1(n+ 1) = A0(A1(n)) = A1(n) + 1 = n+ 3.(
) A2(0) = A1(1) = 3 et si A2(n) = 2n + 3, on a bien A2(n + 1) = A1(A2(n)) = A2(n) + 2 =

2n + 3 = 2(n + 1) + 3.(d) A3(0) = 5 = k+ c et si A3(n) = k · 2n + c, on a A3(n+ 1) = A2(A3(n)) = 2(k · 2n + c) + 3, quiest bien de la forme k · 2n+1 + c si, et seulement si, 2c+ 3 = c et k+ c = 5, 
'est- �a-dire k = 8et c = −3.On peut remarquer plus g �en �eralement que
An+1(x) = An ◦ · · · ◦An︸ ︷︷ ︸

x+1

(1) = (An)x+1(1).

9



2. Si An(x) > x pour tout x, alors An+1(0) = An(1) > 1 > 0 et An+1(x) > x implique An+1(x + 1) =

An(An+1(x)) > An+1(x) d'o �u An+1(x + 1) > An+1(x) + 1 > x + 1. On a prouv �e que ∀x,An(x) > ximplique ∀x,An+1(x) > x. Comme 
'est vrai pour n = 0, on en d �eduit que pour tous n, x, An(x) >

x.3. A0 est stri
tement 
roissante. Si Ap est stri
tement 
roissante, alors d'apr �es le 2, Ap+1(x+ 1) =

Ap(Ap+1(x)) > Ap+1(x) et don
 Ap+1 est stri
tement 
roissante.4. An+1(0) = An(1) > An(0) d'apr �es le 3. D'apr �es le 2, An+1(x) > x don
 An+1(x) > x+ 1. Puisque
An est stri
tement 
roissante, on a An+1(x + 1) = An(An+1(x)) > An(x+ 1).5. An+1(0) = An(0+ 1). Si An+1(x) > An(x+ 1), alors An+1(x) > x+ 1 d'apr �es le 2, d'o �u An+1(x) >

x+ 2, et 
omme An est 
roissante, An+1(x + 1) = An(An+1(x)) > An(x + 2), d'o �u le r �esultat.6. On devine que An1
◦An2

6 AA(n2,n1) en essayant ave
 n2 = 0, 1 . . .. On le prouve par r �e
urren
esur n2. Pour n2 = 0, on a bien An1
◦ A0 6 An1+1 = AA(0,n1) d'apr �es le 5. On montre que

An1
◦An2

6 AA(n2,n1) implique An1
◦An2+1 6 AA(n2+1,n1). On pro
 �ede par 
as. Pour x = 0, ona :

An1
◦An2+1(0) = An1

◦An2
(1)

6 AA(n2,n1)(1) par hyp. de r �e
urren
e
6 AA(n2,n1)+1(0) par 5
6 AA(n2+1,n1)(0) par 5 et 3.Pour x+ 1, on a :

An1
◦An2+1(x + 1) = An1

◦An2
◦An2+1(x)

6 AA(n2,n1) ◦An2+1(x) par hyp. de r �e
urren
eet par ailleurs :
AA(n2+1,n1)(x + 1) > AA(n2,n1)+1(x+ 1) par 5 et 3

= AA(n2,n1) ◦AA(n2,n1)+1(x).Pour 
on
lure il suÆt don
 de remarquer queA(n2, n1)+1 > A(0, n2+n1)+1 = n2+n1+2 > n2+1.7. An1
(x)+An2

(x) < 2An1+n2
(x)+3 = (A2◦An1+n2

)(x), don
An1
+An2

< A2◦An1+n2
6 AA(n1+n2,2)d'apr �es le 6.8. (a) Les fon
tions initiales sont m-born �ees : cn

0 (~x) = 0 6 A0(
∑

~x) par exemple, s(x) = x + 1 =

A0(x) et πn
i (~x) = xi <

∑
~x+ 1 = A0(

∑
~x).(b) Si f est m-born �ee et les gi sont mi-born �ees, alors

f ◦ 〈g1, . . . , gn〉(~x) 6 Am

(

n∑

1

gi(~x)

)

6 Am

(

n∑

1

Ami

(∑
~x

)

)

,et don
 f ◦ 〈g1, . . . , gn〉 est m ′-born �ee, ave
 m ′ donn �e par les r �esultats 6 et 7.(
) Soit h = Re
(f, g) ave
 f m-born �ee et g k-born �ee : d'une part h(~x, 0) 6 Am(
∑

~x) 6 Al(0+
∑

~x)d �es que l > m. D'autre part, si l'on pose y = n +
∑

~x, alors h(~x, n) 6 Al(y) implique
h(~x, n+1) 6 Ak(Al(y)+y) et don
 h(~x, n+1) 6 Al(y+1) d �es que Ak(Al(y)+y) 6 Al(y+1) ;
'est le 
as si l− 1 > A(2, k) 
ar alors

Ak(Al(y) + y) < Ak(2Al(y) + 3)

= (Ak ◦A2)(Al(y))

6 Al−1(Al(y))

= Al(y+ 1).En prenant l = max(m, 1+A(2, k)), h est don
 l-born �ee.9. On pro
 �ede par l'absurde en utilisant un argument de diagonalisation : si A �etait p.r., la fon
tion
f : x 7→ A(x, x) le serait aussi, don
 d'apr �es le 8, il existerait un entier m tel que pour tout x,
f(x) 6 A(m,x), en parti
ulier pour x =m+ 1, on aurait f(m+ 1) = A(m+ 1,m+ 1) 6 A(m,m+ 1).Or d'apr �es 5, Am+1(m + 1) > Am(m+ 1+ 1) d'o �u Am+1(m + 1) > Am(m + 1) : 
ontradi
tion.10



1.35 D�e�nition (Fon
tions r �e
ursives) La 
lasse des fon
tions r �e
ursives partielles est la plus petite
lasse X de fon
tions partielles de toutes arit �es 
lose par (R1), (R2), (R3) et telle que :(R4) X est 
lose par minimalisation : si g : Nn+1 ⇀ N est dans X, la fon
tion f d �e�nie par f(~x) =

(µy).(g(~x, y) = 0) est dans X.Remarquons qu'on 
onsid �ere des fon
tions partielles dans la d �e�nition uniquement �a 
ause de (R4).1.36 Remarque (Sur les fon
tions partielles) { L' �egalit �e f = g entre fon
tions partielles signi�e que
f et g ont le même domaine de d �e�nition et prennent la même valeur en 
haque point dudomaine. Des �egalit �es 
omme f = (f+ g)

.{ g entre fon
tions partielles ne sont don
 plus vraies.{ De même, si g1, . . . , gn : Nk ⇀ N et h : Nn ⇀ N, la fon
tion 
ompos �ee f(~x) = h(g1(~x), . . . , gn(~x))est d �e�nie si, et seulement si, g1(~x) ↓, . . . , gn(~x) ↓ et h(g1(~x), . . . , gn(~x)) ↓.{ Si g : Nn ⇀ N, h : Nn+2 ⇀ N, et si la fon
tion f est d �e�nie par r �e
urren
e par f(~x, 0) = g(~x) et
f(~x, y+ 1) = h(~x, y, f(~x, y)), on voit que f(~x, y) ↓ implique f(~x, y− 1) ↓, . . . , f(~x, 0) ↓.{ En�n, soit g : Nn+1 ⇀ N, la fon
tion d �e�nie par f(~x) = (µy).(g(~x, y) = 0) diverge si par exemple
g(~x, 0) diverge, g(~x, 1) = 2, g(~x, 2) = 0 ; f est donn �ee par : f(~x) ↓ et = t si, et seulement si, g(~x, 0) ↓et 6= 0, . . ., g(~x, t− 1) ↓ et 6= 0, g(~x, t) ↓ et = 0.1.37 D�e�nition (Relations r �e
ursives) Une relation R est r �e
ursive si χR l'est.1.38 Lemme Soit S ⊆ Nn une relation r �e
ursive, alors il existe une fon
tion r �e
ursive partielle KS :

Nn ⇀ N telle que KS(~x) ↓⇔ ~x ∈ S, et dans 
e 
as KS(~x) = 1.Preuve | KS(~x) = (µy).(y = 1 et S(~x)). ❚1.39 Proposition Toute fon
tion p.r. est r �e
ursive (et totale). La 
lasse des fon
tions et relationsr �e
ursives est 
lose pour les op �erations d �ej �a �etudi �ees pour la 
lasse des fon
tions p.r. (pour la sub-stitution dans les relations, on ne substitue que par des fon
tions totales).Preuve | La premi �ere assertion est �evidente. Les propri �et �es de 
lôture sont d �emontr �ees 
ommepour les fon
tions p.r., sauf pour 
e qui suit :1. D �e�nition par 
as. f(~x) = g1(~x) si S(~x), g2(~x) sinon. Dans 
ette d �e�nition on veut : pour ~x ∈ S,
f(~x) = g1(~x), don
 f(~x) ↓⇔ g1(~x) ↓, et pour ~x 6∈ S, f(~x) = g2(~x), don
 f(~x) ↓⇔ g2(~x) ↓. D'apr �es lelemme 1.38 il y a 3 possibilit �es :(a) domg2 = ∅ : f(~x) = g1(~x) · KS(~x) et f est bien r �e
ursive,(b) domg1 = ∅ : similaire,(
) sinon, soient ~a1 ∈ domg1 et ~a2 ∈ domg2, et posons I1(~x) = ~x si ~x ∈ S, ~a1 sinon, et I2(~x) = ~xsi ~x 6∈ S, ~a2 sinon. I1 et I2 sont r �e
ursives totales ( �a valeurs ve
torielles) : d �e�nition par 
astriviale. On a f(~x) = (g1 ◦ I1)(~x) · χS(~x) + (g2 ◦ I2)(~x) · χNn\S(~x) don
 f est r �e
ursive.2. Minimalisation born �ee. Soit g une fon
tion r �e
ursive. Dans la d �e�nition f(~x, t) = (µy < t).(g(~x, y) =

0), f(~x, t) = y0 si, et seulement si,(y0 < t, et g(~x, 0) ↓ et 6= 0,. . . , g(~x, y0 − 1) ↓ et 6= 0, et g(~x, y0) = 0) ou(y0 = t, et g(~x, 0) ↓ et 6= 0,. . . , g(~x, y0 − 1) ↓ et 6= 0).Par exemple, si domg = ∅, f(~x, 0) = 0. Maintenant, on pose g+(~x, y, t) = g(~x, y) si y < t, 0 sinon :
g+ est r �e
ursive (d �e�nition par 
as) et f(~x, t) = (µy).(g+(~x, y, t) = 0), don
 f est r �e
ursive.

❚On a vu que la fon
tion d'A
kermann n'est pas p.r. On verra en se
tion 2 qu'elle est en revan
heTuring-
al
ulable (exemple 2.23), et que la 
lasse des fon
tions Turing-
al
ulables 
on
ide ave
 
elledes fon
tions r �e
ursives (th �eor �eme 2.29). Don
 la fon
tion d'A
kermann est r �e
ursive et on a :11



1.40 Th �eor �eme La 
lasse des fon
tions p.r. est stri
tement in
luse dans 
elle des fon
tions r �e
ursives.1.41 Proposition Si R ⊆ Nn+1 est r �e
ursive, alors la fon
tion f(~x) = (µy).R(~x, y) est r �e
ursive.Preuve | f(~x) = (µy).(1
.{ χR(~x, y) = 0). ❚1.42 Exer
i
e Un entier p est appel �e premier jumeau si p et p+2 sont premiers. Une des plus an
iennes
onje
tures non prouv �ees aÆrme qu'il y a une in�nit �e de premiers jumeaux. Soit T(n) le n-i �emenombre premier jumeau. Montrer que T est une fon
tion r �e
ursive partielle, totale si la 
onje
tureest vraie.On va maintenant montrer qu' �a 
ondition d' �etendre un tout petit peu la 
lasse des fon
tions initiales,on peut se passer de la r �e
urren
e primitive dans la 
onstru
tion des fon
tions r �e
ursives. Pour 
elaon introduit le 
odage de G�odel des suites, qui repose sur un lemme d'alg �ebre rappel �e 
i-dessous.1.43 Lemme (Lemme 
hinois) Si p et q sont des entiers premiers entre eux, on a un isomorphisme

Z/pqZ ∼= Z/pZ × Z/qZ. Plus g �en �eralement, si d1, . . . , dn sont des entiers deux �a deux premiers entreeux, on a un isomorphisme Z/d1 · · ·dnZ ∼= Z/d1Z × · · · × Z/dnZ.Preuve | L'appli
ation qui �a la 
lasse modulo pq asso
ie le 
ouple des 
lasses modulo p et q est unmorphisme inje
tif 
ar p et q sont premiers entre eux. Puisque les deux groupes ont même 
ardinalit �e,
'est un isomorphisme. Le 
as g �en �eral se d �eduit trivialement par indu
tion. ❚1.44 Lemme Les nombres 1+ (1+ i) · n!, i = 0, . . . , n− 1, sont deux �a deux premiers entre eux.Preuve | Posons di = 1+ (1+ i) · n!, i = 0, . . . , n− 1. Tout nombre premier p qui divise di est > n :en e�et, sinon, p divise di − (1 + i) · n! = 1, absurde. Supposons qu'il existe un premier p qui divise
di et dj, i < j : alors p divise dj − di = (j − i) · n!, et 
omme p > n, p divise j − i, don
 p 6 j − i < n,
ontradi
tion. ❚1.45 D�e�nition (Codage de G�odel) Les appli
ations ~β : N3 → N, β : N × N → N et β∗ : N → Seq(N)(appel �ee le 
odage de G�odel) sont d �e�nies par :~β(x, y, i) = xmod(1+ (1 + i)y

)

(n)i = β(n, i) = G(n)mod(1+ (1+ i)D(n)
)

β∗(u) = 〈β(D(u), 0), . . . , β(D(u), G(u) − 1)〉o �u G = π2
1 ◦ J−1 et D = π2

2 ◦ J−1 sont les inverses d'un 
odage p.r. des 
ouples J : N2 → N.1.46 Lemme ~β, β et β∗ sont p.r., et pour toute suite 〈x0, . . . , xk−1〉 il existe un entier n tel que (n)i = xi,
i = 0, . . . , k− 1.Preuve | Il est 
lair que ~β, β et β∗ sont p.r. Soit 〈x0, . . . , xk−1〉 une suite. On 
hoisit p > k tel que
1+ (1+ i) · p! > xi, i = 0, . . . , k− 1. Posons di = 1+ (1+ i) · p!. D'apr �es le lemme 
hinois 1.43, il existeun entier a tel que amoddi = xi, i = 0, . . . , k − 1. On a ~β(a, p!, i) = xi 
ar xi < di, don
 on prend
n = J(a, p!). ❚1.47 Proposition La 
lasse des fon
tions r �e
ursives partielles est la plus petite 
lasse X de fon
tionspartielles de toutes arit �es 
lose par (R2), (R4) et :(R'1) X 
ontient les proje
tions, les polynomes �a 
oeÆ
ients entiers et la 
omparaison χ< : N×N → N(χ<(x, y) = 1 si x < y, 0 sinon). 12



Preuve | La 
lasse des fon
tions r �e
ursives est �evidemment 
lose par les s
h �emas (R'1), (R2), (R4).R �e
iproquement, on exprime le s
h �ema (R3) au moyen de (R'1), (R2), (R4). Soit f = Re
(g, h) : Nn+1 →
N, o �u g : Nn → N et h : Nn+2 → N sont 
onstruites ave
 les s
h �emas (R'1), (R2), (R4). Soit la fon
tion

F(~x, y) = (µs)

(

(s)0 = g(~x) et (∀z < y)
(

(s)z+1 = h(~x, z, (s)z)
)

)

.On v �eri�e que F(~x, y) est d �e�ni si, et seulement si, f(~x, 0), . . . , f(~x, y) le sont, et qu'alors (F(~x, y))z =

f(~x, z) pour tout z = 0, . . . , y.{ Si F(~x, y) est d �e�ni, il existe un entier s tel que (F(~x, y))0 = g(~x) = f(~x, 0) et pour tout z 6 y,
(F(~x, y))z+1 = h(~x, z + 1, (F(~x, y))z), don
 (F(~x, y))z = f(~x, z) est d �e�ni pour tout z.{ Si f(~x, 0), . . . , f(~x, y) sont d �e�nis, soit σ la suite 〈f(~x, 0), . . . , f(~x, y)〉 : d'apr �es le lemme 1.46, il existeun entier s tel que (s)z = f(~x, z), z = 0, . . . , y, don
 F(~x, y) est d �e�ni. De plus (F(~x, y))0 = g(~x) =

f(~x, 0), et de (F(~x, y))z = f(~x, z) on d �eduit
(F(~x, y))z+1 = h(~x, z, (F(~x, y))z) = h(~x, z, f(~x, z)) = f(~x, z + 1).Il reste �a montrer que F est 
onstruite ave
 les s
h �emas (R'1), (R2), (R4).Disons qu'une relation est 
onstru
tible au moyen de (R'1), (R2), (R4) lorsque sa fon
tion 
a-ra
t �eristique l'est. On v �eri�e ais �ement que la 
lasse des relations 
onstru
tibles au moyen de (R'1),(R2), (R4) est 
lose par op �erations bool �eennes et quanti�
ation born �ee : pour la quanti�
ation exis-tentielle born �ee par exemple, on a (∃x < y)P(x, ~a) si, et seulement si, (µx)P(x, ~a) < y. Si le 
odage des
ouples sous-ja
ent est le polynome J3 de l'exemple 1.20, G et D sont don
 
onstru
tibles au moyende (R'1), (R2), (R4). De plus la soustra
tion s' �e
rit x .{ y = µz(x < y+ z+ 1) et :
xmody = µz

(

z < y et y divise x .{ z)
= µz

(

z < y et (∃t < x .{ z+ 1)(ty = x
.{ z)).On en 
on
lut que (n)i, 
ompos �ee de polynomes �a 
oeÆ
ients entiers, de G et D et de la fon
tionmod, et par 
ons �equent F sont 
onstru
tibles ave
 les s
h �emas (R'1), (R2), (R4). ❚2 Ma
hines de Turing2.1 Ma
hinesOn �xe un ensemble �a quatre �el �ements {�,⊢,⊤,⊥}. � s'appelle le 
ara
t �ere blan
, ⊢ l' �etat initial,

⊤ l' �etat �nal a

eptant et ⊥ l' �etat �nal rejetant.2.1 D�e�nition (Ma
hine de Turing, 1936) Une ma
hine de Turing (d �eterministe �a un ruban) est untriplet M = (Σ, S, T) o �u Σ et S sont des ensembles �nis disjoints et disjoints de {�,⊢,⊤,⊥}, et T estune appli
ation de (S∪ {⊢})× (Σ∪ {�}) dans (S∪ {⊤,⊥})× (Σ∪ {�})× {−1, 0,+1}. On appelle Σ l'alphabetde M, on note Σ� = Σ ∪ {�}, on appelle S l'ensemble des �etats de M et T sa fon
tion de transition.2.2 D�e�nition (Con�guration) Soit M = (Σ, S, T) une ma
hine de Turing. Une 
on�guration est un tri-plet (s, f, n) o �u s ∈ S ∪ {⊢,⊤,⊥} est un �etat, n ∈ Z (appel �e la position du 
urseur) et f : Z → Σ� estune fon
tion (appel �ee le 
ontenu du ruban) qui vaut � sauf pour un nombre �ni d'entiers. Si la 
on�-guration κ = (s, f, n) est telle que f(n + p + i) = f(n − q − i) = � pour tout i > 0, on pourra utiliserpour κ la notation (s, v,w), o �u v est le mot f(n − 1) ∗ f(n − 2) ∗ · · · ∗ f(n − q) ∈ Σ�∗ et w est le mot
f(n) ∗ f(n + 1) ∗ · · · ∗ f(n + p) ∈ Σ�∗. 13



On repr �esente souvent une 
on�guration (s, xi−1 · · · x1, xixi+1 · · · xn) par le diagramme suivant :
s

· · · � x1 · · · xi−1 xi xi+1 · · · xn � · · ·o �u les 
ara
t �eres sont �e
rits sur un ruban in�ni presque partout rempli de �. On peut indiquer la
ase num�erot �ee 0 ou bien le num�ero n de la 
ase 
ourante (d �esign �ee par l' �etat 
ourant s). Observonsque la deuxi �eme notation pour une 
on�guration, (s, v,w), n'est pas une repr �esentation univoque :on peut ajouter des �, par exemple (s, v,w) et (s, v��, w�) repr �esentent la même 
on�guration. Deplus, 
ette deuxi �eme notation oublie la position de la 
ase num�erot �ee 0. Cet oubli est justi� �e par lelemme 2.5 qui exprime une invarian
e par translation de la relation d'ex �e
ution, et par le fait que lespropri �et �es observ �ees ne d �ependent pas de la position du 
urseur (d �e�nition 2.15).2.3 D�e�nition (Cal
ul ou ex �e
ution) On dit qu'une ma
hine de Turing M = (Σ, S, T) fait passer de la
on�guration κ = (s, f, n) �a la 
on�guration κ ′ = (s ′, f ′, n ′) lorsque :{ T(s, x) = (s ′, x ′, d),{ f(n) = x et f ′(n) = x ′,{ f ′(i) = f(i) pour tout i 6= n,{ n ′ = n + d.On dit aussi que M m�ene de κ �a κ ′ ou que κ ′ d �e
oule de κ, et on le note
κ

M
−→ κ ′.On appelle 
ette relation entre 
on�gurations la relation d'ex �e
ution. Une suite de 
on�gurations

κ0, κ1, . . ., �nie ou non, telle que M m�ene de κi �a κi+1 pour tout i > 0, est appel �ee un 
al
ul ou unes �equen
e d'ex �e
ution. On �e
rit
κ

Mk

−→ κ ′et on dit que κ ′ d �e
oule de κ en k �etapes quand il existe une s �equen
e d'ex �e
ution �nie κ0, κ1, . . . , κktelle que κ = κ0 et κk = κ ′.2.4 Exemple Si M = (Σ, S, T) est une ma
hine de Turing, κ est la 
on�guration repr �esent �ee par lediagramme pr �e
 �edent, soit (s, xi−1 · · ·x1, xixi+1 · · · xn), et T(s, xi) = (s ′, x ′i,+1), alors M fait passer de
κ �a la 
on�guration suivante :

s ′

· · · � x1 · · · xi−1 x ′

i xi+1 · · · xn � · · ·2.5 Lemme (Invarian
e par translation) Soient M = (Σ, S, T) une ma
hine de Turing et p ∈ Z. Si κ =

(s, f, n) est une 
on�guration quel
onque, soit κ ′ la 
on�guration (s, f ′, n+p) o �u f ′(i+p) = f(i). Alors :
κ0

M
−→ κ1 si, et seulement si, κ ′

0

M
−→ κ ′

1.La preuve est triviale.2.2 AlgorithmesUne ma
hine de Turing sert �a d �e
ider des langages et 
al
uler des fon
tions. On peut d'ailleursnoter que la d �e
ision d'un langage L ⊆ Σ∗ d'alphabet Σ revient au 
al
ul de sa fon
tion 
ara
t �eristique
χL : Σ∗ → {0, 1}. 14



2.6 D�e�nition (Ma
hines et mots) Soit M une ma
hine de Turing d'alphabet Σ. La 
on�guration ini-tiale asso
i �ee �a v ∈ Σ∗ est (⊢, ε, v). Une 
on�guration dont l' �etat est un des deux �etats �naux estappel �ee une 
on�guration �nale, a

eptante ou rejetante selon le 
as. On dit que M(v) 
onverge surl'entr �ee v ou simplement que M(v) 
onverge, et on le note
M(v) ↓s'il existe un entier k tel que M fait passer en k �etapes de la 
on�guration initiale asso
i �ee �a v �a une
on�guration �nale : on peut pr �e
iser alors que M(v) 
onverge en k �etapes. Dans le 
as 
ontraire, ondit que M(v) diverge et on le note
M(v) ↑ .En 
as de 
onvergen
e, si la 
on�guration �nale est a

eptante (resp. rejetante), on dit plus pr �e
is �ementque M a

epte (resp. rejette) v et on note

M(v) ↓o (resp. M(v) ↓n).En 
as d'a

eptation, si la 
on�guration �nale est (⊤, ε,w) ave
 w ∈ Σ∗, on dit que M(v) = w.L'utilisation de la notation M(v) dans tous les 
as de �gure (divergen
e, 
onvergen
e ave
 a

eptation,rejet ou r �esultat) signi�e qu'on interpr �ete en l'o

urren
e une ma
hine 
omme une fon
tion de Σ∗ dansl'ensemble {↑, ↓n}∪
(

{↓o}×Σ∗
). Il est int �eressant de noter qu'on donne 
omme entr �ee �a une ma
hine Md'alphabet Σ un mot sur Σ (et non sur Σ�) : l'important est que M sa
he o �u 
ommen
e et s'arrête sonentr �ee, 
'est pourquoi on ne part pas d'une 
on�guration trop quel
onque (⊢, v,w) ave
 v,w ∈ Σ�∗.2.7 D�e�nition (Temps de 
al
ul) Soient une ma
hine de Turing M d'alphabet Σ et une fon
tion f : N →

R+. On dit que M op �ere en temps f (ou f(n)) si pour tout v ∈ Σ∗, M(v) 
onverge en au plus f(|v|)�etapes.L'utilisation de fon
tions �a valeurs r �eelles pourmesurer le temps n'est qu'une 
ommodit �e qui dispensed' �e
rire d'inutiles parties enti �eres.2.8 D�e�nition (Ma
hines, langages et relations) Soient L ⊆ Σ∗ un langage et M une ma
hine de Turingd'alphabet 
ontenant Σ. On dit que M a

epte L lorsque pour tout v ∈ Σ∗, v ∈ L si, et seulement si,
M a

epte v. On dit que M d �e
ide le langage L lorsque pour tout v ∈ L, M a

epte v et pour tout
v ∈ Σ∗ \ L, M rejette v. Plus g �en �eralement, soient R ⊆ (Σ∗)p une relation et M une ma
hine deTuring d'alphabet 
ontenant Σ∪ {#}, ave
 # 6∈ Σ. On dit que M a

epte la relation R lorsque pour tout
(v1, . . . , vp) ∈ (Σ∗)p, (v1, . . . , vp) ∈ R si, et seulement si, M a

epte v1# · · ·#vp, et on dit que M d �e
ide larelation R lorsque pour tout (v1, . . . , vp) ∈ R, M a

epte v1# · · ·#vp et pour tout (v1, . . . , vp) ∈ (Σ∗)p \R,
M rejette v1# · · ·#vp.Un langage est semi-d �e
idable (ou r �e
ursivement �enum�erable) s'il existe une ma
hine de Turingqui l'a

epte. Un langage est d �e
idable (ou r �e
ursif) s'il existe une ma
hine de Turing qui le d �e
ide. Unlangage est 
o-r �e
ursivement �enum�erable si son 
ompl �ementaire est r �e
ursivement �enum�erable. Unlangage qui n'est pas d �e
idable est dit ind �e
idable. On note RE (resp. 
oRE) l'ensemble des langagesr �e
ursivement �enum�erables (resp. 
o-r �e
ursivement �enum�erables) et R 
elui des langages r �e
ursifs.Un langage L dont on souhaite d �eterminer s'il est semi-d �e
idable, d �e
idable, et
, on l'appellesouvent un probl �eme.On peut observer que pour d �e
ider un langage L ⊆ Σ∗, on s'autorise �a prendre une ma
hine d'alphabetplus grand. En fait, 
e n'est pas tr �es important, et 
ette 
onvention est surtout destin �ee �a uniformiserla d �e�nition dans le 
as de relations R d'arit �e quel
onque : l �a, on a besoin d'un s �eparateur # qui nesoit pas dans l'alphabet Σ de R. En revan
he, si l'arit �e est 
onstante et 
onnue, disons p, on peutrempla
er les s �eparateurs # par des blan
s �. 15



2.9 Exemple Le langage L = {apbp, p ∈ N} sur l'alphabet Σ = {a, b} est d �e
idable. Pour montrer 
ela,on d �e�nit une ma
hine de Turing M qui, �etant donn �e un motw ∈ {a, b}∗, e�a
e si possible la lettre a leplus �a gau
he (et rejette sinon), se d �epla
e le plus possible �a droite du mot, e�a
e si possible la lettre
b le plus �a droite, retourne �a gau
he, et re
ommen
e si le mot n'est pas vide. Ce qu'on formalise dela mani �ere suivante : M = (Σ, S, T), o �u S = {0, 1, 2, 3} et T est d �e�nie par la table

a b �

⊢ 0, a, 0 0, b, 0 0,�, 0

0 1,�,+1 ⊥ ⊤
1 1, a,+1 1, b,+1 2,�,−1

2 ⊥ 3,�,−1 ⊥
3 3, a,−1 3, b,−1 0,�,+1o �u on n'a indiqu �e que l' �etat lorsque 
'est un �etat �nal (⊤ ou ⊥), sans se pr �eo

uper du 
ara
t �ere �e
ritet du d �epla
ement qui sont alors sans int �erêt.2.10 Exer
i
e �E
rire les deux suites de 
on�gurations de la ma
hine M d �e�nie dans l'exemple 2.9, enpartant de la 
on�guration initiale asso
i �ee au mot aabb (a

ept �e), puis au mot aab (refus �e). Montrer,par r �e
urren
e sur la longueur du mot w ∈ {a, b}∗, que w est a

ept �e s'il est de la forme apbp, refus �esinon. En d �eduire que M d �e
ide L.2.11 Exer
i
e Montrer que tout langage automatique (ou, 
e qui revient au même, r �egulier) estr �e
ursif.L'exemple 2.9 montre don
 que l'ensemble des langages r �eguliers sur Σ est stri
tement in
lus dansl'ensemble des langages r �e
ursifs sur Σ.2.12 Proposition R est une alg �ebre de Boole et R = RE ∩ 
oRE.Preuve | Le langage vide et le langage Σ∗ sont trivialement r �e
ursifs. Si L est r �e
ursif, son 
ompl �e-mentaire l'est aussi : on �e
hange a

eptation et rejet dans une ma
hine de Turing qui d �e
ide L. En�n,R est 
lose par interse
tion et union, 
e qu'on montre fa
ilement en 
ombinant les r �eponses des deuxma
hines.Il est 
lair que RE ⊇ R, et don
 que 
oRE ⊇ R d'apr �es 
e qui pr �e
 �ede. R �e
iproquement, si L et Σ∗ \Lsont a

ept �es par des ma
hines M et M ′, on peut 
onstruire une ma
hine N qui entrela
e les 
al
ulsde M et de M ′, 
'est- �a-dire alterne une �etape de M et une �etape de M ′ ; N a

epte si une �etape de Maboutit �a un �etat a

eptant, et rejette si une �etape de M ′ aboutit �a un �etat a

eptant. ❚2.13 Exer
i
e D�e�nir expli
itement la ma
hine invoqu �ee dans la preuve de la proposition 2.12.2.14 D�e�nition (Ma
hines et fon
tions) Soient f : (Σ∗)p → (Σ∗)q une fon
tion et M une ma
hine deTuring d'alphabet 
ontenant Σ∪ {#}, ave
 # 6∈ Σ. Pour tout (v1, . . . , vp) ∈ (Σ∗)p, on pose M(v1, . . . , vp) =

M(v1#v2# · · ·#vp). On dit que M 
al
ule f lorsque pour tout (v1, . . . , vp) ∈ (Σ∗)p, M(v1, . . . , vp) =

w1# · · ·#wq si f(v1, . . . , vp) = (w1, . . . , wq). Une fon
tion est dite Turing-
al
ulable s'il existe une ma-
hine de Turing qui la 
al
ule.2.15 D�e�nition ( �Equivalen
e d �enotationnelle) Deux ma
hines de Turing M et M ′ de même alphabet Σsont d �enotationnellement �equivalentes, 
e qu'on note M ∼ M ′, si pour tout v ∈ Σ∗ :{ M(v) ↑ si, et seulement si, M ′(v) ↑,{ M(v) ↓n si, et seulement si, M ′(v) ↓n,{ M(v) ↓o si, et seulement si, M ′(v) ↓o,{ M(v) = w si, et seulement si, M ′(v) = w. 16



On a �evidemment :2.16 Lemme Si deux ma
hines de Turing d'alphabet Σ sont d �enotationnellement �equivalentes, ellesd �e
ident le même langage sur Σ. Si deux ma
hines de Turing d'alphabet Σ + {#} sont d �enotationnel-lement �equivalentes et p, q ∈ N, elles 
al
ulent la même fon
tion de (Σ∗)p dans (Σ∗)q.2.17 Exer
i
e D�e�nir une ma
hine de Turing d �eterministe �a un ruban qui attend en entr �ee un mot
w ∈ Σ∗ et le duplique, 
'est- �a-dire s'arrête dans la 
on�guration (⊤, ε,w#w).2.18 Exer
i
e 1. Montrer que toute ma
hine de Turing est d �enotationnellement �equivalente �a unema
hine de Turing dont la fon
tion de transition n'utilise que les d �epla
ements +1 et −1 (jamaisde sur-pla
e).2. Montrer que toute ma
hine de Turing est d �enotationnellement �equivalente �a une ma
hine deTuring o �u la 
ontrainte 
i-dessus sur les d �epla
ements est rempla
 �ee par la 
ontrainte suivantesur l' �e
riture : on suppose que le langage est {0, 1} et on demande, �etant donn �ee une ma
hinema
hine M, que la nouvelle ma
hine M ′ 
hange syst �ematiquement la lettre lue, autrement dit

T(s, 0) = (s ′, 1, d) et T(s, 1) = (s ′, 0, d).3. Les deux 
ontraintes 
i-dessus sont-elles 
ompatibles (peut-on 
onstruireM ′ satis�ant les deux) ?2.3 Représentation des donnéesOn s'int �eresse parti
uli �erement aux fon
tions et probl �emes sur deux types de donn �ees : les entiersnaturels et les graphes �nis. Sauf mention 
ontraire, les entiers naturels sont repr �esent �es en binaire,et les graphes sont repr �esent �es de l'une des deux mani �eres suivantes :{ soit par le 
ouple (V, E) o �u V est la liste des sommets (par exemple une liste d'entiers 1, . . . , neux-mêmes repr �esent �es en binaire) et E est l'ensemble des ar
s repr �esent �es 
omme des 
ouplesde sommets ;{ soit par leur matri
e d'adja
en
e.Ces deux repr �esentations sont polynomialement �equivalentes dans la mesure o �u la taille d'une repr �e-sentation est major �ee par un polynôme en la taille de l'autre, et vi
e-versa. De même, pour tout b > 2,la repr �esentation des entiers en base b est polynomialement �equivalente �a la repr �esentation binaire.Ce n'est �evidemment pas le 
as de la repr �esentation unaire, qui est exponentiellement plus 
oûteuse.La question du 
oût d'une repr �esentation ne nous int �eresse toutefois qu'en vue de la se
tion 4 :tant qu'on ne s'o

upe pas de 
omplexit �e, on peut �a la limite se 
ontenter de remarquer que lesfon
tions de passage d'une repr �esentation �a l'autre sont 
al
ulables. Ainsi, les fon
tions de passageentre repr �esentations unaire et binaire des entiers sont �evidemment 
al
ulables.2.19 Exer
i
e D�e�nir une ma
hine de Turing 
al
ulant la fon
tion, de {1}∗ dans {0, 1}∗, qui asso
ie aumot 1n = 1 ∗ · · · ∗ 1 
onstitu �e de n lettres 1 et repr �esentant l'entier n en unaire, le mot sur {0, 1} quirepr �esente n en binaire.2.20 Exer
i
e D�e�nir une ma
hine de Turing qui 
al
ule le pr �ed �e
esseur d'un entier repr �esent �e enunaire. Même question en repr �esentation binaire.2.21 Exemple (A

essibilit �e) On se donne un graphe (dirig �e, �ni) G = (V, E) et deux sommets v1, v2 ∈
V. Le probl �eme dit d'a

essibilit �e, not �e Acc, est de d �eterminer s'il existe un 
hemin (orient �e) de v1 vers
v2. Notons que Acc est un langage, par exemple sur l'alphabet {0, 1} si l'on 
onvient que les sommetssont les entiers 1, . . . , n repr �esent �es en binaire, et il s'agit don
 de d �e�nir un algorithme qui d �e
ide lelangage Acc. Une m�ethode est de 
onstruire deux suites d'ensembles de sommets Ap, Bp, p > 0 : onpart de A0 = B0 = {v1} ; �a l' �etape p, on 
hoisit un sommet ip ∈ Ap et on pose

Ap+1 = Ap \ {ip} ∪ Cp et Bp+1 = Bp ∪ Cp,17



o �u Cp est l'ensemble des sommets j /∈ Bp tels que G ait une ar �ete de ip vers j. On s'arrête quand Apest vide. Alors, on a

epte si v2 ∈ Bp et on rejette dans le 
as 
ontraire.2.22 Exer
i
e D�e�nir une ma
hine de Turing qui formalise l'algorithme de l'exemple 2.21. Montrerque 
ette ma
hine d �e
ide Acc.2.23 Exemple (Fon
tion d'A
kermann) La fon
tion d'A
kermann A : N2 → N, d �e�nie dans le probl �eme1.34, est 
al
ul �ee par l'algorithme suivant. On utilise la repr �esentation unaire des entiers. L'alphabetest don
 {1}. �Etant donn �es des entiers m et n, on part de la 
on�guration initiale (⊢, ε, 1m#1n). Une
on�guration obtenue �a partir d'une telle 
on�guration initiale sera de la forme
(s,w1# · · ·#wr#, u#v),o �u s est un �etat et u, v,w1, . . . , wr ∈ {1}∗. Une �etape de 
al
ul 
onsiste, si disons u = 1p et v = 1q, �a
al
uler A(p, q) pour se retrouver dans la 
on�guration

(g,w1# · · ·#wr#, 1A(p,q)).I
i, g est un �etat parti
ulier dans lequel la ma
hine teste s'il y a quelque 
hose d' �e
rit �a gau
he du
urseur, 
'est- �a-dire si r > 0. Si oui, on d �e
ale le premier mot �a gau
he du 
urseur vers la droite pourse retrouver dans la 
on�guration
(⊢, w1# · · ·#wr−1#, wr#1A(p,q))et re
ommen
er. Sinon, on a termin �e l'algorithme.D �e
rivons maintenant une �etape de 
al
ul �a partir de (s,w1# · · ·#wr#, u#v). Si u = ε, la ma
hinere
opie v au d �ebut du ruban, ajoute un 1 et l' �etape est �nie (on a bien 
al
ul �e A(0, q) = q+1, si disons

v = 1q). Si u 6= ε et v = ε, la ma
hine �e
hange le dernier 1 de u ave
 le # qui suit (
'est- �a-dire rempla
e
1p+1# par 1p#1, si u = 1p+1) et l' �etape est �nie (l' �etape suivante va alors 
al
uler A(p, 1) = A(p+1, 0)).Si en�n u 6= ε et v 6= ε, disons u = 1p+1 et v = 1q+1, la ma
hine re
opie 1p �a gau
he du 
urseur et
1p+1#1q �a droite pour se retrouver dans la 
on�guration

(⊢, w1# · · ·#wr#1p#, 1p+1#1q),et re
ommen
er, a�n de 
al
uler A(p+ 1, q+ 1) = A(p,A(p+ 1, q)) ; 
ette �etape termine 
ar la taille dela partie du ruban �a droite du 
urseur d �e
roit stri
tement (de p+ 1+ q+ 1 �a p + 1+ q).2.4 Variantes2.24 D�e�nition (Ma
hine �a plusieurs rubans) Une ma
hine de Turing d �eterministe �a k rubans est untriplet M = (Σ, S, T), o �u Σ et S sont 
omme dans la d �e�nition 2.1 et T est une appli
ation
(S ∪ {⊢}) × (Σ ∪ {�})k → (S ∪ {⊤,⊥})×

(

(Σ ∪ {�}) × {−1, 0,+1}
)k
.Une 
on�guration �a k rubans est un k+ 2-uplet (s, f1, . . . , fk, n) o �u s ∈ S ∪ {⊢,⊤,⊥} est un �etat, n ∈ Zk(la position des 
urseurs) et fj : Z → Σ�, j = 1, . . . , k, est une fon
tion qui vaut � sauf pour un nombre�ni d'entiers. On utilise pour une 
on�guration la notation (s, v1, w1, . . . , vk, wk) o �u les vj, wj ∈ Σ�,

j = 1, . . . , k, sont 
omme dans la d �e�nition 2.2 ; on appelle fj ou (vj, wj) le 
ontenu du j �eme ruban.On dit que M fait passer de la 
on�guration (s, f1, . . . , fk, n) �a la 
on�guration (s ′, f ′1, . . . , f
′

k, n
′)lorsque :

T(s, x1, . . . , xk) = (s ′, x ′

1, d1, . . . , x
′

k, dk)et pour tout j = 1, . . . , k : 18



{ fj(nj) = xj et f ′(nj) = x ′

j,{ f ′j(i) = fj(i) pour tout i 6= nj,{ n ′

j = nj + dj.La notion de s �equen
e d'ex �e
ution est 
alqu �ee sur 2.3. La 
on�guration initiale (resp. �nale) asso
i �ee�a v ∈ Σ∗ a tous ses rubans vides sauf le premier qui 
ontient (ε, v). Les notions de 
on�gurationa

eptante, rejetante sont identiques, ainsi que 
elle de temps de 
al
ul, et on note M(v) = w sila 
on�guration �nale est a

eptante et le 
ontenu du premier ruban soit (ε,w). Les d �e�nitions delangage a

ept �e, refus �e, de fon
tion 
al
ul �ee et d' �equivalen
e d �enotationnelle sont alors identiques.Comme on le verra, la possibilit �e de 
al
uler sur plusieurs rubans est souvent bien 
ommode. Mais
omme l'aÆrme la proposition suivante, 
ette lib �eralisation du mod �ele de 
al
ul ne 
hange rien d'es-sentiel au pouvoir 
al
ulatoire (fa
teur quadratique).Rappelons les notations O, o et ∼ d'analyse. Soient f et g deux appli
ations de N ou R dans R. Si
f > 0, on dit que f = O(g) (f est un grand \o" de g) s'il existe une 
onstante c > 0 telle que pour tout
x ∈ X, |f(x)| 6 c · g(x). On dit que f = o(g) (f est un petit \o" de g) si f(x)/g(x) →x→+∞ 0. On dit que
f ∼ g (f est �equivalente �a g) si f = O(g) et g = O(f).2.25 Proposition Toute ma
hine de Turing d �eterministe M �a k rubans est d �enotationnellement �equi-valente �a une ma
hine de Turing d �eterministe M ′ �a 1 ruban. Si M op �ere en temps f(n), M ′ op �ere entemps O(f(n)2).Preuve | Soit M = (Σ, S, T). Soit _Σ + { _�} une 
opie de Σ + {�} 
onstitu �ee des nouvelles lettres\point �ees" _x pour x ∈ Σ + {�}. Le langage Σ ′ de M ′ est l'ensemble (Σ+ _Σ+ {�, _�}

)k, et on identi�ele k-uplet (�, . . . ,�) ave
 le 
ara
tre vide �. Une 
on�guration (s, f1, . . . , fk, n) de M est simul �ee par
(s, g,mink

i=1 ni), o �u g(p) = (g1(p), . . . , gk(p)) ∈ Σ ′ est d �e�ni 
omme suit pour tout p ∈ Z :
gi(p) =

{
x si p 6= ni et x = fi(p),_x si p = ni et x = fi(p).Pour simuler une �etape de M, M ′1. lit le ruban de gau
he �a droite en enregistrant su

essivement dans l' �etat les k lettres point �ees_x1, . . . , _xk,2. 
al
ule T(s, x1, . . . , xk) = (s ′, x ′

1, d1, . . . , x
′

k, dk),3. revient de droite �a gau
he en rempla�
ant 
haque _xi par _x ′

i et en e�e
tuant les d �epla
ements,4. e�e
tue �eventuellement un d �epla
ement �a gau
he pour pla
er le 
urseur sur la plus petite 
ase
p 
ontenant une lettre point �ee,5. en�n passe dans l' �etat s ′.Si M op �ere en temps f(n), puisqu'alors les longueurs des rubans en jeu sont major �ees par f(n) (onne peut pas �e
rire plus de t lettres dans une dur �ee t), la taille d'une 
on�guration de M ′ est major �eepar 1+ f(n). En 
omptant l'aller-retour plus les 
hangements de lettres point �ees, une �etape de M estdon
 simul �ee en au plus 2+ 2k(f(n) + 1) + 2k �etapes. Soit en tout un temps de 
al
ul de O(f(n)2). ❚2.26 D�e�nition (Ma
hine non-d �eterministe) Une ma
hine de Turing non-d �eterministe �a k rubans estun triplet M = (Σ, S, T), o �u Σ et S sont 
omme dans la d �e�nition 2.1 et

T ⊆ (S ∪ {⊢})× (Σ ∪ {�})k × (S ∪ {⊤,⊥})×
(

(Σ ∪ {�}) × {−1, 0,+1}
)kest une relation. Les d �e�nitions relatives aux 
on�gurations sont 
omme en 2.24. En 
onsid �erant T
omme une fon
tion de (S ∪ {⊢})× (Σ ∪ {�})k dans P((S ∪ {⊤,⊥})× ((Σ ∪ {�}) × {−1, 0,+1})k

), on a unenotion de s �equen
e d'ex �e
ution non-deterministe 
alqu �ee sur 2.24. Une s �equen
e d'ex �e
ution est
onvergente (resp. a

eptante, rejetante) si elle est �nie et ne peut être 
ontinu �ee (resp. se termine19



par une 
on�guration a

eptante, rejetante), divergente si elle est in�nie. On dit que M a

epte v s'ilexiste une s �equen
e d'ex �e
ution a

eptante partant de la 
on�guration initiale asso
i �ee �a v. On ditque M rejette v dans tous les autres 
as. Les notions de langage a

ept �e, refus �e s'en d �eduisent.On dit que M 
al
ule f : (Σ∗)p → Σ∗ lorsque pour tout (v1, . . . , vp) ∈ (Σ∗)p, toute s �equen
ed'ex �e
ution partant de la 
on�guration initiale asso
i �ee �a (v1, . . . , vp){ ou bien diverge,{ ou bien termine sur la 
on�guration �nale asso
i �ee �a f(v1, . . . , vp).�Etant donn �ee une fon
tion f : N → R+, M op �ere en temps f(n) si pour tout v ∈ Σ∗, toute s �equen
ed'ex �e
ution de M �a partir de v 
onverge en au plus f(|v|) �etapes.Le point important dans la d �e�nition 
i-dessus est l'asym �etrie entre a

eptation d'une entr �ee (aumoins une des s �equen
es d'ex �e
ution partant de 
ette entr �ee est a

eptante) et rejet (au
une s �equen
ed'ex �e
ution n'est a

eptante, 
'est- �a-dire toute s �equen
e d'ex �e
ution est rejetante ou divergente).En tant que mod �ele de 
al
ul, les ma
hines de Turing non-d �eterministes ne sont pas tr �es r �ealistes,mais elles donnent lieu �a des 
lasses de 
omplexit �e tr �es importantes, et on verra que dans 
ertains
as, notamment la 
omplexit �e en temps polynomial, on peut rempla
er 
ette notion par des v �eri�eurs(d �e�nition 4.12), qui 
orrespondent mieux �a l'intuition. La proposition suivante aÆrme que les ma-
hines non-d �eterministes n'apportent rien du point de vue de la 
al
ulabilit �e, mais leur simulationpar des ma
hines d �eterministes implique une 
roissan
e a priori exponentielle du temps de 
al
ul.2.27 Proposition Toute ma
hine de Turing non-d �eterministe M �a 1 ruban est d �enotationnellement�equivalente �a une ma
hine de Turing d �eterministe M ′ �a 3 rubans. Si M op �ere en temps f(n), M ′ op �ereen temps O(cf(n)) pour une 
ertaine 
onstante c > 1.Preuve | On se 
ontente de l'id �ee, qui est tr �es simple. Les s �equen
es d'ex �e
ution de M = (Σ, S, T)�a partir de l'entr �ee v forment un arbre planaire A. En 
onsid �erant T 
omme une fon
tion non-deterministe et don
 T(s, x) ∈ P((S∪ {⊤,⊥})× ((Σ∪ {�})× {−1, 0,+1})k
) 
omme un ensemble de transi-tions possibles, on voit que A est �a bran
hement born �e par le maximum d des 
ardinalit �es de T(s, x)pour s ∈ S et x ∈ Σ�. M ′ va don
 essentiellement par
ourir l'arbre A, en prenant soin de pro
 �ederpar profondeur 
roissante (toutes les bran
hes de longueur 1, puis de longueur 2, et
) a�n d' �eviter departir dans une bran
he in�nie alors qu'une autre bran
he m�enerait �a un �etat a

eptant. M ′ a

eptesi une bran
he de M a

epte, refuse sinon. Si M op �ere en temps f(n), le temps de 
al
ul de M ′ est

O





∑

16i6f(n)

di · i



 = O(cf(n))pour une 
ertaine 
onstante c > 1. ❚2.28 Exer
i
e Pr �e
iser la preuve de la proposition 2.27.2.5 Thèse de Chur
h2.29 Th �eor �eme La 
lasse des fon
tions Turing-
al
ulables 
o��n
ide ave
 
elle des fon
tions r �e
ursives.Le th �eor �eme 2.29 a

r �edite la th �ese, dite th �ese de Chur
h, selon laquelle les fon
tions r �e
ursives oude mani �ere �equivalente les ma
hines de Turing 
apturent bien la notion intuitive de \
al
ulabilit �e".D'autres d �e�nitions ont �et �e propos �ees : fon
tions λ-d �e�nissables de Chur
h (1941), fon
tions 
al
u-lables par des ma
hines �a registre. . . , qu'on ne verra pas dans 
e 
ours, et donnent lieu la même
lasse de fon
tions 
al
ulables.Preuve| On laisse au le
teur le soin de montrer que toute fon
tion r �e
ursive est Turing-
al
ulable,20



par une fa
ile indu
tion sur sa 
onstru
tion au moyen des s
h �emas (R1) �a (R4) (d �e�nitions 1.2 et 1.35).D'apr �es la proposition 2.25, on pourra pour plus de 
ommodit �e utiliser plusieurs rubans.On prouve la r �e
iproque, �a savoir que toute fon
tion Turing-
al
ulable f : Np → N est r �e
ursive. Soitdon
 M = (Σ, S, T) une ma
hine de Turing (d �eterministe) �a un seul ruban 
al
ulant f. On suppose queles entiers sont repr �esent �es en unaire, et pour simpli�er, on se d �ebarrasse tout de suite du symboleauxiliaire # en supposant qu'un p-upluet d'entiers (n1, . . . , np) est entr �e sous la forme 1n1� · · ·�1np(au lieu de 1n1# · · ·#1np ) : on peut toujours le faire, 
ar �a p �x �e on sait o �u sont les bornes de l'entr �ee(les p mots de {1}∗ s �epar �es par p− 1 �). L'alphabet est don
 Σ = {1}. On suppose aussi que l'ensembled' �etats S est {1, . . . , e}. On 
ode l' �etat initial ⊢ par 0 et les �etats �naux⊤,⊥ respe
tivement par e+1, e+2.On 
ode une 
on�guration (s, v,w) de M (v,w ∈ {1,�}∗) par le quadruplet d'entiers
Ψ(s, v,w) = (s,ψ(v), x, ψ(w ′)),o �u w = xw ′ (ave
 x = 0 si w = ε) et ψ(v) est l'entier dont le mot v est la repr �esentation binaire, ��etant rempla
 �e par 0. Par exemple, la 
on�guration

7

· · · � 1 � 1 � � 1 1 � · · ·est 
od �ee par le quadruplet (7, 5, 0, 6). Soit g : Np+1 → N4 la fon
tion qui �a (~n, t) = (n1, . . . , np, t)asso
ie le 
ode Ψ(s, v,w) de la 
on�guration obtenue en t �etapes �a partir de la 
on�guration initialeasso
i �ee �a ~n. Soient g1, g2, g3, g4 : Np+1 → N les 4 
omposantes de g.On montre que g1, g2, g3, g4 sont p.r. Pour t = 0, on a g1(~n, 0) = g2(~n, 0) = 0. De plus, g3(~n, 0) = 1si n1 > 1, 0 sinon. Ensuite, l'entier dont la repr �esentation unaire est 1n est 2n − 1, l'entier dont larepr �esentation unaire est 1n1−101n2 est 2n1−1 −1+2n1(2n2 −1) = 2n1+n2 −1−2n1−1, et un petit 
al
ulmontre que
g4(~n, 0) = 2n1+···+np+p−2 − 1−

p−1∑

i=1

2n1+···+ni+i−1.Passons �a t > 0 et notons T(s, x) = (s ′, x ′, d) = (T1(s, x), T2(s, x), T3(s, x)). On veut 
al
uler g(~n, t + 1),don
 on part de s = g1(~n, t) et x = g3(~n, t). Dans le 
as o �u d = T3(s, x) = +1, on a
g1(~n, t+ 1) = T1(s, x)

g2(~n, t+ 1) = 2g2(~n, t) + T2(s, x)

g3(~n, t+ 1) = g4(~n, t)mod 2
g4(~n, t+ 1) = g4(~n, t)div 2,et on a des formules semblables dans les deux autres 
as d = −1 ou 0. Ce qui montre que g1, g2, g3, g4sont obtenues par r �e
urren
e 
rois �ee sur t (proposition 1.22), et sont don
 p.r.Maintenant, pour re
onstruire f �a partir de g, introduisons la fon
tion partielle h : Np → N qui �a ~nasso
ie l'unique entier t, s'il existe, tel que g(~n, t) est le 
ode d'une 
on�guration a

eptante, 
'est- �a-dire tel que g1(~n, t) = e+ 1 et g1(~n, t ′) 6= e+ 1 pour tout t ′ < t. Don
 h est d �e�nie par minimalisation�a partir d'une relation p.r., et est r �e
ursive. Par 
ons �equent, la fon
tion de Np dans N qui asso
ie�a ~n l'entier g3

(

~n, h(~n)
)

+ 2g4

(

~n, h(~n)
) est �egalement r �e
ursive. Puisque M 
al
ule f, 
et entier vaut

2f(~n) − 1, et don

f(~n) =

[log2

(

1+ g3

(

~n, h(~n)
)

+ 2g4

(

~n, h(~n)
)

)]

,qui est bien r �e
ursive puisque la fon
tion x 7→ [log2(x)] l'est (exer
i
e 1.18). ❚2.30 Exer
i
e Donner des formules expli
ites pour la r �e
urren
e 
rois �ee dans la preuve du th �eor �eme2.29. 21



2.31 Proposition Soit L ⊆ Σ∗ un langage d'alphabet Σ = {0, . . . , b−1}. En identi�ant un mot d'alphabet
Σ ave
 l'entier qu'il repr �esente en base b, les assertions suivantes sont �equivalentes :1. L est r �e
ursivement �enum�erable,2. L est le domaine d'une fon
tion r �e
ursive,3. L est vide ou l'image d'une fon
tion r �e
ursive totale.Preuve | (1⇒2) La fon
tion partielle qui �a v ∈ Σ∗ asso
ie 1 si v ∈ L et est ind �e�nie sinon, estTuring-
al
ulable partielle de domaine L, don
 r �e
ursive (partielle) d'apr �es le th �eor �eme 2.29.(2⇒1) �Evident.(1⇒3) Supposons L non vide et soit don
 v ∈ L. Soit M une ma
hine de Turing qui a

epte L. Ond �e�nit une ma
hine de Turing M ′ qui, �etant donn �es deux mots w et n, se 
omporte 
omme M surl'entr �ee w tout en d �e
r �ementant n, vu 
omme un entier, et s'arrête quand n = 0 : la sortie est alors wsi le 
al
ul simul �e de M a d �ej �a a

ept �e w, v sinon. M ′ 
onverge sur toute entr �ee et 
al
ule le langage
L. Don
, d'apr �es le th �eor �eme 2.29, L est bien l'image d'une fon
tion r �e
ursive totale.(3⇒1) Si L est vide, L est 
lairement a

ept �e par une ma
hine de Turing qui rejette syst �ematique-ment. Sinon, on suppose que w ∈ L si, et seulement s'il existe v tel que w = f(v), f �etant r �e
ursivetotale, don
 Turing-
al
ulable. Soit M une ma
hine de Turing qui, �etant donn �e un mot w, �enum�ereles entiers en base b, 
'est- �a-dire les mots de Σ∗, dans l'ordre 
roissant en partant de 0, 
al
ule leurimage par f, et teste si le r �esultat �egale w. Alors M a

epte L. ❚2.6 Ma
hines universellesUn 
ara
t �ere essentiel d'une ma
hine de Turing, et de tout mod �ele de 
al
ul, est que 
'est unobjet �ni, 
e qui o�re la possibilit �e de la repr �esenter par un mot. On peut alors d �e�nir des ma
hines,dites universelles, qui interpr �etent une entr �ee 
omme le 
ode d'une ma
hine de Turing M suivi d'uneentr �ee w pour M, et simulent le 
al
ul de M �a partir de w. Dans 
e paragraphe on se limite �a desma
hines d �eterministes �a 1 ruban, 
e qui est suÆsant pour des questions de 
al
ulabilit �e d'apr �esles propositions 2.25 et 2.27, mais le le
teur doit se 
onvain
re qu'on peut adapter la d �e�nition auxma
hines non-d �eterministes �a plusieurs rubans. En notant M• le 
ode de la ma
hine de Turing M et
w• le 
ode de l'entr �ee w pour M, la propri �et �e que doit satisfaire une ma
hine de Turing universelle Uest :

U(M•#w•) = M(w)•.2.32 Exemple L'alphabet de la ma
hine de Turing universelle U qu'on d �e�nit est 
onstitu �e des entiers
0, 1, des parenth �eses ouvrante et fermante, et de la virgule, par exemple.On 
ommen
e par �xer un 
odage des ma
hines de Turing. Soit M = (Σ, S, T) une ma
hine de Turingd �eterministe �a un ruban. On peut supposer que� = 1, Σ = {2, 3, . . . , k}, ⊢= k+1, S = {k+2, . . . , k+ℓ},⊤ =

k+ℓ+1,⊥ = k+ℓ+2, et que les d �epla
ements +1, 0,−1 sont 
od �es par les entiers k+ℓ+3, k+ℓ+4, k+ℓ+5.Pour simpli�er, tous 
es entiers sont repr �esent �es en binaire sur exa
tement 1 + [log2(k + ℓ + 6)] bits,en ajoutant si n �e
essaire suÆsamment de 0 �a gau
he pour avoir des 
odes de même longueur. Le
ode M• de M est 
onstitu �e de 3 mots : l'entier k en binaire, suivi de l'entier ℓ en binaire, suivi d'une�enum�eration des 
ouples ((s, x), (s ′, x ′, d)) appartenant �a la fon
tion de transition T , s �epar �es les unsdes autres par des virgules.
U a 2 rubans, en
ore une 
ommodit �e. Le deuxi �eme ruban 
ontient la 
on�guration 
ourante (s, u, v)�e
rite ainsi, en binaire. U 
ommen
e par 
her
her le quatri �eme mot de son entr �ee, w don
 (et �e
houesi l'entr �ee n'est pas de la forme voulue), puis �e
rit la 
on�guration initiale (⊢, ε,w) sur le deuxi �emeruban. Dans le 
ours de l'ex �e
ution, U 
her
he su

essivement dans le premier ruban les 
ouples

((s, x), (s ′, x ′, d)) 
ommen�
ant par l' �etat s �e
rit sur le deuxi �eme ruban (s, u, v), et teste si la lettre lue
x est la premi �ere lettre de v : si oui, la r �egle est appliqu �ee et la nouvelle 
on�guration est �e
rite surle deuxi �eme ruban ; sinon, U 
her
he un nouveau 
ouple de T . Quand M s'arrête, U fait de même.22



Il faut remarquer que n'importe quel ensemble non vide peut être pris 
omme alphabet d'une ma
hinede Turing universelle. En e�et, �etant donn �e un ensemble non vide Γ , n'importe quel ensemble peutêtre 
od �e par des mots de longueur �xe sur Γ + {�} (autrement dit des listes de mots sur Γ ). Parexemple, si Γ = {1}, l'alphabet Σ �a 
inq lettres de l'exemple 2.32 peut être 
od �e de la mani �ere suivante :
0 7→ ���, 1 7→ ��1, \("7→ �1�, \)"7→ �11, \,"7→ 1��.2.7 Indé
idabilité2.33 Th �eor �eme (Probl �eme de l'arrêt) �Etant donn �e un 
odage des ma
hines de Turing dans l'alphabet
Σ, le langage Halt = {M•#w•,M(w) ↓} ⊆ (Σ ∪ {#})∗, appel �e probl �eme de l'arrêt, est RE mais pas R.Le langage Halt est don
 
onstitu �e des mots qui 
odent une ma
hine et une entr �ee telles que lama
hine s'arrête sur 
ette entr �ee.Preuve | Soit U une ma
hine de Turing universelle d'alphabet Σ : U(M•#w•) = M(w)•, don
 Ua

epte M•#w• si M(w) 
onverge et diverge sinon. Par 
ons �equent, Halt est RE.Montrons par l'absurde que Halt n'est pas R. Supposons au 
ontraire qu'il existe une ma
hinede Turing N qui d �e
ide Halt. On utilise une m�ethode tr �es 
lassique, dite de \diagonalisation". On
onstruit une ma
hine D qui, sur l'entr �ee M•, simule le 
al
ul de N sur l'entr �ee M•#M• jusqu'aumoment d'entrer dans une 
on�guration �nale, 
e qui arrive toujours puisque N d �e
ide Halt ; �a 
emoment, si N rejette, D a

epte, et si N a

epte, D diverge (par exemple en entrant dans un �etatqui bouge ind �e�niment vers la droite). Appliquons D �a D•. Si D(D•) ↑, 
'est que N a

epte l'entr �ee
D•#D•, et don
 que D•#D• ∈ Halt, 
e qui signi�e que D(D•) ↓. Si D(D•) ↓, 
'est que N rejette l'entr �ee
D•#D•, et don
 que D•#D• 6∈ Halt, 
e qui signi�e que D(D•) ↑. On a une 
ontradi
tion dans les deux
as. ❚2.34 Corollaire R est stri
tement in
luse dans RE.2.35 Exemple Les langage L = {M•,M(w) ↓ pour tout w} n'est pas r �e
ursif. Pour montrer 
ela, onutilise une autre m �ethode tr �es 
lassique, dite de r �edu
tion, qui sera largement d �evelopp �ee dans lase
tion 4.On r �eduit don
 Halt au langage L. On pro
 �ede par l'absurde en supposant qu'il existe une ma
hinede Turing qui d �e
ide L, et on d �e�nit une fon
tion 
al
ulable f : Σ∗ → Σ∗ telle que

f(u) ∈ L si, et seulement si, u ∈ Halt.�Etant donn �e u = M•#w•, f(u) est le 
ode M ′• de la ma
hine M ′ suivante : sur l'entr �ee v, M ′ simule Msur w si v = w, s'arrête sinon. Si u n'est pas de la forme M•#w•, f(u) est ind �e�nie, par exemple. Il est
lair que la ma
hine M ′ obtenue 
onverge sur toutes les entr �ees si, et seulement si, M(w) 
onverge,
'est- �a-dire M ′• ∈ L si, et seulement si, M•#w• ∈ Halt. Ainsi, on a obtenu un algorithme qui d �e
ide
Halt, en 
ontradi
tion ave
 le th �eor �eme 2.33.2.36 Exer
i
e Les langages suivants ne sont pas r �e
ursifs.1. {M•#w•,M(w) = v pour un 
ertain v},2. {M•#w•, le 
al
ul de M sur l'entr �ee w utilise tous les �etats de M},3. {M•#w•#v•,M(w) = v}.2.37 Th �eor �eme (Ri
e) Si X est un ensemble de langages non vide et stri
tement in
lus dans RE, alorsle langage 
onstitu �e des 
odes M•, o �u M est une ma
hine de Turing qui a

epte un langage de X, estind �e
idable. 23



Autrement dit, toute propri �et �e non triviale des ma
hines de Turing est ind �e
idable.Preuve | Soit R le langage en question. On peut supposer que ∅ 6∈ X, et on prend L ∈ X (si ∅ ∈ X,on prend L 6∈ X).Soit MHalt (resp. ML) une ma
hine de Turing qui a

epte Halt (resp. L). On va d �e�nir une r �edu
tiondu probl �eme de l'arrêt au probl �eme 
onsid �er �e R, et pour 
ela, 
onstruire une ma
hine N. Sur l'entr �ee
w, N 
al
ule le 
ode M•

w de la ma
hine suivante Mw. Sur l'entr �ee v, Mw simule MHalt sur w ; si
MHalt(w) ↑, alors Mw(v) ↑ ; si en revan
he MHalt a

epte w, alors Mw 
ontinue et simule ML sur v.Autrement dit :

Mw(v) = si MHalt(w) ↓o alors ML(v) sinon ↑ .Clairement, Mw a

epte soit le langage vide ∅ 6∈ X si w 6∈ Halt, soit le même langage que ML, 
'est-�a-dire le langage L ∈ X, si w ∈ Halt. On en 
on
lut que M•

w ∈ R si, et seulement si, w ∈ Halt. Don

Halt se r �eduit �a R et R n'est pas d �e
idable. ❚2.38 D�e�nition (Ins �eparabilit �e r �e
ursive) Soient L1 et L2 deux langages de même alphabet. On dit que
L1 et L2 sont r �e
ursivement ins �eparables s'il n'existe pas de langage r �e
ursif R tel que L1 ∩ R = ∅ et
L2 ⊆ R.Le lemme suivant est �evident.2.39 Lemme 1. Soient L1, L2, L

′

1, L
′

2 ⊆ Σ∗ tels que L1 ⊆ L2 et L ′

1 ⊆ L ′

2. Si L1 et L ′

1 sont r �e
ursivementins �eparables, alors il en est de même de L2 et L ′

2.2. Soient L1, L
′

1 ⊆ Σ∗

1 et f une fon
tion Turing-
al
ulable de Σ∗

1 dans Σ∗

2. Si f(L1) et f(L ′

1) sontr �e
ursivement ins �eparables, alors il en est de même de L1 et L ′

1.2.40 Proposition 1. Les deux langages L1 = {M•,M(M•) ↓o} et L2 = {M•,M(M•) ↓n} sont r �e
ursive-ment ins �eparables.2. Les deux langages L ′

1 = {M•,M(ε) ↓o} et L ′

2 = {M•,M(ε) ↓n} sont r �e
ursivement ins �eparables.Preuve |1. Supposons qu'il existe un langage r �e
ursif R qui s �epare L1 et L2. Soit don
 MR une ma
hine deTuring qui d �e
ide R. En parti
ulier, MR(M•

R) ↓.{ Si MR(M•

R) ↓o, 
'est que M•

R ∈ L1, don
 M•

R 6∈ R puisque L1 ∩ R = ∅ ; 
omme MR d �e
ide R, 
elasigni�e que MR(M•

R) ↓n, une 
ontradi
tion.{ Si MR(M•

R) ↓n, 
'est que M•

R ∈ L2 ⊆ R, 
'est- �a-dire MR(M•

R) ↓o, une 
ontradi
tion.2. Supposons qu'il existe un langage r �e
ursif R ′ qui s �epare L ′

1 et L ′

2. Si M est une ma
hine de Turingquel
onque, soit M ′ la ma
hine qui, sur n'importe quelle entr �ee, �e
rit M• et simule M sur M•.Don
 M(M•) ↓o si, et seulement si, M ′(ε) ↓o, et M(M•) ↓n si, et seulement si, M ′(ε) ↓n :
M• ∈ L1 ⇔ M ′• ∈ L ′

1 et M• ∈ L2 ⇔ M ′• ∈ L ′

2.On d �e�nit alors la ma
hine N suivante : sur l'entr �ee M•, N 
al
ule M ′• ; N a

epte si M ′• ∈ R ′,rejette sinon ; sur une entr �ee qui n'est pas de la forme M•, N a

epte. Le langage d �e
id �e par Ns �epare alors L1 et L2, en 
ontradi
tion ave
 1.
❚Pour 
ompl �eter 
ette le
ture sur la th �eorie de la 
al
ulabilit �e, ave
 en parti
ulier un �il sur d'autresmod �eles de 
al
ul 
omme les automates, on pourra 
onsulter [3, 6℄.
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3 Logique et arithm�etique3.1 Cal
ul des séquents3.1 D�e�nition (Langage du 1er ordre) Un langage du 1er ordre est 
onsititu �e d'un ensemble d �enom-brable V de variables, d'un ensemble au plus d �enombrable de symboles de fon
tion et d'un ensembleau plus d �enombrable de symboles de relation. Chaque symbole de fon
tion ou de relation est munid'une arit �e, qui est un entier.Soit don
 �x �e un langage du premier ordre.3.2 D�e�nition (Termes, formules) Les termes (du 1er ordre) sont 
onstruits de la fa�
on suivante : unevariable est un terme ; si t1, . . . , tn sont des termes et f est un symbole de fon
tion n-aire, alors
f(t1, . . . , tn) est un terme.Une formule atomique (du 1er ordre) est soit v (vrai), soit f (faux), soit R(t1, . . . , tn) pour des termes
t1, . . . , tn et un symbole de relation n-aire R. Les formules (du 1er ordre) sont 
onstruites �a partir desformules atomiques, des 
onne
teurs et des quanti�
ateurs suivants : les formules atomiques sontdes formules ; si A et B sont des formules, ¬A (n �egation), A∧ B (et), A∨ B (ou) et A ⇒ B (implique)sont des formules ; si A est une formule et x une variable, ∀xA (quel que soit) et ∃xA (il existe) sontdes formules.On 
onsid �ere don
 d'embl �ee le 
al
ul des pr �edi
ats (ou logique du 1er ordre), fond �e sur un langagedu 1er ordre. Le 
al
ul propositionnel peut être obtenu en prenant 
omme ensemble de symboles defon
tion l'ensemble vide et des symboles de relation tous d'arit �e 0.3.3 D�e�nition (Cal
ul des s �equents, Gentzen, 1934) Un s �equent est la donn �ee de deux listes de for-mules ; un s �equent est not �e Γ − ∆ o �u Γ et ∆ sont deux listes de formules. Le symbole − se lit : th �ese.Une preuve dans le 
al
ul des s �equents LK est un arbre dont les sommets sont �etiquet �es par dess �equents et 
onstruit au moyen des r �egles d �e
rites dans la table 1.Intuitivement, un s �equent Γ − ∆, o �u Γ est la liste A1, . . . , An et ∆ est la liste B1, . . . , Bp, signi�e quede la 
onjon
tion des Ai on d �eduit la disjon
tion des Bj.Il existe plusieurs autres syst �emes de d �edu
tion, notamment les syst �emes de Hilbert (ant �erieurs)et la d �edu
tion naturelle (due �a Gentzen et Prawitz, plus pro
he du λ-
al
ul). Un avantage du 
al
uldes s �equents est la sym �etrie des r �egles (gau
he, droite) ; le fait que toutes les r �egles logiques du 
al
ulintroduisent un 
onne
teur ou un quanti�
ateur ( �a droite ou �a gau
he) le rend aussi parti
uli �erementadapt �e �a la d �emonstration du th �eor �eme de 
ompl �etude (th �eor �eme 3.8).Observons que les r �egles d'introdu
tion de ∧ et ∨, ainsi que les r �egles d'introdu
tion de ∃ �a gau
heet de ∀ �a droite sont r �eversibles, 
'est- �a-dire que la 
on
lusion est prouvable si, et seulement si, sespr �emisses le sont : dans un sens, 
'est trivial ; pour montrer l'autre dire
tion, on utilise la r �egle de
oupure. Par exemple pour la r �egle ∨ �a gau
he, on d �eduit Γ,A − ∆ et Γ, B − ∆ de Γ,A∨ B − ∆ :

Γ, A ∨ B − ∆

A − A a�.
A − A, B

∨
A − A ∨ B 
oupure

Γ, A − ∆

Γ,A ∨ B − ∆

B − B a�.
B − A, B

∨
B − A ∨ B 
oupure

Γ, B − ∆D�esormais, en g �en �eral, on n' �e
rira pas les o

urren
es de la r �egle d' �e
hange. Notons la propri �et �esuivante, imm�ediate, de LK sans 
oupure.3.4 Proposition (Propri �et �e de la sous-formule) Dans une preuve sans 
oupure, toute formule appa-raissant dans un s �equent est sous-formule d'une formule du s �equent 
on
lusion.25



Identit �e Coupure
A − A

Γ − C,∆ Γ ′, C − ∆ ′

Γ, Γ ′ − ∆,∆ ′R�egles logiques
v

Γ − ∆

Γ, v − ∆ Γ − v, ∆

f Γ, f − ∆
Γ − ∆

Γ − f, ∆

¬
Γ − A, ∆

Γ,¬A − ∆

Γ,A − ∆

Γ − ¬A, ∆

∧
Γ,A, B − ∆

Γ,A ∧ B − ∆

Γ − A, ∆ Γ − B, ∆

Γ − A ∧ B, ∆

∨
Γ,A − ∆ Γ, B − ∆

Γ,A ∨ B − ∆

Γ − A, B, ∆

Γ − A ∨ B, ∆

⇒ Γ − A,∆ Γ ′, B − ∆ ′

Γ, Γ ′, A ⇒ B − ∆,∆ ′

Γ, A − B, ∆

Γ − A ⇒ B, ∆

∀ Γ,A[t/x] − ∆

Γ,∀xA − ∆

Γ − A,∆
(∗)

Γ − ∀xA, ∆

∃ Γ, A − ∆
(∗)

Γ,∃xA − ∆

Γ − A[t/x], ∆

Γ − ∃xA, ∆

(∗) x n'a pas d'o

urren
e libre dans le 
ontexte Γ, ∆R�egles stru
turellesa�aiblissement Γ − ∆

Γ,A − ∆

Γ − ∆

Γ − A, ∆
ontra
tion Γ,A, A − ∆

Γ,A − ∆

Γ − A,A, ∆

Γ − A,∆�e
hange Γ,A, B, Γ ′ − ∆

Γ, B, A, Γ ′ − ∆

Γ − ∆,A, B, ∆ ′

Γ − ∆, B, A, ∆ ′Tab. 1 { R �egles du 
al
ul des s �equents LK.
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La formule A ⇔ B est une abbr �eviation de (A ⇒ B) ∧ (B ⇒ A). On prouvera �a titre d'exer
i
e laproposition suivante :3.5 Proposition Les formules suivantes sont prouvables :{ Involutivit �e de la n �egation : ¬¬A ⇔ A, et loi de Pier
e : ((A ⇒ B) ⇒ A) ⇒ A. L'impli
ation
¬¬A ⇒ A et la loi de Pier
e sont des formules importantes non prouvables dans le 
al
ul dess �equents intuitionniste, 
'est- �a-dire dans lequel on se limite �a des s �equents ayant au plus uneformule �a droite.{ R �egles de De morgan : ¬(A ∧ B) ⇔ (¬A∨ ¬B), ¬(A ∨ B) ⇔ (¬A∧ ¬B), ¬∃xA ⇔ ∀x¬A, ¬∀xA ⇔
∃x¬A, ¬v ⇔ f, ¬f ⇔ v.{ Impli
ation : (A ⇒ B) ⇔ (B∨ ¬A), (A ⇒ ¬B) ⇔ (B ⇒ ¬A).{ Asso
iativit �e : (A∧ B) ∧ C ⇔ A∧ (B∧ C), (A∨ B) ∨ C ⇔ A∨ (B∨ C).{ Commutativit �e : (A∧ B) ⇔ (B∧A), (A∨ B) ⇔ (B∨A).{ Constantes : (A∧ v) ⇔ A, (A∧ f) ⇔ f, (A∨ v) ⇔ v, (A∨ f) ⇔ A, f ⇒ A, A ⇒ v.{ Idempoten
e : (A∧A) ⇔ A ⇔ (A∨A).{ Distributivit �e : (A∧ B) ∨ C ⇔ ((A∨ C) ∧ (B∨ C)), (A∨ B) ∧ C ⇔ ((A∧ C) ∨ (B∧ C)).{ Commutations de quanti�
ateurs : ∀x∀yA ⇔ ∀y∀xA, ∃x∃yA ⇔ ∃y∃xA, ∃x∀yA ⇒ ∀y∃xA.{ Quanti�
ateurs et 
onne
teurs (si x n'a pas d'o

urren
e libre dans B etQ est ∀ ou ∃) :Qx(A∧B) ⇔
(QxA) ∧ B, Qx(A∨ B) ⇔ (QxA) ∨ B.{ (A ⇒ B) ∨ (B ⇒ A).3.6 Corollaire Toute formule est �equivalente �a une formule sous forme pr �enexe normale 
onjon
tive(resp. disjon
tive).3.2 Modèles et théorème de 
omplétude3.7 D�e�nition Un mod �eleM est la donn �ee ;{ d'un ensemble |M|,{ pour tout symbole de fon
tion f d'arit �e k, d'une fon
tion fM : |M|k → |M|,{ pour tout symbole de relation R d'arit �e k, d'une relation RM ⊆ |M|k.Une valuation est une fon
tion de l'ensemble des variables du 1er ordre dans |M|. Si v est une va-luation, l'interpr �etation tM,v ∈ |M| d'un terme quel
onque t : si t = x est une variable, tM,v = v(x),et si t = f(t1, . . . , tk), t(M,v) = fM((t1)M,v, . . . , (tk)M,v). La valeur de v �erit �e AM,v d'une formule Aquel
onque dans (M,v) est d �e�nie 
omme suit :{ si A = R(t1, . . . , tk) est atomique, AM,v est vrai si, et seulement si, ((t1)M,v, . . . , (tk)M,v) ∈ RM ;{ si A se termine par un 
onne
teur, on d �e�nit AM,v de fa�
on �evidente ;{ si A = ∀xB, AM,v est vrai si, et seulement si, BM,v ′ est vrai pour toute valuation v ′ telle que
v ′(y) = v(y) quand y 6= x ;{ si A = ∃xB, AM,v est vrai si, et seulement s'il existe une valuation v ′ telle que BM,v ′ soit vrai et
v ′(y) = v(y) quand y 6= x.Observons que AM,v ne d �epend pas des valeurs que prend v pour des variables non libres dans A. Enparti
ulier, si A est 
lose, AM,v = AM est ind �ependant de la valuation.Soit A une formule 
lose : on dit qu'un mod �eleM satisfait A, et on le noteM |= A, lorsque AM estvrai, queA est satis�able lorsqu'il existe un mod �ele qui la satisfait, 
ontradi
toire sinon. Si Γ − ∆ est les �equent A1, . . . , An − B1, . . . , Bp, on dit que M satisfait Γ − ∆ lorsqueM satisfait ∧n

i=1Ai ⇒
∨p

j=1 Bj.Si T est un ensemble de formules 
loses, on dit que T est satis�able ou 
ontradi
toire lorsque la
onjon
tion des formules de T l'est.Fixons une �enum�eration (tn)n>1 de l'ensemble d �enombrable des termes du 1er ordre.3.8 Th �eor �eme (Compl �etude, G�odel, 1930) Un s �equent Γ − ∆ est prouvable sans 
oupure dans LK si, etseulement si, tout mod �eleM satisfait la 
lôture de Γ − ∆.27



Preuve | La partie 
ondition suÆsante est appel �ee la propri �et �e de 
orre
tion et se prouve par uneindu
tion �evidente.Dans l'autre dire
tion, on se limite aux formules 
onstruites sans l'impli
ation (
'est possible envertu de la proposition 3.5) et on montre la 
ontrapos �ee : si un s �equent Γ − ∆ n'est pas prouvablesans 
oupure dans LK, alors il existe un mod �eleM qui ne satisfait pas la 
lôture de Γ − ∆. On d �e�nitpour 
ela une suite ((Γn − ∆n),ωn)n>0, o �u Γn − ∆n est un s �equent non-prouvable sans 
oupure dansLK et ωn est un ordre lin �eaire sur les formules de Γn, ∆n. Pour Γ0 − ∆0, on prend Γ − ∆, et ω0 est laliste Γ, ∆. �Etant donn �e Γn − ∆n, ave
 ωn = A1, . . . , Ap, on d �e�nit Γn+1 − ∆n+1 par indu
tion sur A1.{ Si A1 est atomique, Γn+1 = Γn et ∆n+1 = ∆n et ωn+1 = A2, . . . , Ap, A1.{ Si A1 = A∨ B et est dans ∆n, alors Γn − ∆n, A, B n'est pas prouvable (sans 
oupure), 
ar sinon :
Γn − ∆n , A, B

∨
Γn − ∆n , A ∨ B 
ontr.

Γn − ∆ndonnerait une preuve (sans 
oupure) de Γn − ∆n. On prend Γn − ∆n, A, B 
omme Γn+1 − ∆n+1,ave
 ωn+1 = A2, . . . , Ap, A, B,A1.{ Si A1 = A ∨ B et est dans Γn, alors l'un des deux s �equents Γn, A − ∆n ou Γn, B − ∆n n'est pasprouvable, 
ar sinon :
Γn , A − ∆n Γn , B − ∆n

∨
Γn , A ∨ B − ∆n 
ontr.

Γn − ∆ndonnerait une preuve de Γn − ∆n. On prend 
omme Γn+1 − ∆n+1 
elui qui n'est pas prouvable,ave
 ωn+1 = A2, . . . , Ap, A (ou B), A1.{ Si A1 = ∀zA[z] et est dans ∆n, alors soit xn une variable sans o

urren
e libre dans Γn − ∆n ;
Γn − ∆n, A[xn] n'est pas prouvable et on prend 
e s �equent 
omme Γn+1 − ∆n+1, ave
 ωn+1 =

A2, . . . , Ap, A[xn], A1.{ Si A1 = ∀zA[z] et est dans Γn, alors, t1, . . . , tn �etant les n premiers termes du langage, le s �equent
Γn, A[t1], . . . , A[tn] − ∆n n'est pas prouvable et on le prend 
omme Γn+1 − ∆n+1, ave
 ωn+1 =

A2, . . . , Ap, A[t1], . . . , A[tn], A1.{ Si A1 = A∧ B,A ⇒ B,¬A ou ∃zA[z], on pro
 �ede de fa�
on similaire.Remarquons que pour 
onstruire le s �equent suivant dans la liste, on utilise quand 
'est possible uner �egle r �eversible. Les seuls 
as o �u on ne peut le faire sont le 
as de ∃ �a droite et ∀ �a gau
he, et 
'estla raison de la 
omplexit �e de la preuve. Dans le 
al
ul propositionnel, on peut se restreindre �a ne
onstruire que des listes �nies de s �equents ; i
i il faut, pour 
haque o

urren
e de ∀ �a gau
he et de ∃�a droite, \essayer" tous les termes possibles.La 
onstru
tion �a venir du mod �ele repose sur les propri �et �es suivantes :1. Pour tout n > 0, Γn ⊆ Γn+1 et ∆n ⊆ ∆n+1.2. La suite est in�nie.3. Toute o

urren
e de sous-formule de Γ − ∆ appara�̂t une in�nit �e de fois en 1 �ere position dans laliste.4. Pour tout n > 0, une o

urren
e de formule appara�̂t dans au plus une des deux listes Γn ou ∆n(
ar Γn − ∆n n'est pas prouvable).On d �e�nit un mod �ele M. |M| est l'ensemble des termes du 1er ordre. Pour �eviter les 
onfusions,lorsqu'on fait usage d'un terme t en tant qu' �el �ement de M, on le souligne : t. On interpr �ete unsymbole de fon
tion f d'arit �e k par
fM(u1, . . . , uk) = f(u1, . . . , uk).L'interpr �etation RM d'un symbole de relation R d'arit �e k est un sous-ensemble de |M|

k : on pose
RM(u1, . . . , uk) si, et seulement si, la formule atomique R(u1, . . . , uk) appara�̂t dans Γn pour un 
ertain
n. Don
 si R(u1, . . . , uk) appara�̂t dans un ∆n, RM(u1, . . . , uk) est faux puisque les s �equents Γn − ∆nne sont pas prouvables sans 
oupure (remarque 4).28



Fixons une valuation v : V → |M| en posant v(x) = x pour toute variable x. On a don
 tM,v = tpour tout terme t. Montrons que pour toute formule A dans ⋃n Γn, AM,v est vrai et que pour touteformule A dans ⋃n ∆n, AM,v est faux. On pro
 �ede par indu
tion sur A.{ Si A est atomique, A est de la forme R(u1, . . . , uk), et par d �e�nition, AM,v = RM(u1, . . . , uk) estvrai si, et seulement si, A ∈
⋃

n Γn. Si A ∈
⋃

n ∆n, alors A /∈
⋃

n Γn et don
 AM,v est faux.{ Si A = B ∨ C et A ∈ ⋃n Γn, alors par 
onstru
tion B ou C est dans ⋃n Γn, don
 BM,v ou CM,vest vrai (hyp. d'indu
tion) et AM,v est vrai. Si au 
ontraire A ∈ ⋃n ∆n, alors B et C sont dans
⋃

n ∆n, don
 BM,v et CM,v sont faux et AM,v est faux.{ Si A = ∀zB[z] et A ∈ ⋃n Γn, alors pour tout terme t, B[t] ∈ ⋃n Γn : en e�et, la remarque 3 assurequeA appara�̂t alors une in�nit �e de fois en 1 �ere position dans la liste, et for
 �ement toujours dansun Γn (remarque 4) ; don
 ⋃n Γn 
ontient, pour tout j > 0, une o

urren
e de B[tj], et don
 uneo

urren
e de B[t]. Par 
ons �equent, pour tout t, B[t]M,v est vrai (hyp. d'indu
tion) et AM,v estvrai. Si au 
ontraire A ∈
⋃

n ∆n, alors A est en 1 �ere position dans ∆p pour un e
rtain p, et soit xpune variable qui n'est pas libre dans Γp − ∆p : ainsi, B[xp] ∈ ∆p+1, don
 faux (hyp. d'indu
tion)et AM,v est faux.{ Les autres 
as sont similaires.Alors le s �equent Γ − ∆, qui n'est autre que Γ0 − ∆0, n'est pas valide dans (M,v) et la 
lôture de Γ − ∆n'est pas valide dansM. ❚Une version plus forte du th �eor �eme de 
ompl �etude, pour un s �equent in�ni Γ − ∆ (ou, 
e qui revientau même, pour des preuves en LK ave
 des s �equents hypoth �eses), se prouve de la même mani �ere,mais 
ette fois :1. Dans le 
as des r �egles ∀ �a droite et ∃ �a gau
he, il se peut que toutes les variables soientlibres dans le 
ontexte, 
e qui empê
herait de d �e
omposer la formule, 
omme dans ∃xA −

{A[t], t un terme quel
onque} : on �etend don
 le langage ave
 une in�nit �e d �enombrable de nou-velles variables : soit V ′ un ensemble (ses �el �ements sont appel �es t �emoins de Henkin) disjointde l'ensemble des termes du 1er ordre, on �etend le mod �ele en ajoutant �evidemment les x pour
x ∈ V ′ et on �etend la valuation en posant, pour un tel x, v(x) = x ; partant d'un s �equent Γ − ∆dans le langage initial (sans V ′), un nombre �ni de t �emoins de Henkin appara�̂t don
 dans uns �equent quel
onque de la liste.2. De plus, on ne peut plus par
ourir 
y
liquement le s �equent : �a la pla
e, on 
onsid �ere une�enum�eration (An)n>1 de toutes les formules du 1er ordre et on initialise un 
ompteur �a n = 1.Au niveau n, on prend su

essivement 
omme o

urren
es de formules a
tives les formules dus �equent qui sont parmi A1, . . . , An, dans 
et ordre ; puis on in
r �emente n. �A 
haque niveau, onallonge don
 la suite d'au plus n s �equents. De plus, toute formule apparaissant dans un s �equentde la suite est a
tive au moins une fois, et d �es qu'elle est a
tive �a un niveau elle l'est �a tous lesniveaux suivants, soit une in�nit �e de fois. Don
 les propri �et �es utiles dans la preuve 
i-dessussont pr �eserv �ees.3.3 Corollaires du théorème de 
omplétudeComme 
ons �equen
es du th �eor �eme de 
ompl �etude, on obtient les th �eor �emes suivants :3.9 Th �eor �eme (Hauptsatz, Gentzen) Si le s �equent Γ − ∆ est prouvable dans LK alors il est prouvablesans 
oupure dans LK.Preuve | Si Γ − ∆ est prouvable, alors il est universellement valide (
orre
tion), don
 prouvablesans 
oupure dans LK (
ontrapos �ee de la 
ompl �etude). ❚Le Hauptsatz est une version faible du th �eor �eme d' �elimination des 
oupures : il aÆrme juste l'exis-ten
e, pour toute preuve, d'une preuve sans 
oupure de même 
on
lusion, mais ne fournit pas d'algo-29



rithme expli
ite d' �elimination des 
oupures. Expli
iter 
ette transformation de preuves et en 
om-prendre les m �e
anismes (en lien ave
 l'informatique) est le prin
ipal obje
tif de la th �eorie de lad �emonstration.3.10 D�e�nition (Th �eorie) Une th �eorie est un ensemble de formules. On dit qu'une th �eorie T est 
oh �e-rente lorsque T 6− f, et 
ontradi
toire dans le 
as 
ontraire.3.11 Th �eor �eme (L�owenheim-Skolem, version des
endante faible) Soit T une th �eorie. T admet un mo-d �ele si, et seulement si, T admet un mod �ele d �enombrable.Preuve | Si T admet un mod �ele, alors le s �equent T − n'est pas prouvable (
orre
tion) et don
 Tadmet le mod �ele d �enombrable donn �e par la preuve du th �eor �eme de 
ompl �etude. ❚3.12 Th �eor �eme (Compa
it �e) Soit T une th �eorie. T est 
ontradi
toire si, et seulement s'il existe un sous-ensemble �ni de T qui est 
ontradi
toire. De mani �ere �equivalente, T est satis�able si, et seulementsi, tout sous-ensemble �ni de T est satis�able.Preuve | Si T n'est pas satis�able (est 
ontradi
toire), alors le s �equent T − est prouvable (
ompl �e-tude), don
 il existe un sous-ensemble �ni T ′ de T tel que T ′ − est prouvable, puisqu'une preuve est
onstitu �ee d'un nombre �ni de r �egles. D �es lors, par le th �eor �eme de 
orre
tion, T ′ est 
ontradi
toire.
❚3.13 Th �eor �eme (L�owenheim-Skolem, version as
endante) Soit T une th �eorie. Si T admet unmod �ele in-�ni, alors T admet un mod �ele de 
ardinalit �e quel
onque (en parti
ulier un mod �ele non-d �enombrable).Preuve| Soient κ un 
ardinal quel
onque, X = {cx, x ∈ κ} un ensemble de 
onstantes de 
ardinalit �e κet T ′ = T ∪ {cx 6= cy, x, y ∈ κ, x 6= y}. Il suÆt de d �emontrer que T ′ admet un mod �ele, 
e qui est �evidentd'apr �es le th �eor �eme de 
ompa
it �e puisque tout sous-ensemble �ni de T ′ admet un mod �ele. ❚Du Hauptsatz, on d �eduit :3.14 Th �eor �eme (S �equent m�edian) Soit un s �equent Γ − ∆ form �e de formules pr �enexes. Si Γ − ∆ estprouvable dans LK alors il en existe une preuve de la forme :r �egles logiques prop.+ r �egles stru
turelles...

Γ ′ − ∆ ′...r �egles sur ∀, ∃+ 
ontra
tions...
Γ − ∆

Γ ′ − ∆ ′ est appel �e le s �equent m �edian.Preuve | On peut supposer que les axiomes et les a�aiblissements portent sur des formules ato-miques. Par le Hauptsatz, il existe une preuve sans 
oupure π de Γ − ∆. On 
onstruit la preuve π ′re
her
h �ee par indu
tion sur π.{ Si π est un axiome, π ′ = π. 30



{ Si π se termine par une r �egle sur un quanti�
ateur, on applique trivialement l'hyp. d'indu
tion.{ π est
π1

Γ1 − A,∆1

π2

Γ2 , B − ∆2

Γ1 , Γ2 , A ⇒ B − ∆1, ∆2

A et B sont sans quanti�
ateur puisque A ⇒ B est pr �enexe. Don
, par hyp. d'indu
tion, on a despreuves π ′

1 de Γ1 − A,∆1, et π ′

2 de Γ2, B − ∆2 :...
Γ ′

1 − A,∆ ′

1... 1
Γ1 − A,∆1

...
Γ ′

2 , B − ∆ ′

2... 2
Γ2 , B − ∆2ave
 des s �equents m �edians Γ ′

1 − A,∆ ′

1 et Γ ′

2, B − ∆ ′

2. De plus, quitte �a les renommer, on peutsupposer distin
tes les variables libres de 
es deux s �equents. Alors π ′ est :...
Γ ′

1 − A,∆ ′

1

...
Γ ′

2 , B − ∆ ′

2

Γ ′

1 , Γ
′

2 , A ⇒ B − ∆ ′

1 , ∆
′

2... 1
Γ1 , Γ

′

2 , A ⇒ B − ∆1, ∆
′

2... 2
Γ1 , Γ2 , A ⇒ B − ∆1, ∆2{ Le 
as des autres r �egles est similaire.

❚3.15 Th �eor �eme (Herbrand, 1928) Soit A = ∃x1 · · · ∃xnB[x1, . . . , xn], o �u B est sans quanti�
ateur. Si Aest prouvable, alors il existe un entier k et des suites de termes (ui
j)i6k,j6n telles que B[u1

1, . . . , u
1
n] ∨

· · · ∨ B[uk
1 , . . . , u

k
n] soit prouvable.Preuve | C'est un 
orollaire imm�ediat du th �eor �eme du s �equent m �edian. ❚Le le
teur pourra trouver une plus longue introdu
tion �a la logique dans [1, 2℄ par exemple.3.4 Arithmétique de Peano3.16 D�e�nition (Th �eorie de l' �egalit �e) Soit un langage du 1er ordre 
ontenant le symbole de relationbinaire = ( �egalit �e). La th �eorie de l' �egalit �e est 
onstitu �ee des formules suivantes :
t = t pour tout terme t
(

t = u∧ϕ(t)
)

⇒ ϕ(u) pour tous termes t, u et toute formule ϕ.3.17 Exer
i
e Montrer que la relation d' �egalit �e est sym �etrique et transitive, et que les formules sui-vantes sont 
ons �equen
es de la th �eorie de l' �egalit �e : (t1 = u1 ∧ · · · ∧ tn = un) ⇒ f(t1, . . . , tn) =

f(u1, . . . , un) pour tout entier n et tout symbole de fon
tion n-aire f, et (t1 = u1 ∧ · · · ∧ tn =

un ∧ R(t1, . . . , tn)) ⇒ R(u1, . . . , un) pour tout entier n et tout symbole de relation n-aire R.3.18 D�e�nition (Langage de l'arithm�etique) Le langage de l'arithm �etique est 
onsititu �e d'un ensembled �enombrable V de variables du 1er ordre, des symboles de fon
tion 0 (z �ero, 0-aire, 
onstante), s(su

esseur, unaire), +,× (addition et multipli
ation, binaires), et du symbole de relation =.31



On notera simplement n le terme sn(0) = s(· · · s(0)) ave
 n o

urren
es du symbole s.3.19 D�e�nition (Arithm�etique �el �ementaire, arithm�etique de Peano) La th �eorie 
onsitu �ee de la th �eoriede l' �egalit �e et des axiomes suivants (tous suppos �es universellement quanti� �es) :
(A1) ¬(s(x) = 0)

(A2) s(x) = s(y) ⇒ x = y

(A3) x = 0∨ ∃y(x = s(y))

(A4) x+ 0 = x

(A5) x+ s(y) = s(x+ y)

(A6) x× 0 = 0

(A7) x× s(y) = x+ (x× y)est appel �ee l'arithm �etique �el �ementaire et est not �ee AE. L'arithm �etique de Peano AP est 
onsitu �eedes axiomes de l'arithm �etique �el �ementaire et du s
h �ema de r �e
urren
e :
(

ϕ(0,~p) ∧ ∀x
(

ϕ(x,~p) ⇒ ϕ(s(x),~p)
)

)

⇒ ∀xϕ(x,~p)pour toute formule ϕ = ϕ(x,~p), o �u ~p est une liste de variables.En interpr �etant le langage de l'arithm �etique de fa�
on �evidente, on 
onstate que les axiomes de APsont bien vrais dans N (
'est pour �
a qu'on les a 
hoisis), autrement dit :3.20 Proposition N est un mod �ele de AP.On dit que N est le mod �ele standard de l'arithm �etique. D'apr �es le th �eor �eme de L�owenheim-Skolem3.13, AP admet aussi des mod �eles non-d �enombrables : l' �etude de tels mod �eles est l'objet de l'arith-m �etique non-standard. On note qu' �a 
ause de l'axiome (A2) qui exprime l'inje
tivit �e du su

esseur,tout mod �ele de AP est in�ni.3.21 Proposition La formule suivante est 
ons �equen
e de AP : x+ z = y+ z ⇒ x = y.Preuve| On pro
 �ede par r �e
urren
e sur z. C'est prouvable pour z = 0 par (A4). On suppose ∀xyz(x+

z = y + z ⇒ x = y) et on veut prouver ∀xyz(x + s(z) = y + s(z) ⇒ x = y), 
e qui d �e
oule de (A5) et
(A2). ❚3.22 Exer
i
e Montrer que les formules suivantes sont 
ons �equen
es de AP : 0 + x = x, s(x) + y =

s(x+y), x+y = y+x (
ommutativit �e de l'addition), x+(y+z) = (x+y)+z (asso
iativit �e de l'addition).3.23 D�e�nition (Ordre) x 6 y est (une abr �eviation de) la formule ∃z(y = x+ z), et x < y est la formule
x 6 y∧ x 6= y, o �u x 6= y est la formule ¬(x = y).3.24 Proposition Les formules suivantes, qui expriment que 6 est bien une relation d'ordre, sont
ons �equen
es de AP : x 6 x (r �e
exivit �e), x 6 y∧ y 6 x ⇒ x = y (anti-sym �etrie), x 6 y∧ y 6 z ⇒ x 6 z(transitivit �e).Preuve| R�e
exivit �e : on a bien x+ 0 = x. Transitivit �e : y = x+ a et z = y+ b donnent z = x+ a+ b.Anti-sym �etrie : y = x + a et x = y + b donnent x + a + b = x, d'o �u a + b = 0 d'apr �es (A4) et laproposition 3.21, don
 a = b = 0 par (A3), (A5) et (A1), par 
ons �equent x = y. ❚3.25 Exer
i
e 1. Montrer que les formules suivantes sont 
ons �equen
es de AP : x 6 0 ⇒ x = 0,

x 6 s(y) ⇒ x = s(y) ∨ x 6 y, x 6 y∨ y 6 x (ordre total).32



2. Soit ϕ(x) une formule quel
onque. Montrer que la formule suivante est 
ons �equen
e de AP :
∃xϕ(x) ⇒ ∃x

(

ϕ(x) ∧ ∀y
(

y < x ⇒ ¬ϕ(y)
)

)

.Autrement dit, toute propri �et �e non vide est vraie pour un plus petit �el �ement.Dans la suite, si T est une th �eorie dans le langage de l'arithm �etique, on suppose syst �ematiquementque T 
ontient la th �eorie de l' �egalit �e.3.5 Dé�nissabilité et représentabilité3.26 D�e�nition (∆0
0, ∆

0
1, Σ

0
1, Π

0
1) L'ensemble des formules ∆0

0 est le plus petit ensemble X de formulestel que :{ X 
ontient les formules atomiques (du langage de l'arithm �etique),{ X est 
los par utilisation des 
onne
teurs,{ X est 
los par quanti�
ation born �ee : si φ ∈ X, t est un terme et x une variable qui n'appara�̂tpas dans t, (∃x < t)φ = ∃x(x < t∧ φ) et (∀x < t)φ = ∀x(x < t ⇒ φ) sont dans X.Une formule est dite Σ0
1 (resp. Π0

1) si elle est de la forme ∃x1 · · · ∃xnφ (resp. ∀x1 · · · ∀xnφ) ave
 φ ∈ ∆0
0.Par abus, on dit qu'une formule est ∆0

0 (Σ0
1, Π0

1) si elle est �equivalente �a une formule qui l'est.Une relation R ⊆ Nn est dite ∆0
0 (Σ0

1, Π0
1) s'il existe une formule φ ∈ ∆0

0 (Σ0
1, Π0

1) qui la d �e�nit,
'est- �a-dire telle que R(x1, . . . , xn) si, et seulement si, N |= φ(x1, . . . , xn). Une relation R ⊆ Nn est dite
∆0

1 si elle est �a la fois Σ0
1 et Π0

1. Une fon
tion f : Nn → N est d �e�nie par une formule φ lorsque y = f(~x)si, et seulement si, N |= φ(~x, y).3.27 Lemme { La n �egation �e
hange Σ0
1 et Π0

1.{ ∆0
0 ⊆ ∆0

1 = Σ0
1 ∩ Π0

1.{ Σ0
1 et Π0

1 sont 
loses par 
onjon
tion, disjon
tion et quanti�
ation born �ee.{ Σ0
1 (resp. Π0

1) est 
lose par quanti�
ation existentielle (resp. universelle).{ ∆0
0 ⊆ R.Preuve| Pour la quanti�
ation born �ee, on note que (∀x < t)∃y1 · · · ∃ynφ si, et seulement si, ∃v(∀x <

t)(∃y1 < v) · · · (∃yn < v)φ : dans le sens de gau
he �a droite, on prend pour v le maximum des yi pour
i = 1, . . . , n et x < v. Pour montrer la derni �ere in
lusion, on peut par exemple d �e�nir une ma
hine deTuring appropri �ee. Les autres assertions sont imm�ediates. ❚3.28 Th �eor �eme (D �e�nissabilit �e) 1. Toute fon
tion r �e
ursive est d �e�nissable par une formule Σ0

1.2. RE = Σ0
1.Preuve |1. Indu
tion sur la 
onstru
tion de la fon
tion r �e
ursive au moyen des s
h �emas (R'1), (R2) et (R4)(proposition 1.47). La proje
tion πn

i : Nn → N est d �e�nie par y = xi, la 
onstante cn
p : Nn → Npar y = sp(0), l'addition par y = x1 + x2, la multipli
ation par y = x1 × x2 et la 
omparaison par

(x1 < x2 ∧ y = 1) ∨ (¬(x1 < x2) ∧ y = 0). Si h = f ◦ 〈g1, . . . , gn〉 : Nk → N ave
 f : Nn → N et
gi : Nk → N, i = 1, . . . , n, r �e
ursives, alors par hypoth �ese d'indu
tion il existe des formules Σ0

1

φ(~x, y) d �e�nissant f et ψi(~t, xi) d �e�nissant gi, i = 1, . . . , n, don
 h est d �e�nie par :
∃x1 · · · ∃xn

(

ψ1(~t, x1) ∧ · · · ∧ψn(~t, xn) ∧ φ(~x, y)
)

,qui est bien Σ0
1. Si f(~x) = (µt).(g(~x, t) = 0) ave
 g : Nn+1 → N r �e
ursive, par hypoth �ese d'indu
tionil existe une formule φ(~x, t, y) d �e�nissant g qui est Σ0

1, don
 f est d �e�nie par :
φ(~x, y, 0) ∧ (∀t < y)∃zφ(~x, t, s(z)),33



qui est bien Σ0
1 par le lemme 3.27 (on n'a pas �e
rit ¬φ(~x, t, 0) 
ar a priori 
ette formule n'est pas

Σ0
1).2. Soit R ⊆ Nn, qu'on suppose non vide (sinon le r �esultat est trivial). Si R ∈ RE, d'apr �es la pro-position 2.31, il existe une fon
tion r �esursive f : Nn → N telle que R(~x) si, et seulement si,
f(~x) est d �e�nie, 
'est- �a-dire ∃y(f(~x) = y). D'apr �es le 1, il existe don
 une formule φ qui est Σ0

1telle que R(~x) si, et seulement si, N |= ∃yφ(~x, y), don
 R ∈ Σ0
1. R �e
iproquement, si R ∈ Σ0

1, R(~x)est �equivalente �a ∃t1 · · · ∃tkφ(~x, t1, . . . , tk) pour une 
ertaine formule φ ∈ ∆0
0. D'apr �es le lemme3.27, φ ∈ R, don
 il existe une ma
hine M qui d �e
ide φ. Alors la ma
hine qui essaie les valeurssu

essives de t1, . . . , tk et lan
e M sur l'entr �ee ~x, t1, . . . , tk, a

epte R, don
 R ∈ RE.

❚3.29 Corollaire 
oRE = Π0
1, R = ∆0

1.Preuve| Cons �equen
es imm�ediates du th �eor �eme 3.28 
ombin �e ave
 la proposition 2.12 et le lemme3.27. ❚3.30 D�e�nition Soient R ⊆ Nn et T une th �eorie dans le langage de l'arithm �etique. On dit que R estrepr �esentable dans T s'il existe une formule φ(x1, . . . , xn) telle que pour tout (a1, . . . , an) ∈ Nn :
R(a1, . . . , an) ⇒ T − φ(a1, . . . , an)

¬R(a1, . . . , an) ⇒ T − ¬φ(a1, . . . , an).On dit alors plus pr �e
is �ement que R est repr �esentable par φ.3.31 Lemme Soit T ⊇ AE une th �eorie 
oh �erente. Alors, pour tous entiers m,n, p :{ m 6= n si, et seulement si, T − m 6= n.{ m+ n = p si, et seulement si, T −m + n = p.{ mn = p si, et seulement si, T −m× n = p.{ m 6 n si, et seulement si, T −m 6 n.Preuve | On montre par r �e
urren
e sur n que pour tout k > 0, T − n + k 6= n. Si n = 0, on a
T − s(k − 1) 6= 0 don
 T − k 6= 0. Sinon, on suppose que T − n + k 6= n pour tout k > 0 : don

T − s(n + k) 6= s(n), d'o �u T − (n + 1) + k 6= n + 1. R �e
iproquement, si T − m 6= n et m = n, on a
T − m = n, 
e qui est impossible 
ar T est 
oh �erente.Les deuxi �eme et troisi �eme �equivalen
es sont prouv �ees par r �e
urren
e sur n. La quatri �eme se d �eduitimm�ediatement. ❚3.32 Lemme Soit t un terme 
los du 1er ordre dans le langage de l'arithm �etique et tN ∈ N son in-terpr �etation dans N. On a AE − t = tN. Si T ⊇ AE une th �eorie 
oh �erente, alors pour tout entier k,
T − t = k implique tN = k.Preuve | La premi �ere assertion se montre par r �e
urren
e sur t. Si t = 0, on a tN = 0 et AE − 0 = 0.Si par exemple t = s(t ′), alors tN = t ′

N
+ 1 ; par hypoth �ese d'indu
tion, AE − t ′ = t ′

N
, don
 AE − s(t ′) =

t ′
N

+ 1. Idem pour l'addition et la multipli
ation.Pour la deuxi �eme assertion, supposons T − t = k mais tN 6= k. D'apr �es 
e qui pr �e
 �ede, T − t = tN,don
 T − tN = k. Mais tN 6= k, don
 d'apr �es le lemme 3.31, T − tN 6= k, absurde 
ar T est 
oh �erente. ❚3.33 Lemme Pour tout entier n, AE − ∀x(x < n ⇔ (x = 0∨ · · ·∨ x = n− 1)). Si T ⊇ AE est une th �eorie
oh �erente et φ(x,~y) est une formule, alors pour tout entier n :
T − (∀x < n)φ(x,~y) ⇔ φ(0,~y) ∧ · · · ∧ φ(n − 1,~y)

T − (∃x < n)φ(x,~y) ⇔ φ(0,~y) ∨ · · · ∨ φ(n − 1,~y).34



Preuve | La premi �ere assertion se prouve par r �e
urren
e sur n. Pour n = 0, 
'est imm�ediat. Ona AE − x < n + 1 ⇒ x < n ∨ x = n. Don
 si AE − ∀x(x < n ⇔ (x = 0 ∨ · · · ∨ x = n − 1)), ona bien AE − ∀x(x < n + 1 ⇒ (x = 0 ∨ · · · ∨ x = n)). R �e
iproquement, il suÆt de remarquer que
AE − x = k ⇒ x < n pour k = 0, . . . , n − 1 par le lemme 3.31. La deuxi �eme assertion s'en d �eduitfa
ilement. ❚3.34 Th �eor �eme Soit T ⊇ AE une th �eorie 
oh �erente. Alors :{ Pour toute formule 
lose φ ∈ ∆0

0, N |= φ si, et seulement si, T − φ.{ Pour toute formule 
lose φ ∈ Σ0
1, si N |= φ, alors T − φ.{ Pour toute formule 
lose φ ∈ Π0
1, si T − φ, alors N |= φ.Preuve |{ On montre par indu
tion sur les formules ∆0

0 que si φ ∈ ∆0
0, N |= φ implique T − φ, et N |= ¬φimplique T − ¬φ. Si φ est atomique, φ est t = u pour des termes 
los t et u : d'apr �es le lemme3.32, T − t = tN et T − u = uN, don
 tN = uN si, et seulement si, T − t = u d'apr �es le lemme3.31. L'utilisation de 
onne
teurs ne pose au
un probl �eme. Regardons le 
as de la quanti�
ationborn �ee, par exemple universelle (l'existentielle �etant similaire) : si φ est (∀x < t)θ ave
 θ ∈ ∆0

0,
omme φ est 
lose et x n'appara�̂t pas dans t, t est 
los, don
 :
N |= φ implique N |= θ[0/x], . . . ,N |= θ[tN − 1/x]implique T − θ[0/x], . . . , T − θ[tN − 1/x] par hypoth �ese de r �e
urren
eimplique T − θ[0/x] ∧ · · · ∧ θ[tN − 1/x]implique T − (x = 0∨ · · · ∨ x = tN − 1) ⇒ θimplique T − (∀x < t)θ par le lemme 3.33.{ Soit φ = ∃x1 · · · ∃xnθ(~x) ave
 θ ∈ ∆0

0. Si N |= φ, il existe ~k ∈ Nn tel que N |= θ(~k), d'o �u T − ∃~xθ(~x).{ Si φ ∈ Π0
1, ¬φ ∈ Σ0

1. Si T − φ, T 6− ¬φ puisque T est 
oh �erente, don
 N 6|= ¬φ d'apr �es le pointpr �e
 �edent, 
'est- �a-dire N |= φ.
❚3.35 Th �eor �eme (Repr �esentabilit �e, Rosser) Toute relation r �e
ursive est repr �esentable dans AE, don
dans toute th �eorie 
ontenant AE.Preuve| Soit T une th �eorie 
ontenant AE. Si T est in
oh �erente, l'assertion est triviale. On supposedon
 T est 
oh �erente. Soit R ⊆ Nn une relation r �e
ursive, don
 d �e�nie par une relation φ ∈ ∆0

1 d'apr �esle 
orollaire 3.29, et soit ~a = (a1, . . . , an) ∈ Nn. Comme φ ∈ Σ0
1, on a R(~a) implique N |= φ(~a) implique

T − φ(~a) d'apr �es le th �eor �eme 3.34. D'autre part, si ¬R(~a), on a N 6|= φ(~a), autrement dit N |= ¬φ(~a),d'o �u T − ¬φ(~a) puisque ¬φ ∈ Σ0
1. ❚3.6 Théorèmes d'indé
idabilité et d'in
omplétudeOn arithm �etise la logique, 
'est- �a-dire qu'on 
ode les expressions logiques (termes, formules) sousforme d'entiers et leurs propri �et �es sous forme d'ensembles d'entiers. Pour 
ela, on utilise le deuxi �emebon 
odage p.r. des suites 
onsid �er �e en se
tion 1.3 dans l'exemple 1.26. Le 
ode 
anonique de la suite

〈n0, . . . , nk−1〉 est alors :
{

♯〈n0, . . . , nk−1〉 = 21+n031+n1 · · ·p1+nk−1

k−1 si k > 1,

♯ε = 1 si k = 0,o �u p0, p1, . . . est une �enum�eration 
roissante des nombres premiers. (En fait le premier entier qui 
odela suite vide ε est 0 et non 1, mais il est plus 
ommode de 
hoisir ♯ε = 1 
omme 
ode 
anonique.) On aremarqu �e dans le lemme 1.30 que la 
omposition des suites induit une fon
tion p.r. de N×N dans N,35




e qu'on peut reformuler et pr �e
iser ainsi : la fon
tion de N ×N dans N, not �ee abusivement ∗ 
ommela 
omposition et d �e�nie par ♯u ∗ ♯v = ♯(u ∗ v) et a ∗ b = par exemple 0 si a ou b n'est pas un 
ode
anonique, est p.r. On a �evidemment :3.36 Lemme Si v = w1 ∗ u ∗w2 (
'est- �a-dire u est une sous-suite de v), alors ♯u 6 ♯v.�A 
haque symbole x du langage de l'arithm �etique (l'ensemble d �enombrable de variables �etant V =

{v0, v1, v2, . . .}) et 
haque a

essoire de pon
tuation, on asso
ie un entier pxq :
x vi 0 s + × = ¬ ∧ ∀ ( ) ,

pxq 2i 1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21On s'est limit �e aux 
onne
teurs¬ et∧ et au quanti�
ateur ∀ 
ar on sait que tout formule est �equivalente�a une formule �e
rite ave
 
es symboles.3.37 D�e�nition Une expression logique est un mot sur l'alphabet 
i-dessus. Le 
ode d'une expressionlogique u = 〈x1, . . . , xk−1〉 est l'entier u• = ♯〈px1q, . . . , pxk−1q〉.3.38 Lemme Les ensembles suivants sont p.r. :Var = {2i, i ∈ N} Symb = {1, 3, . . . , 21} ∪ VarTerA = {p0q} ∪ Var ForA = {ϕ•, ϕ une formule atomique}Ter = {t•, t un terme} For = {ϕ•, ϕ une formule}Le pr �edi
at et l'ensemble suivants sont p.r. :Lib(x, y) ⇔ For(x),Var(y) et la variable 
od �ee par y a une o

urren
e libredans la formule 
od �ee par xForCl = {ϕ•, ϕ une formule 
lose}.sont p.r. La fon
tion suivante N3 → N est p.r. :Sub(x, u, t) =
(

∃v(u div 2)

(

(v(u div2) = τt) ∧ϕx

))•

,o �u τt est le terme 
od �e par t si Ter(t) et 0 sinon, et ϕx est la formule 
od �ee par x si For(x) et v sinon.Preuve | Les 
as de Var, Symb et TerA sont triviaux. Pour Ter, d'apr �es le lemme 3.36, on a Ter(x)si, et seulement si, TerA(x) ou il existe y1, y2 < x tels que Ter(y1), Ter(y2) et
x = s•(•∗y1∗)• ou x = (•∗y1 ∗ +• ∗ y2∗)• ou x = (•∗y1 ∗ ×• ∗ y2∗)•,don
 Ter est p.r. Pour ForA, on a ForA(x) si, et seulement s'il existe y1, y2 < x tels que Ter(y1), Ter(y2)et

x = (•∗y1∗ =• ∗y2∗)• ou x = (•∗y1∗ <• ∗y2∗)•.Le 
as de For se traite 
omme 
elui de Ter. Pour Lib, on v �eri�e ais �ement que la troisi �eme 
onditionest bien p.r. En�n ForCl(x) si, et seulement si, For(x) et pour tout y 6 x, non Lib(x, y). ❚3.39 D�e�nition (Th �eorie 
ompl �ete, r �e
ursivement axiomatis �ee, d �e
idable) Soit T une th �eorie dans lelangage de l'arithm �etique. On dit que T est :{ 
ompl �ete lorsque pour toute formule 
lose φ, T − φ ou T − ¬φ,{ r �e
ursivement axiomatis �ee lorsque {φ•, φ ∈ T } est r �e
ursif,{ d �e
idable lorsque ThmT = {φ•, T − φ} est r �e
ursif.36



3.40 Exer
i
e Expliquer pourquoi la d �e
idabilit �e d'une th �eorie est une propri �et �e intrins �eque, 
'est-�a-dire ne d �epend pas du 
odage 
hoisi.3.41 Lemme ThmT est r �e
ursif si, et seulement si, ThmClT = {x,ForCl(x) et T − ϕx} est r �e
ursif.Preuve | ThmClT = ThmT ∩ ForCl, don
 si ThmT est r �e
ursif, ThmClT l'est aussi. R �e
iproquement,il suÆt de remarquer que l'appli
ation qui �a n asso
ie le 
ode de la 
lôture universelle de ϕn est�evidemment r �e
ursive. ❚3.42 Th �eor �eme (Ind �e
idabilit �e, Chur
h) Toute th �eorie 
oh �erente 
ontenant AE est ind �e
idable.Preuve | Soit T une telle th �eorie. Par le th �eor �eme de repr �esentabilit �e 3.35, pour 
haque R ⊆ Nr �e
ursif, il existe ψR telle que pour tout a ∈ N, R(a) implique T − ψR(a), et ¬R(a) implique T − ¬ψR(a).Comme T est 
oh �erente, 
e
i donne : R(a) si, et seulement si, T − ψR(a).Posons UT (n, a) si, et seulement si, T − ϕn[a/v0]. On a R(a) si, et seulement si, UT (ψ•

R, a).Pro
 �edons par l'absurde et supposons ThmT r �e
ursif. Alors UT est r �e
ursif puisque UT (n, a) si, etseulement si, ThmT (Sub(n, pv0q, a•)). Soit DT (n) si, et seulement si, ¬UT (n,n). Alors DT est r �e
ursif,don
 en prenant k = ψ•

DT
, on a DT (n) si, et seulement si, UT (k, n). Mais alors DT (k) si, et seulementsi, UT (k, k), en 
ontradi
tion ave
 la d �e�nition de DT . ❚3.43 Corollaire AP est une th �eorie ind �e
idable. L'ensemble des (
odes des) formules vraies dans Nn'est pas r �e
ursivement �enum�erable.Preuve| Dans le deuxi �eme 
as, il suÆt d'appliquer le th �eor �eme 3.42 �a la th �eorie 
ompl �ete 
onstitu �eedes formules vraies dans N. ❚3.44 Corollaire Le 
al
ul des pr �edi
ats pur dans le langage de l'arithm �etique est ind �e
idable.Preuve | Soit A = A1 ∧ · · · ∧ A7 la 
onjon
tion des axiomes de AE. Pour toute formule φ, on a�evidemment AE − φ si, et seulement si, − A ⇒ φ, don
 ThmAE(n) si, et seulement si, Thm∅((A ⇒

ϕn)•). La fon
tion n 7→ (A ⇒ ϕn)• �etant 
lairement p.r., si Thm∅ est r �e
ursif, ThmAE l'est aussi. ❚Quelques th �eories pas inint �eressantes sont toutefois d �e
idables, 
omme l'arithm �etique de Presburgerou la th �eorie des 
orps r �eels ferm �es. On peut 
onsulter [2℄. On montre fa
ilement le lemme suivant,par exemple en d �e�nissant une ma
hine de Turing.3.45 Lemme Si T est une th �eorie r �e
ursivement axiomatis �ee, alors la relation PrvT (p, n) si, et seule-ment si, p est le 
ode d'une preuve de ϕn dans T , est r �e
ursive.3.46 Lemme Toute th �eorie r �e
ursivement axiomatis �ee et 
ompl �ete est d �e
idable.Preuve| Soit T une th �eorie r �e
ursivement axiomatis �ee et 
ompl �ete. Alors ThmT (n) est �equivalente�a ∃p(PrvT (p, n)), qui est Σ0
1 
ar PrvT (p, n) est r �e
ursif don
 ∆0

1 (lemme 3.41). De plus, 
omme T est
ompl �ete, ¬ThmT (n) est �equivalente �a ThmT (¬•∗n), don
 �a ∃p(PrvT (p,¬•∗n)). Par 
ons �equent, ThmTest r �e
ursif et T est d �e
idable. ❚3.47 Th �eor �eme (In
ompl �etude, G�odel) 1. Toute th �eorie 
oh �erente et r �e
ursivement axiomatis �ee 
on-tenant AE est in
ompl �ete.2. Soient T une th �eorie r �e
ursivement axiomatis �ee 
ontenantAP, πT (x, y) une formule Σ0
1 d �e�nissantdans N la relation PrvT ⊆ N × N et 
ohT la formule ∀x(¬πT (x, f•)). Si T est 
oh �erente, alors

T 6− 
ohT .Preuve | 37



1. Ce premier th �eor �eme est 
ons �equen
e imm�ediate du lemme 3.46 et du th �eor �eme d'ind �e
idabilit �e3.42.2. Soit T 
ontenant AP. Soit UT (n, a) la propri �et �e du th �eor �eme d'ind �e
idabilit �e 3.42 : UT est unerelation RE, don
 Σ0
1 d'apr �es le th �eor �eme de d �e�nissabilit �e 3.28. La relation DT (n) ⇔ ¬UT (n,n)est Π0

1. Soient don
 θT une formule Π0
1 d �e�nissant DT , et δT la formule θT (θ•T ). Si maintenant Test 
oh �erente et T − δT , on a N |= δT d'apr �es le th �eor �eme 3.34 (formule Π0

1), don
 DT (θ•T ), soit
¬UT (θ•T ), 
'est- �a-dire T 6− θT (θ•T ), 
ontradi
tion. Par 
ons �equent, T 6− δT , 
'est- �a-dire DT (θ•T ),autrement dit N |= δT .On a montr �e que si T est 
oh �erente, alors N |= δT et T 6− δT .Pour a
hever la d �emonstration de 
e deuxi �eme th �eor �eme, on se 
onvain
 que la preuve 
i-dessusest formalisable dans AP : �a partir de la d �e�nition 3.30, tout est purement syntaxique ; on abesoin de la r �e
urren
e �a 
ause de l'utilisation du th �eor �eme 3.34. On a don
 AP − 
ohT ⇒ δT ,et don
 T − 
ohT ⇒ δT puisque T ⊇ AP. On a montr �e aussi que si T est 
oh �erente, T 6− δT . Don

T 6− 
ohT .

❚Remarquons que d'apr �es le deuxi �eme th �eor �eme d'in
ompl �etude 
i-dessus, si T est 
oh �erente, T 6−
ohT , don
 d'apr �es le th �eor �eme de 
ompl �etude, il existe un mod �ele M d �enombrable de T tel que
M 6|= 
ohT . Et pourtant T est 
oh �erente si, et seulement si, N |= 
ohT .4 �El �ements de 
omplexit �e algorithmique4.1 Temps et espa
e4.1 D�e�nition (Classe de 
omplexit �e, 
ompl �ementaire) Une 
lasse de 
omplexit �e est un ensemble delangages (d'alphabet quel
onque). Si X est une 
lasse de 
omplexit �e, l'ensemble des langages Σ∗ \ Lpour L ∈ X et L ⊆ Σ∗ est not �e 
oX.Le lemme suivant est �evident.4.2 Lemme Si X est une 
lasse de 
omplexit �e, alors 
o
oX = X. Si X et Y sont deux 
lasses de 
omplexit �e,alors X ⊆ Y si, et seulement si, 
oX ⊆ 
oY.4.3 D�e�nition (Temps) Soit une fon
tion f : N → R+. L'ensemble des langages d �e
idables par unema
hine de Turing d �eterministe (resp. non-d �eterministe) op �erant en temps f (d �e�nition 2.7) est not �eTime(f) (resp. NTime(f)).Il est �a noter que dans la d �e�nition 
i-dessus, on ne limite ni le nombre de rubans des ma
hines, nileur alphabet.4.4 Th �eor �eme Si L ∈ Time(f(n)), alors pour tout ǫ > 0, on a L ∈ Time(ǫf(n) + n + 2).Preuve| Soit M = (Σ, S, T) une ma
hine d �eterministe �a k rubans qui d �e
ide L en temps f. On d �e�nitune ma
hine d �eterministe M ′ = (Σ ′, S ′, T ′) �a k ′ rubans qui d �e
ide L en temps ǫf(n) + n+ 2, o �u :

k ′ =

{
2 si k = 1

k si k > 1.Soit m = 1+ [6/ǫ]. On prend Σ ′ = Σ+ Σ�m et
S ′ = S+Σ1 + · · ·+Σm−1 +

(

S× {1, . . . ,m}k
)

+
(

S× {1, . . . ,m}k × (Σ�)mk
)

+
(

S× {1, . . . ,m}k × (Σ�)2mk
)

.38



M ′ 
ommen
e par re
opier l'entr �ee sur le deuxi �eme ruban sous forme 
ondens �ee, par paquets de mlettres : le mot w = w1 · · ·wp ∈ Σ∗, ave
 wi = xi,1 · · · xi,m ∈ Σm pour i < p et wp = xp,1 · · · xp,m ′pour un 
ertain m ′ 6 m, est �e
rit x ′

1 · · ·x ′

p ∈ Σ ′∗, o �u x ′

i = (xi,1, . . . , xi,m) ∈ Σm ⊆ Σ ′ pour i < p et
x ′

p = (xp,1, . . . , xp,m ′ ,�, . . . ,�) ∈ (Σ + {�})m ⊆ Σ ′. Cette op �eration est e�e
tu �ee au moyen des �etatsdans Σ1 + · · · + Σm−1 ⊆ S ′, et prend n + 2 �etapes.Puis M ′ simule une �etape de M en au plus 6 �etapes. Au d �ebut de la simulation d'une �etape, l' �etatest (q, j1, . . . , jk) ∈ S × {1, . . . ,m}k, o �u ji est la position du i- �eme 
urseur dans le m-uplet lu sur le
i- �eme ruban. En utilisant les �etats dans (S × {1, . . . ,m}k × (Σ�)mk) + (S × {1, . . . ,m}k × (Σ�)2mk), M ′enregistre les symboles de Σ ′ �e
rits dans les 
ases adja
entes �a 
elles point �ees par les 
urseurs, soit
2k 
ases 
ontenant 
ha
une un m-uplet, 
e qui requi �ere 4 �etapes �a M ′. Cette information est alorssuÆsante pour d �eterminer les m �etapes suivantes de M : M ′ passe don
 dire
tement �a la simul �ee dela 
on�guration de M apr �es m �etapes, 
e qui requi �ere au plus 2 �etapes �a M ′ 
ar en m �etapes, M nepeut alt �erer dans 
haque ruban que la 
ase de M ′ point �ee et au plus une 
ase adja
ente.En tout, M ′ d �e
ide L en au plus 6+ 6[f(n)/m] + n + 2 6 ǫf(n) + n + 2 �etapes. ❚4.5 D�e�nition (Ma
hine ave
 entr �ee et sortie) Soit k un entier > 2. Unema
hine de Turing �a k rubansave
 entr �ee et sortie est une ma
hine de Turing �a k rubans (d �eterministe ou non)M = (Σ, S, T) telle quepour tout ((s, x1, . . . , xk), (s ′, x ′

1, . . . , x
′

k, d1, . . . , dk)) ∈ T on ait x1 = x ′

1 (le premier ruban est un ruban dele
ture : entr �ee) et dk 6= −1 (le dernier ruban est un ruban d' �e
riture : sortie). Dans une 
on�guration�nale, le r �esultat est �e
rit sur le dernier ruban. Toutes les autres notions de la d �e�nition 2.24 sontidentiques.4.6 D�e�nition (Espa
e) Soit une fon
tion f : N → R+. On dit qu'une ma
hine de Turing M ave
 entr �eeet sortie op �ere en espa
e f (ou f(n)) si pour tout v ∈ Σ∗ tel que M m�ene en plusieurs �etapes de la
on�guration initiale asso
i �ee �a v �a la 
on�guration (s ′, v ′1, w
′

1, . . . , v
′

k, w
′

k), alors ∑k−1

i=2 |v ′i|+ |w ′

i| 6 f(|v|).L'ensemble des langages d �e
idables par une ma
hine de Turing d �eterministe (resp. non-d �eterministe)ave
 entr �ee et sortie op �erant en espa
e f est not �e Spa
e(f) (resp. NSpa
e(f)).L'int �erêt de 
onsid �erer des ma
hines ave
 entr �ee et sortie dans la d �e�nition de l'espa
e de 
al
ulen 4.6 (somme de 2 �a k − 1) est que 
ertains probl �emes requi �erent nettement moins d'espa
e que lataille n de leur entr �ee, typiquement logn.4.7 Exemple (Palindromes) Soit un ensemble �ni Σ. Un palindrome sur Σ est un mot x1 · · · xn ∈ Σ∗tel que pour tout i > 0, xi = xn+1−i. La ma
hine d �eterministe M = (Σ, S, T), o �u S = {0, 1} + {sx, x ∈
Σ} + {s ′x, x ∈ Σ} et T est d �e�nie par la table suivante pour, disons Σ = {a, b} :

a b �

⊢ 0, a,+1 0, b,+1 ⊤
0 sa,�,+1 sb,�,+1 ⊤
sa sa, a,+1 sa, b,+1 s ′a,�,−1

sb sb, a,+1 sb, b,+1 s ′a,�,−1

s ′a 1,�,−1 ⊥ ⊥
s ′b ⊥ 1,�,−1 ⊥
1 1, a,−1 1, b,−1 0,�,+1d �e
ide l'ensemble L des palindromes. On peut �evidemment 
onsid �erer M 
omme une ma
hine ave
entr �ee et sortie ( �a 2 rubans, qui n' �e
rit rien sur le ruban de sortie), qui d �e
ide alors L en espa
elogarithmique (même en espa
e 
onstant. . . ), 
e qui montre que L ∈ Spa
e(logn).4.8 Th �eor �eme Si L ∈ Spa
e(f(n)), alors pour tout ǫ > 0, on a L ∈ Spa
e(ǫf(n) + 2).Preuve | On pro
 �ede 
omme pour le th �eor �eme 4.4. On �e
rit des m-uplets de lettres de Σ�, o �u

m = 1+ [1/ǫ]. ❚39



4.9 Lemme Si f : N → R+, alors Time(f) = 
oTime(f) et Spa
e(f) = 
oSpa
e(f).4.10 Th �eor �eme Soit f : N → R+. Alors :Time(f) ⊆ NTime(f) ⊆ Spa
e(f) ⊆ NSpa
e(f)NSpa
e(f) ⊆ ⋃

k>0

Time(klog n+f(n)).Preuve | Les in
lusions Time(f) ⊆ NTime(f) et Spa
e(f) ⊆ NSpa
e(f) sont triviales. On montreNTime(f) ⊆ Spa
e(f) en utilisant la simulation des ma
hines de Turing non-d �eterministes par desma
hines d �eterministes introduite dans la preuve de la proposition 2.27. Soient don
 L un langaged �e
id �e par une ma
hine non-d �eterministe �a k rubans M = (Σ, S, T) et d le maximum des 
ardinalit �esde T(s, x1, . . . , xk) pour s ∈ S et x1, . . . , xk ∈ Σ�. La ma
hine M ′ de la proposition 2.27 g �en �ere les suitesde 
hoix non-d �eterministes pour M, 
'est- �a-dire les entiers su

essifs i = 1, 2, . . . en unaire sous laforme 0i et pour 
haque i les suites 〈n1, . . . , ni〉 d'entiers ∈ {0, . . . , d − 1} de longueur i. Pour 
haquesuite 〈n1, . . . , ni〉, M ′ simule M ave
 les 
hoix non-d �eterministes 
orrespondants ; 
omme M op �ere entemps f, l'espa
e utilis �e pour une suite est aussi major �e par f(n). Puis, si la simulation de M n'a pasen
ore abouti �a un �etat �nal, M ′ e�a
e le ruban qui sert �a la simulation de M (
'est l'id �ee importante,qui permet d' �e
onomiser l'espa
e), et 
al
ule la pro
haine suite dans l'ordre lexi
ographique ou bienin
r �emente i si la suite 
onsid �er �ee �etait d − 1 ∗ · · · ∗ d − 1. Comme M s'arrête en au plus f(n) �etapes,
M ′ n' �e
rit que des suites de longueur major �ee par i · log(d − 1) 6 f(n) · log(d − 1). Par 
ons �equent,
L ∈ Spa
e(f).Montrons que NSpa
e(f) ⊆ ⋃k>0 Time(klog n+f(n)). Soit don
 L un langage d �e
id �e par une ma
hinenon-d �eterministe �a ℓ rubans ave
 entr �ee et sortie M = (Σ, S, T) op �erant en espa
e f(n). L'id �ee est de
onstruire, sur l'entr �ee v de longueur n, le graphe Gn des 
on�gurations de M, les sommets �etantles 
on�gurations et les ar
s �etant les �etapes d'ex �e
ution, et de r �eduire le probl �eme L au probl �emed'a

essibilit �e dans 
e graphe. Puisque M est une ma
hine ave
 entr �ee et sortie, le premier ruban estd �etermin �e par l'entr �ee v et la position i 6 |v| = n du 
urseur et le dernier ruban, qui n'est pas lu,est sans e�et sur l'ex �e
ution. Don
 une 
on�guration (s, v1, w1, . . . , vℓ, wℓ) peut être repr �esent �ee parle (2ℓ+ 2)-uplet

〈s, i, v2, w2, . . . , vℓ−1, wℓ−1〉o �u les mots vp, wp (p = 2, . . . , ℓ − 1) sont de longueur au plus f(n). Si c est la 
ardinalit �e de Σ, lama
hine d �eterministe M ′ que nous d �e�nissons 
ommen
e par 
onstruire le grapheGn, dont le nombrede sommets est don
 major �e par
|s| · (n+ 1) · c(2ℓ−2)f(n) 6 k

logn+f(n)

1pour un 
ertain k1 > 0 ind �ependant de n. Il est 
lair que v ∈ L si, et seulement s'il existe un 
hemindu sommet 〈s0, 0, ε, v, . . . , ε, ε〉 vers un sommet 〈s1, i, v2, w2, . . . , vℓ−1, wℓ−1〉 repr �esentant une 
on�gu-ration a

eptante. Cette deuxi �eme question est r �esoluble en temps polynomial en la taille du graphe(exemple 2.21), don
 aussi en temps polynomial, même quadratique, en fon
tion du nombre de som-mets, et on a le r �esultat souhait �e. ❚La m�ethode de r �edu
tion au probl �eme Acc utilis �ee dans la preuve 
i-dessus est appel �ee la m �ethoded'a

essibilit �e. Pour simpli�er la notation des 
lasses de 
omplexit �e usuelles, on 
onvient que n esttoujours la variable prin
ipale (d �enotant la longueur de l'entr �ee) et on prend l'union sur les autresvariables. Don
, si f : Np+1 → N :Time(f(n, k1, . . . , kp)) d �enote ⋃

k1>0,...,kp>0

Time(f(n, k1, . . . , kp))Spa
e(f(n, k1, . . . , kp)) d �enote ⋃

k1>0,...,kp>0

Spa
e(f(n, k1, . . . , kp)),40



et de même pour les 
lasses non-d �eterministes. On 
onsid �ere les 
lasses de 
omplexit �e 
lassiquessuivantes, en temps : P = Time(nk) NP = NTime(nk)Exp = Time(2nk

) NExp = NTime(2nk

)et en espa
e : L = Spa
e(logn) NL = NSpa
e(logn)PSpa
e = Spa
e(nk) NPSpa
e = NSpa
e(nk)ExpSpa
e = Spa
e(2nk

) NExpSpa
e = NSpa
e(2nk

).4.11 Corollaire L ⊆ NL ⊆ P ⊆ NP ⊆ PSpa
e ⊆ Exp ⊆ NExp ⊆ ExpSpa
e.On a une 
ara
t �erisation alternative de NP :4.12 D�e�nition (V �eri�eur polynomial) Soit Σ un ensemble �ni. Un v �eri�eur polynomial d'aphabet Σest une relation binaire R ⊆ Σ∗ × Σ∗ telle que R ∈ P.4.13 Th �eor �eme Soient Σ un ensemble �ni et L ⊆ Σ∗. Alors L ∈ NP si, et seulement s'il existe k ∈ N etun v �eri�eur polynomial R d'aphabet Σ tel que pour tout v ∈ Σ∗ :
v ∈ L si, et seulement s'il existe w ∈ Σ∗ tel que |w| 6 |v|k et R(v,w).Preuve | S'il existe k ∈ N et un tel v �eri�eur polynomial R, alors L est d �e
id �e par la ma
hine M qui,sur l'entr �ee v, 
ommen
e par \deviner" un mot w de longueur au plus |v|k : M �e
rit la borne |v|k surun ruban auxiliaire, et 
onstruit le mot w en 
hoisissant (non-d �eterminisme) �a 
haque �etape l'une despossibilit �es suivantes : soit ajouter une lettre et d �e
r �ementer la borne, soit stopper la 
onstru
tion.Puis M utilise la ma
hine pour le v �eri�eur polynomial R, et d �e
ide si R(v,w).R �e
iproquement, si L ∈ NP, L est d �e
id �e par une ma
hine non-d �eterministe M op �erant en tempspolynomial. Soit R la relation suivante : R(v,w) si, et seulement si, w est le 
ode d'un 
al
ul a

eptantde M sur l'entr �ee v. Comme M op �ere en temps polynomial, R(v,w) implique |w| 6 |v|k pour une
ertaine 
onstante k. Clairement, R ∈ P. En�n, puisque M d �e
ide L, on a bien v ∈ L si, et seulements'il existe w ∈ Σ∗ tel que R(v,w). ❚4.14 Th �eor �eme (Savit
h, 1970) Acc ∈ Spa
e(log2

n).Preuve | L'id �ee est de pro
 �eder par di
hotomie. Soit G un graphe dont l'ensemble X des sommetsa pour 
ardinalit �e n. Soit PG ⊆ X× X× N la propri �et �e suivante : PG(x, y, i) si, et seulement s'il existeun 
hemin dans G de x �a y de longueur au plus 2i. Clairement, (G, x, y) ∈ Acc si, et seulement si,
PG(x, y, 1+[logn]). On d �e�nit une ma
hine d �eterministe ave
 entr �ee et sortie �a 3 rubans M qui d �e
ide
PG. L'entr �ee 
onsiste en la des
ription de G suivie d'un triplet (x, y, i) ∈ X× X× N en repr �esentationbinaire.{ Si i = 0, M teste si x = y ou si G 
ontient un ar
 de x vers y.{ Si i > 0, M g �en �ere sur le troisi �eme ruban les repr �esentations binaires su

essives des sommets,
'est- �a-dire les entiers de 0 �a n−1. Pour 
haque sommet z, M teste si PG(x, z, i−1) et PG(z, y, i−1)de la fa�
on suivante : M ajoute le triplet (x, z, i−1) sur le deuxi �eme ruban, teste si PG(x, z, i−1) ;en 
as de r �eponse n �egative, M l'e�a
e et in
r �emente z ; en 
as de r �eponse positive, M l'e�a
e etle rempla
e par (z, y, i− 1) (z est lu sur le troisi �eme ruban, y et i sont lus sur le triplet pr �e
 �edent

(x, y, i) sur le deuxi �eme ruban) et teste PG(z, y, i − 1) ; de nouveau, en 
as de r �eponse n �egative,
M l'e�a
e et in
r �emente z ; en 
as de r �eponse positive, M v �eri�e qu'il s'agit du deuxi �eme testen 
omparant le triplet 
ourant (i
i (z, y, i− 1)) ave
 le triplet pr �e
 �edent (i
i (x, y, i)) et 
'est uner �eponse positive �a PG(x, y, i). Cet algorithme est 
orre
t par
e que PG(x, y, i) si, et seulement s'ilexiste un sommet z tel que PG(x, z, i − 1) et PG(z, y, i− 1).41



Le deuxi �eme ruban (vide au d �epart) 
ontient don
 au plus 1+[logn] triplets dans X×X×N, 
ha
un delongueur au plus 3 logn, et le troisi �eme ruban 
ontient est de longueur au plus logn. Don
 M op �ereen temps O(log2
n). ❚4.15 Corollaire Si f(n) > logn, NSpa
e(f(n)) ⊆ Spa
e(f(n)2). En parti
ulier, NL ⊆ Spa
e(log2

n), PSpa
e =NPSpa
e = 
oNPSpa
e et ExpSpa
e = NExpSpa
e = 
oNExpSpa
e.Preuve | On reprend la preuve de NSpa
e(f) ⊆
⋃

k>0 Time(klog n+f(n)) dans le th �eor �eme 4.10 et onteste l'a

essibilit �e ave
 l'algorithme du th �eor �eme 4.14. Le graphe de 
on�guration est de taille auplus clog n+f(n) pour une 
ertaine 
onstante c, don
 l'espa
e utilis �e est major �e par :log2
(

clogn+f(n)
)

6 log2
(

c2f(n)
)

= O(f(n)2).Les 
as parti
uliers sont 
ons �equen
es du lemme 4.9. ❚4.16 Th �eor �eme (Immerman-Szeleps
 �enyi, 1987) La fon
tion qui �a un graphe G et un sommet x de Gasso
ie le nombre de sommets a

essibles �a partir de x est 
al
ulable en espa
e logarithmique non-d �eterministe.Preuve | Soit n le nombre de sommets de G. La ma
hine M 
al
ule pour 
haque k = 0, . . . , n− 1, la
ardinalit �e sk de l'ensemble Sk des sommets a

essibles �a partir de x par un 
hemin de longueur auplus k. Le r �esultat du 
al
ul est sn−1. Clairement, S0 = {x} et s0 = 1. Pour 
al
uler sk+1 en fon
tion de
sk (et G, x bien sûr), M initialise un 
ompteur ℓ �a 0, par
ourt tous les sommets v de G et in
r �emente ℓsi v ∈ Sk+1. Pour d �e
ider si v ∈ Sk+1, M initialise un 
ompteur m �a 0 et :1. par
ourt de nouveau tous les sommets u de G ;2. devine pour 
haque u un 
hemin de longueur au plus k de x �a u (
'est la partie non-d �eterministe) ;3. en 
as d' �e
he
, la bran
he est rejet �ee ;4. en 
as de su

 �es, in
r �emente m (le nombre de sommets de Sk trouv �es dans 
ette bran
he) ; si Gne 
ontient pas d'ar
 de u �a v, la bran
he est rejet �ee.�A la �n de la bou
le, dans une bran
he qui n'est pas en
ore rejet �ee, sim < sk, 
'est- �a-dire si la bran
hen'a pas essay �e tous les sommets de u ∈ Sk, la bran
he est rejet �ee, sinon M a

epte. Le r �esultat d'unebran
he �a la question v ∈ Sk+1 est don
 une a

eptation si, et seulement si, v ∈ Sk+1.

M utilise les 6 variables auxiliaires k, sk, ℓ, v,m, u, et un 
ompteur p ∈ {0, . . . , k−1}, et deux sommets
u ′, u ′′ pour deviner le 
hemin de longueur au plus k de x �a u. Ces 9 variables sont major �ees par n,don
 de longueur major �ee par logn. ❚La routine non-d �eterministe pour d �e
ider si v ∈ Sk+1 dans la preuve du th �eor �eme 4.16 donne imm�e-diatement :4.17 Corollaire Acc ∈ NL.4.18 Corollaire Si f(n) > logn, NSpa
e(f) = 
oNSpa
e(f). En parti
ulier, NL = 
oNL.Preuve | Si L est un langage d �e
id �e en espa
e f par une ma
hine non-d �eterministe M, soit M ′ unema
hine non-d �eterministe qui applique l'algorithme du 
orollaire 4.17 sur le graphe de 
on�gurationde M (de taille major �ee par cf(n) pour une 
ertaine 
onstante c), et inverse les r �esultats : M ′ rejettesi une 
on�guration a

eptante de M est a

essible, a

epte sinon. Clairement, M ′ d �e
ide Σ∗ \ L enespa
e f. ❚
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4.2 In
lusions stri
tes4.19 D�e�nition (Fon
tion de 
omplexit �e) Une fon
tion de 
omplexit �e est une fon
tion f : N → N 
rois-sante au sens large telle qu'il existe une ma
hine de Turing (d'alphabet 
ontenant 1) ave
 entr �ee etsortie, qui sur l'entr �ee v 
al
ule 1f(|v|) en espa
e O(f(|v|)) et en temps O(|v| + f(|v|)).L'int �erêt de se limiter �a des fon
tions de 
omplexit �e est illustr �e par le r �esultat suivant, tr �es 
ontre-intuitif.4.20 Th �eor �eme (Trou noir, Trakhtenbrot, 1964) Il existe une fon
tion f : N → N r �e
ursive telle queTime(f(n)) = Time(2f(n)).Preuve | On d �e�nit une fon
tion f telle que pour tout entier n, toute ma
hine M et toute entr �eepour M de longueur n, soit M s'arrête en au plus f(n) �etapes, soit M s'arrête en plus de 2f(n) �etapes,soit M ne s'arrête pas.Soit Mi, i > 1, une �enum�eration r �e
ursive des ma
hines de Turing, par exemple ordonn �ees lexi
o-graphiquement par leur 
ode (pour un 
ertain 
odage M 7→ M•). �Etant donn �es des entiers n, k, i et uneentr �ee v pour Mi de longueur n, on appelle P(n, k, i, v) la propri �et �e suivante : sur l'entr �ee v, soit Mis'arrête en au plus k �etapes, soit Mi s'arrête en plus de 2k �etapes, soit Mi ne s'arrête pas. On appelle
P(n, k) la 
onjon
tion des P(n, k, i, v) pour i 6 n et v une entr �ee quel
onque pour Mi de longueur n :
P(n, k) est 
lairement d �e
idable.Soit n ∈ N. Posons k1 = n et pour j > 1, kj+1 = 1+ 2kj. Soit N(n) le nombre d'entr �ees de longueur
n des n premi �eres ma
hines M1, . . . ,Mn. Pour 
haque entr �ee v pour Mi de longueur n, i 6 n, il existeau plus un entier j tel que P(n, kj, i, v) soit fausse, par d �e�nition des kj. Don
 au plus N(n) formulesparmi les P(n, k1), . . . , P(n, kN(n)+1) sont fausses, et il existe ℓ 6 N(n) + 1 tel que P(n, kℓ) soit vraie :soit f(n) le premier tel kℓ. La fon
tion f est 
lairement r �e
ursive.Si maintenant L ∈ Time(2f(n)), L est d �e
id �e par une ma
hine, disons Mi, en temps au plus 2f(n).Pour toute entr �ee de longueur n > i pour Mi, on a P(n, f(n)), don
 Mi ne s'arrête pas en un temps
t tel que f(n) < t 6 2f(n). Or Mi s'arrête en au plus 2f(n) �etapes, don
 Mi s'arrête en au plus f(n)�etapes. Pour d �e
ider les entr �ees de longueur n < i, on ajoute un nombre �ni d' �etats, 
e qui permetde 
on
lure que L ∈ Time(f(n)). ❚On se limite don
 �a 
lasses d �e�nies �a partir de fon
tions de 
omplexit �e. Le lemme suivant, dont lapreuve est laiss �ee en exer
i
e, implique que les 
lasses 
onsid �er �ees jusqu' �a pr �esent sont bien d �e�nies�a partir de fon
tions de 
omplexit �e.4.21 Lemme L'ensemble des fon
tions de 
omplexit �e est 
los par 
omposition (f, g 7→ f ◦ g), addition(f, g 7→ f+g), multipli
ation (f, g 7→ f×g) et exponentiation (f 7→ (n 7→ 2f(n))). Les fon
tions 
onstantes,l'identit �e n 7→ n, la fon
tion n 7→ [logn], les polynômes, la fon
tion n 7→ 2nk sont des fon
tions de
omplexit �e.4.22 D�e�nition (Probl �eme de l'arrêt en temps limit �e) Soit f une fon
tion de 
omplexit �e telle que pourtout n, f(n) > n. On appelle probl �eme de l'arrêt en temps f le langage suivant :

Halt(f) = {M•#w•,M(w) ↓o en au plus f(|w|) �etapes}.4.23 Lemme Si f est une fon
tion de 
omplexit �e telle que pour tout n, f(n) > n, on a Halt(f) ∈Time(f(n)3) et Halt(f) 6∈ Time(f([n/2])).Preuve | On d �e�nit une ma
hine d �eterministe Uf �a 4 rubans qui d �e
ide Halt(f) en temps O(f(n)3).Comme f est une fon
tion de 
omplexit �e, Uf �e
rit sur le quatri �eme ruban le mot 1f(|w|), qui va servirde 
ompte �a rebour. Uf v �eri�e que l'entr �ee est bien le 
ode d'une ma
hine M, et 
opie M• sur letroisi �eme ruban et le 
ode de l' �etat initial sur le deuxi �eme, 
e qui dure O(f(|w|)+n) = O(f(n)) �etapes.43



Ensuite, Uf simule M 
omme la ma
hine universelle U de l'exemple 2.32, mais d �e
r �emente le 
ompte�a rebour �a 
haque �etape de M ;Uf rejette si le 
ompte �a rebour est �a 0. Chaque �etape de M est simul �eeen un temps O(k2
MℓMf(|w|)), o �u kM est le nombre de rubans de M et ℓM est la longueur de 
haquedes
ription de symbole de M. Comme 
es deux 
onstantes sont 6 logn et que log3

n 6 n 6 f(n)asymptotiquement, le temps de simulation d'une �etape deM estO(f(n)2). Le 
ompte �a rebour limitantle nombre d' �etapes �a f(n), Uf op �ere en temps O(f(n)3), on en 
on
lut que Halt(f) ∈ Time(f(n)3).Pour montrer que Halt(f) 6∈ Time(f([n/2])), on pro
 �ede par l'absurde en supposant qu'il existe unema
hine de Turing MHalt(f) qui d �e
ide Halt(f) en temps f([n/2]). On d �e�nit alors par diagonalisationla ma
hine Df suivante :
Df(M

•) = si MHalt(f)(M
•#M•) ↓o alors ↓n sinon ↓o,et Df(v) ↓n si v n'est pas de la forme M•. Sur l'entr �ee M•, Df op �ere en temps f([(2n + 1)/2]) = f(n).Si Df a

epte D•

f, 
'est que MHalt(f) rejette D•

f#D•

f, et don
 D•

f#D•

f 6∈ Halt(f), 
e qui signi�e que Dfn'a

epte pas D•

f en temps f(n). Comme Df 
onverge en temps f(n), Df rejette D•

f. Si au 
ontraire Dfrejette D•

f, on en d �eduit de même que Df a

epte D•

f. Dans les deux 
as, on a une 
ontradi
tion. ❚On en d �eduit :4.24 Th �eor �eme (Hi �erar
hie pour le temps d �eterministe) Si f est une fon
tion de 
omplexit �e telle quepour tout n, f(n) > n, on a Time(f(n)) ( Time(f(2n + 1)3).4.25 Corollaire P ( Exp.Preuve | Clairement, P ⊆ Time(2n). Or, par le th �eor �eme 4.24, on a Time(2n) ( Time(23(2n+1)) ⊆Time(2n2

) ⊆ Exp. ❚4.26 Th �eor �eme (Hi �erar
hie pour l'espa
e d �eterministe) Si f est une fon
tion de 
omplexit �e, alors on aSpa
e(f(n)) ( Spa
e(f(2n) logn).Preuve | On d �e�nit un probl �eme de l'arrêt en espa
e f :
Haltsp(f) = {M•#w•,M(w) ↓o en espa
e au plus f(|w|)}.On montre que Haltsp(f) 6∈ Spa
e(f([n/2])) 
omme dans le lemme 4.23. On montre que Haltsp(f) ∈Spa
e(f(n) logn) en utilisant une ma
hine universelle ave
 un 
ompteur pour l'espa
e. Le fa
teur lognprovient du 
odage des mots. ❚4.27 Corollaire NL ( PSpa
e ( ExpSpa
e.Preuve | Par le 
orollaire 4.15, NL ⊆ Spa
e(log2

n), et par le th �eor �eme 4.26, Spa
e(log2
n) (Spa
e(log3

n) ( · · · ⊆ Spa
e(n) ( PSpa
e. La deuxi �eme in
lusion est triviale. ❚Il existe aussi des th �eor �emes de hi �erar
hie pour le temps et l'espa
e non-d �eterministes.4.3 Rédu
tions et 
omplétude4.28 D�e�nition (R �edu
tion) Soient Σ1, Σ2 deux alphabets et L1 ⊆ Σ∗

1, L2 ⊆ Σ∗

2 deux langages. Une l-r �edu
tion (resp. p-r �edu
tion, r-r �edu
tion) de L1 vers L2 est une fon
tion R : Σ∗

1 → Σ∗

2 
al
ulableen espa
e logarithmique (resp. 
al
ulable en temps polynomial, r �e
ursive) et telle que v ∈ L1 si, etseulement si, R(v) ∈ L2. Pour x = l,p,r, on dit qu'un langage L1 est x-r �edu
tible �a un langage L2 s'ilexiste une x-r �edu
tion de L1 vers L2, et on le note L1 6x L2.44



4.29 D�e�nition (Clôture par r �edu
tion) Soient X une 
lasse de 
omplexit �e et x = l,p ou r. On dit que
X est 
lose par x-r �edu
tion si pour tous L ∈ X et L ′ 6x L, on a L ′ ∈ X.Cha
une des 
lasses de 
omplexit �e 
onsid �er �ees X a une 
lasse naturellement asso
i �ee x = l,p ou r, etqu'on appellera la 
lasse de r �edu
tion standard de X. Par exemple :l pour NL et P,p pour NP, 
oNP, PSpa
e, Exp, NExp, 
oNExp et ExpSpa
e,r pour RE et 
oRE.La preuve de la proposition suivante est laiss �ee en exer
i
e.4.30 Proposition L, NL, P, NP, 
oNP, PSpa
e, Exp, NExp, 
oNExp, ExpSpa
e, RE, 
oRE sont 
loses parr �edu
tion.4.31 D�e�nition (Compl �etude) Soient X une 
lasse de 
omplexit �e, x sa 
lasse de r �edu
tion standard et
L un langage. On dit que L est X-diÆ
ile si pour tout L ′ ∈ X, L ′ 6x L. On dit que L est X-
omplet si
L ∈ X et L est X-diÆ
ile.4.32 Th �eor �eme Halt est RE-
omplet.Preuve| D'apr �es le th �eor �eme 2.33, Halt ∈ RE. Fixons un 
odage des ma
hines de Turing : si L ∈ RE,soit M une ma
hine qui l'a

epte ; on a w ∈ L si, et seulement si, M•#w• ∈ Halt, don
 L 6r Halt. Par
ons �equent, Halt est RE-
omplet. ❚4.33 D�e�nition (Cir
uit bool �een) Soit V un ensemble d �enombrable (de variables). Un 
ir
uit bool �een
C est un triplet (|C|,6, e), o �u (|C|,6) est un ordre partiel �ni ave
 minorant (appel �e la sortie de C)tel que |C| soit non vide et que 
haque �el �ement ait au plus 2 pr �ed �e
esseurs, et e est une appli
ation(appel �ee �etiquetage) de |C| dans V + {¬,∧,∨, v, f} telle que pour tout s ∈ |C| :{ s a 0 pr �ed �e
esseur si, et seulement si, e(s) ∈ V + {v, f} (un tel s est appel �e une entr �ee de C),{ s a 1 pr �ed �e
esseur si, et seulement si, e(s) = ¬,{ s a 2 pr �ed �e
esseurs si, et seulement si, e(s) = ∧ ou ∨.�A un 
ir
uit bool �een C on asso
ie une formule propositionnelle φC d �e�nie par indu
tion sur la 
ardi-nalit �e de |C| :{ si |C| = {s} est un singleton, alors e(s) ∈ V + {v, f} et φC = e(s),{ si la sortie de C est �etiquet �ee par ¬ et C ′ est le 
ir
uit bool �een obtenu en enlevant la sortie de

C, alors φC = ¬φC ′ ,{ si la sortie de C est �etiquet �ee par ∧ (resp. ∨) et C1, C2 sont les 
ir
uits bool �eens obtenus enenlevant la sortie de C, alors φC = φC1
∧ φC2

(resp. φC1
∨φC2

).On dit que C 
al
ule φC.En parti
ulier, tout sommet d'un 
ir
uit bool �een sauf sa sortie a au moins un su

esseur. En retirantde la d �e�nition 
i-dessus l'existen
e d'un minorant, on obtient des 
ir
uits 
al
ulant des fon
tionsbool �eennes de {v, f}n dans {v, f}p (au lieu de propositions, 
'est- �a-dire de fon
tions bool �eennes de
{v, f}n dans {v, f}). Observons qu'une formule propositionnelle est un 
as parti
ulier de 
ir
uit bool �een,dans lequel tout sommet sauf la sortie a exa
tement un su

esseur.4.34 D�e�nition CircuitSat est le probl �eme suivant : �etant donn �e un 
ir
uit bool �een C, existe-t-il unevaluation qui satisfasse φC ? CircuitValue est le probl �eme suivant : �etant donn �e un 
ir
uit bool �een
C dont toutes les entr �ees sont v ou f, φC est-elle vraie ?4.35 Th �eor �eme CircuitValue est P-
omplet. 45



Preuve| CircuitValue est dans P : le 
ir
uit C �etant donn �e par exemple sous la forme de son graphe�a n sommets et de son �etiquetage (liste d' �etiquettes), on 
al
ule la valeur deφC en 
al
ulant les valeursde tous les sommets (on 
her
he les sommets dont on 
onna�̂t les valeurs des pr �ed �e
esseurs).Pour montrer qu'il est P-
omplet, on d �e�nit pour tout langage L ∈ P une r �edu
tion R de L �a
CircuitValue. On sait que L est d �e
id �e par une ma
hine d �eterministe M = (Σ, S, T) �a un ruban entemps au plus nk pour une 
ertaine 
onstante k, et on admet que M peut être suppos �ee s'arrêter surla 
ase num�erot �ee 0, 
e qui se d �emontre fa
ilement. La table de 
al
ul de M sur l'entr �ee v de longueur
n, not �ee t(M, v), est la matri
e (nk + 1) × 2(nk + 1) dont la ligne i repr �esente la 
on�guration (s, f, p)qui d �e
oule de la 
oniguration initiale en i �etapes :

t(M, v)i,j =

{
f(j) si j 6= p

(f(p), s) si j = p.On observe que t(M, v)i,j, i > 1,−nk 6 j 6 nk, est une fon
tion F des 3 valeurs voisines de t(M, v) surla ligne pr �e
 �edente, soit :
t(M, v)i−1,j−1, t(M, v)i−1,j et t(M, v)i−1,j+1,

F ne d �ependant que de la ma
hine M. En 
odant les entr �ees de t(M, v) par des suites de 0 et de 1 delongueur m, o �u m est une 
onstante qui ne d �epend que de M, et en identi�ant 0 ave
 f et 1 ave
 v, onpeut don
 d �e�nir une famille, not �ee C, 
onstitu �ee de m 
ir
uits �a 3m entr �ees qui 
al
ulent F.On peut alors 
onstruire un 
ir
uit R(v) 
onstitu �e de nk · 2(nk − 1) 
opies de C, une pour 
haqueligne i > 1 et 
haque 
olonne j telle que −nk 6 j 6 nk. Si la 
opie num�ero (i, j) est not �ee Ci,j, onidenti�e les entr �ees de Ci,j ave
 les sorties de Ci−1,j−1, Ci−1,j et Ci−1,j+1. Les entr �ees de R(v) sontles valeurs de la premi �ere ligne et les 
odes des � situ �es sur les premi �ere et derni �ere 
olonnes de
t(M, v). On ajoute un sous-
ir
uit qui 
al
ule 0 ou 1 suivant que la valeur de Cnk,0 est le 
ode d'une
on�guration rejetante ou a

eptante. Ce r �esultat, 0 ou 1, est la sortie de R(v).On v �eri�e ais �ement que R(v) a pour valeur 1 si, et seulement si, v ∈ L, et que la 
onstru
tion de
R(v) se fait en espa
e logarithmique. ❚4.36 Th �eor �eme (Cook, 1971) CircuitSat est NP-
omplet.Preuve | Il est fa
ile de d �e�nir un v �eri�eur polynomial pour CircuitSat : �etant donn �e un 
ir
uit
C ave
 k variables, on devine une valuation �a k variables et on v �eri�e en temps polynomial si ellesatisfait ou non la proposition φC, 
omme dans l'algorithme pour CircuitValue (th �eor �eme 4.35).Don
 d'apr �es le th �eor �eme 4.13, CircuitSat est dans NP.Pour montrer qu'il est NP-
omplet, on d �e�nit pour tout langage L ∈ NP une r �edu
tion R de L �a
CircuitSat. On sait que L est d �e
id �e par une ma
hine non-d �eterministe M = (Σ, S, T) �a un ruban entemps au plus nk pour une 
ertaine 
onstante k. On peut supposer sans perte de g �en �eralit �e que Mtoujours a exa
tement 2 
hoix, 
'est- �a-dire que pour tout (s, x) ∈ (S∪ {⊢})× (Σ∪ {�}), la 
ardinalit �e de
T(s, x) est 2. Comme dans la preuve du th �eor �eme 4.35, �etant donn �ees une entr �ee v de longueur n eten plus une suite de 
hoix c ∈ {0, 1}n

k , on peut d �e�nir la table de 
al
ul t(M, v, c) de M sur l'entr �ee vave
 les 
hoix c1, . . . , cnk qui est une matri
e (nk + 1)× 2(nk + 1). Pour i > 1,−nk 6 j 6 nk, t(M, v, c)i,jest une fon
tion t(M, v, c)i−1,j−1, t(M, v, c)i−1,j, t(M, v, c)i−1,j+1 et de ci−1. On 
onstruit alors le 
ir
uit
R(v) en espa
e logarithmique 
omme dans la preuve du th �eor �eme 4.35, en 
ombinant des 
ir
uits ( �a
3m + 1 entr �ees 
ette fois).La proposition asso
i �ee φR(v) est satis�able si, et seulement s'il existe une suite de 
hoix c ∈ {0, 1}n

ktelle que φR(v)(c) a pour valeur 1 (on identi�e proposition �a nk variables et fon
tion de {0, 1}n
k dans

{0, 1}) si, et seulement si, v ∈ L. ❚4.37 D�e�nition Sat est le probl �eme suivant : �etant donn �e une proposition φ, existe-t-il une valuationqui la satisfasse ? 2-Sat (resp. 3-Sat) est la restri
tion de Sat aux propositions sous forme normale46




onjon
tive φ1 ∧ · · · ∧ φk dont toutes les disjon
tions φi (appel �ees 
lauses) ont 2 (resp. 3) litt �eraux(variables ou n �egations de variable).Dans la d �e�nition 
i-dessus, la restri
tion �a des propositions sous forme normale 
onjon
tive n'enl �evepas de g �en �eralit �e d'apr �es le 
orollaire 3.6. C'est la 
ondition sur la taille des 
lauses qui est sp �e
i�que.4.38 Corollaire Sat et 3-Sat sont NP-
omplets.Preuve| CircuitSat, qui est dans NP d'apr �es le th �eor �eme 4.36, �etant plus g �en �eral que Sat et 3-Sat,
Sat et 3-Sat sont 
lairement dans NP. Pour 
on
lure, on montre que CircuitSat se r �eduit �a 3-Sat(don
 �a Sat qui est plus g �en �eral que 3-Sat).�Etant donn �e un 
ir
uit C = (|C|,6, e), on 
onstruit en espa
e logarithmique une proposition sousforme normale 
onjon
tive dont les 
lauses ont au plus 3 litt �eraux (
ela suÆt, 
ar on peut alors rem-pla
er par exemple x∨y par x∨y∨f. . . ), et qui est satis�able si, et seulement si, C l'est. La propositiona pour variables 
elles �etiquetant des entr �ees de C, ainsi que les sommets de C, et est la 
onjon
tiondes formules suivantes ψs o �u s varie parmi les sommets de C :






(¬s∨ x) ∧ (s∨ ¬x) si e(s) = x, une variable
s si e(s) = v

¬s si e(s) = f

(s∨ s1) ∧ (¬s∨ ¬s1) si e(s) = ¬ et s1 est le pr �ed �e
esseur de s
(¬s∨ s1) ∧ (¬s∨ s2) ∧ (¬s1 ∨ ¬s2 ∨ s) si e(s) = ∧ et s1, s2 sont les pr �ed �e
esseurs de s
(¬s1 ∨ s) ∧ (¬s2 ∨ s) ∧ (s1 ∨ s2 ∨ ¬s) si e(s) = ∨ et s1, s2 sont les pr �ed �e
esseurs de s
s si s est la sortie.

❚4.39 D�e�nition �Etant donn �es un graphe non-dirig �e G, une 
lique (resp. une anti
lique) est un sous-ensemble X de sommets tels qu'il existe une ar �ete (resp. il n'existe pas d'ar �ete) de G entre 2 sommetsquel
onques de X. Clique (resp. Anticlique) est le probl �eme suivant : �etant donn �es un graphe non-dirig �e G et un entier n, G 
ontient-il une 
lique (resp. anti
lique) de 
ardinalit �e n ? 3-Color est leprobl �eme suivant : �etant donn �e un graphe non-dirig �e G, existe-t-il une appli
ation de l'ensembledes sommets de G dans {1, 2, 3} telle que deux sommets adja
ents quel
onques aient des imagesdi� �erentes ?4.40 Corollaire Clique et Anticlique sont NP-
omplets.Preuve | Il est 
lair que Clique et Anticlique ont des v �eri�eurs polynomiaux, et sont don
 dansNP. De plus, Clique et Anticlique se r �eduisent l'un �a l'autre en espa
e logarithmique.Pour montrer que Anticlique est NP-diÆ
ile, on r �eduit 3-Sat �a Anticlique. �A une 
onjon
tion
ψ = ψ1 ∧ · · ·∧ψm de m 
lauses ψi = x1

i ∨ x2
i ∨ x3

i , on asso
ie le graphe G ayant 3m sommets s1i , s2i , s3i ,
i = 1, . . . ,m, et les ar �etes suivantes : une ar �ete entre s1i et s2i , une ar �ete entre s2i et s3i , une ar �ete entre
s1i et s3i pour tout i = 1, . . . ,m ; une ar �ete entre sαi et sβj lorsque i 6= j et xα

i = ¬x
β
j . Il est 
lair que G aune anti
lique de 
ardinalit �e m si, et seulement si, ψ est satis�able. ❚4.41 Exer
i
e Montrer que 3-Color est NP-
omplet.On trouvera de nombreux autres probl �emes NP-
omplets dans [4℄.4.42 Th �eor �eme Acc est NL-
omplet. 47



Preuve | D'apr �es le 
orollaire 4.17, Acc est dans NL. Pour montrer qu'il est NL-
omplet, on d �e�nitpour tout langage L ∈ NL une r �edu
tion R de L �a Acc. Soit M une ma
hine non-d �eterministe qui d �e
ide
L en espa
e logarithmique. Comme dans la preuve de l'in
lusion NSpa
e(f) ⊆ ⋃

k>0 Time(klog n+f(n))(th �eor �eme 4.10), on 
onstruit �a partir de l'entr �ee v le graphe Gv des 
on�gurations de M �a partir de v ;on lui ajoute un sommet t et des ar
s vers t depuis 
haque 
on�guration terminale. Si s est le sommetde Gv asso
i �e �a la 
on�guration initiale, on a bien v ∈ L si, et seulement s'il existe un 
hemin de s vers
t dans Gv. ❚4.43 Corollaire 2-Sat est NL-
omplet.Preuve | 2-Sat est dans NL : si φ, une proposition sous forme normale 
onjon
tive dont toutes les
lauses ont 2 litt �eraux, a pour variables x1, . . . , xn, on 
onstruit le graphe dont les sommets sont leslitt �eraux x1, . . . , xn,¬x1, . . . ,¬xn, et 
omportant, pour tous litt �eraux x et y, un ar
 de x vers y si, etseulement si, une 
lause de φ est �equivalente �a x ⇒ y (par exemple de ¬xi vers ¬xj si une 
lause de
φ est ¬xj ∨ xi, et
). Clairement, φ n'est pas satis�able si, et seulement s'il existe i et deux 
hemins,l'un de xi vers ¬xi et l'autre de ¬xi vers xi, 
e qui se teste en essayant (partie non-d �eterministe) unnum�ero de sommet, 
od �e par exemple en binaire, don
 de taille logarithmique. Par 
ons �equent, 2-Satest dans 
oNL = NL (
orollaire 4.18).D'apr �es le th �eor �eme 4.42, Acc est NL-
omplet. Or d'apr �es le 
orollaire 4.18, NL = 
oNL, don
 leprobl �eme 
ompl �ementaire Inacc (pas de 
hemin de s vers t) est aussi NL-
omplet. On r �eduit Inacc�a 2-Sat. Soit G un graphe. On peut le supposer a
y
lique (sinon, on le modi�e en prenant un 
y
lequel
onque, en enlevant un ar
 quel
onque de 
e 
y
le, et on re
ommen
e jusqu' �a obtenir un graphe
G ′ a
y
lique ; alors entre deux sommets s et t, il existe un 
hemin dans G si, et seulement s'il en existeun dans G ′). On asso
ie �a G, s, t la 
onjon
tion ψ des propositions s, ¬t, et ¬x∨y pour tout 
ouple desommets (x, y) tel que G 
ontienne un ar
 de x vers y. Il est 
lair que ψ est satis�able si, et seulements'il n'existe pas de 
hemin de s vers t dans G. ❚La �gure 2 pr �esente les relations entre les 
lasses de 
omplexit �e 
onsid �er �ees, ave
 quelques probl �emes
omplets. Elem est la 
lasse des langages �el �ementaires :Elem =

⋃

p>0

Time (fp(n)) ,o �u f0(n) = n et pour tout p > 0, fp+1(n) = 2fp(n). Pour 
ompl �eter 
ette 
ourte introdu
tion �a lath �eorie de la 
omplexit �e algorithmique, on pourra lire notamment [5, 6℄.
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Fig. 2 { Panorama des prin
ipales 
lasses de 
omplexit �e, ave
 quelques probl �emes 
omplets. Lesr �ef �eren
es indiquent les r �esultats d'in
lusion stri
te mentionn �es dans le texte.
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