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SUR LA LINEARITE DE LA FONCTION DE ARTIN

PAR GuiLLAUME ROND

RESUME. — Nous donnons ici un contre-exemple a une vieille conjecture en théorie des singularités. Cette
conjecture est que la fonction qui apparait dans la version forte du théoréme d’approximation de Artin est
majorée par une fonction affine. Tout d’abord nous faisons une étude de I'approximation diophantienne
entre le corps des séries en plusieurs variables et son complété pour la topeldjgue. Nous montrons,

a I'aide d'un exemple, qu'il n'existe pas de version du théoréme de Liouville dans ce contexte. Ce méme
exemple nous fournit notre contre-exemple (théoréme 1.2). Nous appliquons cela pour donner une nouvelle
preuve du fait qu'il n’existe pas de théorie de I'élimination des quantificateurs pour le corps des séries en
plusieurs variables.
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ABSTRACT. — We give here a counter-example to an old conjecture in the theory of singularities. This
conjecture is that the function that appears in the strong Artin approximation theorem is bounded by a affine
function. First we study Diophantine approximation between the field of power series in several variables
and its completion for then-adic topology. We show, with an example, that there is no Liouville theorem
in this case. This example give us our counter-example (cf. théoréme 1.2). As an application, we give a new
proof of the fact that there is no theory of elimination of quantifiers for the field of fractions of the ring of
power series in several variables.

0 2005 Elsevier SAS

1. Introduction

En 1969, M. Artin a prouvé le théoréme suivant (version forte du théoréme d’approximation
de Artin) :

THEOREME 1.1[1]. — Soit] unidéal deOy[X1,..., X, ] engendré parleg;, pourl <I<r.
Il existe une fonctio: N — N telle que:

Vie NVx e OF tels que
(VI fi(z) € mﬁ,(i)*l(%’v) = (37 € O} tel quez — z € mi ' O} etVl f,(z) =0)

olumy estl'idéal maximal d&), 'anneau des séries formelles dhvariables sur un corpk
quelconque.

PourI un idéal deOy[X1,...,X,], nous appellerons fonction de Artin dela plus petite
fonction3: N — N qui vérifie le théoréme ci-dessus. Ce théoréme nous dit donc que les solutions
approchées deg sont proches de vraies solutions pour la topolagiadique, la fonctions
étant une «mesure » de cette approximation. Dans lé\casl, M.J. Greenberg5] a montré
que la fonction de Artin d’un idéal était majorée par une fonction affine. Le fait que dans ce cas
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2 G. ROND

la fonction de Artin d’'un idéal soit bornée par une fonction affine peut s'interpréter en terme
d’'inégalité de type Lojasiewicz sur I'espace des arcs (cf. remarque 2).

D’autre part, siOy — On[X;,...,X,]/I est lisse etN quelconque, alors la fonction de
Artin de I est égale a I'identité. La fonction de Artin d’un tel idéal peut donc étre vue comme
une mesure de la lissité du morphisme précédent.

La conjecture suivante a été formulée en 1989 (voir aussi P]) :

CONJECTURE — Toute fonction de Artin est bornée par une fonction affine.

Ce probleme a été étudié, entre autres, par D. Delfino et I. Swanson, M. Hickel, S. Izumi,
M. Spivakovsky, B. Teissier (cf. par exempt,[[13], ou [2]).
Voici quelques exemples d’'idéaux dont la fonction de Artin est bornée par une fonction affine
(voir aussi [L2)) :
e les idéaux principaux d®y[X,Y, Z4,..., Z,] engendrés par les polyndmes de la forme
XY =", fiZ; oulidéal (fi,..., f,) est premier (théoreme d’lzurng]),
e lesidéaux d&y[X1,..., X,] engendrés par des polyndmes homogénes de degré 1 (voir
par exemple]2, théoreme 3]},
e les idéaux principaux d®y[X, X,...,X,] engendrés par les polyndmes de la forme
X"+ fX" 11X, +- 4 f7X, o f € Oy [2, théoreme 3.10
Enfin, précisons que poW = 1, cette fonction apparait dans I'étude de I'espace des arcs d’'un
germe singulier de variét®] et en intégration motiviqued| (J. Denef et F. Loeser relient cette
fonction avec certaines séries de Poincaré motiviques, cf. théoréme 8.1).
Nous donnons ici un contre-exemple a cette conjecture :

THEOREME 1.2. — La fonction de Artin du polyndme
P(X,Y,Z):=X?-7ZY? c Oy[X,Y, 7]

est bornée inférieurement par une fonction polynomiale de dég N > 2 et si la
caractéristique dé est différente de.

Nous relions tout d'abord un résultat de type approximation diophantienne sur le corps
Ky (le corps des fractions d@y) a I'existence d’'une fonction de Artin (proposition 2.1 et
corollaire 2.3). Nous montrons ensuite, a I'aide d’'un exemple (cf. exemple 2.4), qu'il n'existe pas
de résultat du type théoreme de Liouville pour une extension finiexddansk y, son complété
pour la topologiemy-adique. Nous nous appuyons alors sur cet exemple pour donner notre
contre-exemple a la conjecture citée précédemment (théoreme 1.2). La preuve du théoréme 1.2
(partie 3) peut se lire indépendamment de la partie 2 qui traite de I'approximation diophantienne.
La partie 2 permet cependant d’éclairer le théoreme 1.2.

Enfin, nous déduisons de cela, en derniére partie, qu'il n'existe pas de théorie d’élimination
des quantificateurs dafisy, pour N > 2 (théoréme 4.1), pour le langage défini dans la derniére
partie.

SoientN un entier positif non nul € un corps; nous utiliserons les notations suivantes :

e Oy estl'anneau des séries formelld§r, . .., Ty|] etmy son idéal maximal (owm quand

il n'y aura pas d’équivoque possible sivi).

e ord est la valuatiomm y-adique sur®y . Cette valuation définit une norme sur Oy en

posantz| = e~ °"4(®) et cette norme induit une topologie appelée topolagiadique.

o Vy:={] |, y€ Oy etord(z) > ord(y)}, 'anneau de valuation discréte qui domifig

pourord. Nous noterons, son idéal maximal.

o Uy = k(%,...,Tgl)[[TNH est le complété pour la topologie’y-adique deVy. En

effet, cet anneau correspond au complété le long du diviseur exceptionnel de I'&geau
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Nous noteronsny I'idéal maximal de cet anneawyd I'extension de la valuatiomy -
adique ef | I'extension de la norme associée.

e Ky et KN sont respectivement les corps de fractiongde et deVN On peut remarquer
queK v est le complété di& y pour la norme |.

Remarquel. — Un théoréme de Wavrik (cf1{]) donne I'existence de la fonction de Artin
pour les systémes d’'équations polynomiales & coefficients Rffs ..., Ty}, 'anneau des
séries convergentes, quakdest muni d'une norme. Tout ce qui est énoncé dans la suite est
encore valable dans ce cas.

Remarque2. — Soit I = (f1,..., f,) un idéal deOy[Xq,...,X,]. Notons F' le sous
ensemble d©%, défini parf,; = --- = f, = 0. Notonsd la distance su®©?%; induite par la norme
| oo SUrOF;, elle-méme définie pad(x1, ..., x, )| = max; |z;|. Alors la fonction de Artin de
I est bornée par une fonction affine si et seulement si hous avons l'inégalité suivante de type
tojasiewicz :

max|f,;(x1,...,xn)| > Kd(z, F)°

ou K eta sont des constantes indépendantesidépour une preuve de ce résultat, voi})[

2. Polynébme homogeéne a zéro isolé et approximation diophantienne

Nous allons montrer ici que la fonction de Artin d’'un polyndbme homogéne a zéro isolé est
bornée par une fonction affine si et seulement si nous avons un résultat de type approximation
diophantienne (cf. remarque 3) :

PROPOSITION 2.1. — Soit P € On[X1,...,X,] un polynéme homogéne de degt@ui a
pour unique zéro dan®%; le point (0,...,0). NotonsQ;(X1,...,X;,...,X,,) le polynbme
P(Xy,...,1,...,X,) oulavariable X; est remplacee par dansP, pourz e{l,...,n}.

Le polyndmeP admet une fonction de Artin bornée par une fonction affine si et seulement si
il existe deux constantes positivest b telles que nous ayons

1) mjin{ord(% —yj>} aord(v) +b

pour tout: € {1,...,n}, pour toute racine(ys,...,%i,...,yn) de Q; dans Vy et pour tout
ULy ...y Usy. .., Uy €Lv dansOy.

Remarque3. — La condition (1) peut aussi s’énoncer sous la forme suivante : il existe
deux constantes positiveset K telles que pour tout entiere {1,...,n}, pour toute racine
(Y1,--sYis- - -, yn) deQ; dansVy et pour toutus, ..., u;, ..., u, etv dansOy nous ayons

}2K|U|C.

Remarque4. — En fait, comme le montre la preuve de cette proposition, deux cas peuvent se
produire : soit aucun des polyn6m@s n'admet de solutions darigy, soit au moins un de ces
polyndmes en admet une. Dans le premier cas, la preuve nous permet de dire que la fonction de
Artin de P est bornée par une fonction de la forine> di + ¢ ouc € N.

Dans le second cas, si la condition (1) est vérifiée, alors la fonction de Artihetd bornée
par une fonction de la forme— d'i + c ol c € R, etd’ > d sont des constantes.

Uj
maxy|— —Yj
7 v
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Avant de donner la preuve de cette proposition, nous allons d’abord énoncer un lemme qui va
nous permettre de reformuler le théoréme de Artin dans le cas particulier des polyndmes a zéro
isolé :

LEMME 2.2.— Soit P un polyndme d®y|[X1,..., X,,] ayant pour seul zéro & coordonnées
dansOy le point(0,...,0). Le polyndmeP admet une fonction de Artin majorée par la fonction
8, si et seulement si nous avons l'inégalité

(2) V(x1,...,z,) € OR, ord(P(xl, ... ,xn)) < ﬂ(mkin{ord(xk)})

En particulier P admet une fonction de Artin majorée par une fonction affine, si et seulement si
il existe deux constantesetb telles que

(3) V(z1,...,2n) € OF%, ord(P(zy,...,2,)) < amkin{ord(x;g)} +0.

Démonstration du lemme.Supposons que la fonction de Artin d@ soit majorée par
la fonction 3. Soient (z1,...,z,) € O% eti € N tels que P(xy,...,z,) € mPO+! et
P(x1,...,2,) ¢ mPGFD+1 Alors d'aprés le théoréme 1.1, il existe,,...,7,) € OF tel
que pour toutk, =, — T € mitl, et P(7y,...,T,) = 0. Par hypothése suP, nous avons
nécessairememt, = 0 pour toutk. Et doncord(z) > ¢ + 1. Nous avons donc l'inégalité (2).

Inversement si nous avons l'inégalité (2), et(si,...,z,) € OF vérifie P(z1,...,z,) €
mP(@)+1 alors nécessairement € m**! pour toutk, et la fonction de Artin deéP est bornée par
la fonctions. O

Démonstration de la proposition.SoientP comme dans I'énoncé et , . .., x,, € Oy . Quitte
achanger le nom des variables, nous pouvons supposer que nousiaMen$ < - - - < ord(x,,).
Nous avons alors

d 2 Tn
P(xy,...,25) LLlP<1, —,‘..,—>.
Z1 Z1

Notons alorsQ: (Y2,...,Y,) le polyndmeP(1,Y,...,Y;). Le polyndmeQ, n'a pas de racine
dansOp. lIn'ena donc pas non plus dah%;, mais peut en avoir darisy.

Supposons qué; Nn'ait pas de racine darigy. CommeV/y est de la formé[[T]] ou K est
un corps efl’ une variable formelle, d’aprés le théoreme de Greenberg5Rf.q); admet une
fonction de Artin bornée par une constantet dans ce cas nous obtenons

0rd<P(LE,.. 73?7,)) <c+1
X1 T

ord(P(a:l, .. ,xn)) <dord(z1) +c+1.

Donc

Et donc, d'aprés le lemme 2.2, la fonction de ArtinEest bornée par une fonction affine dont
le coefficient de linéarité peut étre choisi égal.&eci correspond au premier cas énoncé dans
la remarque 4. R

Si Q; a des racines dangy, toujours d’aprés], @1 admet une fonction de Artin bornée par
une fonction affing — A\i + p. Notons(ys, . .., y,) un plus proche zéro c(e;—j, .. m") pour la
topologiem-adique.
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Supposons que nous ayanmj{ord(i—fl' —y;)} <aord(z)+Dboua eth sont des constantes.
Alors nous avons

T1 il J T

<A(aord(z1) +b+1) +p+ 1.
Dol
ord(P(z1,...,2,)) < (aX+d)ord(z1) + Aa(b+ 1) + pu+ 1.

Et donc, la encore d’apres le lemme 2.2, la fonction de ArtirPdest bornée par une fonction
affine dont le coefficient de linéarité est strictement plus grandiq@eci correspond au second
cas énonceé dans la remarque 4.

Inversement, supposons qu'il existe {1,...,n} tel que, pour tout € N, il existe une racine
(Y1,es- -1 Yires -1 Yn,c) deQ; dansVy et desu; . etv. dansOy tels que

min{ord(uj’c - yj,c> } > cord(v,.).
J Ve

Uj,e

Comme ord(y;,c) = 0, nous avonsord(=2<) > 0 pour toutj et pour toutc et donc
min(ord(v.),ord(usc), . ..,ord(un,.)) = ord(v.).

Nous avons
Ul,¢e Un,c Ul e Un,c
Qi<—7"'7—>:Qi<—7”'7 )_Qi(yl,m"‘vyn,c)
Ve Ve Ve Ve
Ul,c Un,c U2 c Unp,c
_Qi<—a"'7—)_Qi<yl,C7 a"'a—>
Ve Ve Ve Ve
U2,¢c Un,c
+Qi(y1,07 7"'a—> _"'_Qi(yl,Ca"'7yn,c)-
Ve Ve

Or nous avons

j,c n,c j+1,c n,c
Qi(yl,w"'ayj—l,m IRy : > _Qi<y170a"'7yj,(27 : PR - )

Ve Ve Ve Ve

Us
= ( Le yj,c) Uz
Ve

ouU; e ‘71\7 (car@Q); est a coefficients dar@y, et les
Nous en déduisons que

4) ord (Qi <u2’c .~ %>> > m}in{ord(uj’c - yj,c) } > cord(v,).
Ve Ve J Ve

D'ou

u

;’;C et lesy; . sont dand/y).

ord(P(ve, ug,c, - - -, Un,c)) = (c+d)ord(ve).

Donc P n'admet pas de fonction de Artin bornée par une fonction affine/cae vérifie pas
l'inégalité (3) dulemme 2.2. O

Nous déduisons de la proposition précédente le résultat d’approximation diophantienne
suivant :
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PROPOSITION 2.3. — Soitz € KN algébrique surK y tel quex ¢ K. Alors il existe une
fonctiony:N — N telle que

v

ord( - x) <7(ord(v))

pour tousu etv dansQOy.

SiQ=aqX?+---+ ag est le polyndme minimal desur O, alorsy est majorée par une
fonction affine si et seulement si la fonction de ArtirRte: 4 X% +ag_1 X4 1Y +---+agY% €
On[X,Y] est majorée par une fonction affine, c’est-a-dire qu'il existe 1 et K > 0 tels que

U
——z
v

> Kwl|®, Vu,veOy.

Démonstration. -Soit z € Ky algébrique sufKy. Si ord(z) > 0, soit Q un polynéme
irréductible deO y [ X] tel queQ(z) = 0 et P(X,Y") 'homogénéisé d€). Le corollaire découle
alors de la proposition précédentefsiadmet une fonction de Artin bornée par une fonction
affine. Si ce n'est pas le cas, I'existence de la fonction de Artii?daotées3, nous permet de
dire, en reprenant I'inégalité (4) de la derniére partie de la preuve de la proposition précédente et
grace au lemme 2.2,

B(ord(v)) = #(min{ord(u),ord(v)}) = ord(P(u,v))

:ord<Q<%>> +dord(v )>0rd<; —x) +dord(v).

Le résultat en découle directement.

Siord(z) < 0, notonsQ un polynéme irréductible d® [ X] tel queQ(z) = 0. Soit P(X,Y")
'homogénéisé dé) et R(Y) = P(1,Y). Le polyndbmeR est irréductible, de méme degré qye
et R(1/x) = 0. Nous avons alor§)(%) = ?:—ZR(%). Si le terme initial de?* est différent du
terme initial dex pour la valuationord, alors nous obtenonsrd(% — x) < ord(z). Sinon,
ord(u) + ord(x) = ord(v). Sachant qud /x € Vy, d'aprés le lemme 2.2 et I'existence la
fonct|on de Artin du polyndbmeP, nous obtenons comme précédemment l'inégalitd = —

) < Blord(u)) — dord(u) < Blord(w)).

Donc nous avons

e )
_ord(z - > B(ord(v) — ord(z)).
<

Blord(v) —ord(z)) + ord(z). O

Exemple2.4. — Supposons que la caractéristiquekdest différente de 2. Nous présentons
ici une suite(z,)p,en {0,1,27 d’éléments deKy, chacun de degré 2 sli€y, pour lesquels il
existeu,, , etw, tels quelz, — == w2 =C vk 21 et ord(v, ;) tend verstoo aveck, ol
C,, est une constante qui depend]deNous voyons donc que s'il existe une version linéaire

d’approximation diophantienne pour les séries en plusieurs variables, contrairement au cas des
nombres réels algébriques, la meilleure bartelle qu’il existe K avec

Dans tous les cas, nous avang(* — )

:z:u‘ > K|v|®, VYu,ve Oy
v
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ne peut pas étre bornée par le degré de I'extensidfi ggar . Il n’existe donc pas de version
du théoréme de Liouville pour les extensions finie&kde dansk .

Soit P,(X,Y) le polyndmeX? — (17 + T%)Y? avecp € N\ {0, 12}. Le termeT? + T3 n'est
pas un carré car la caractéristique du corps de base est differente de 2. Le seul Zgreste
alors(0,0). SoitQ,(X) = X? — (T% + T%). Le polyndmeQ),, a deux racines darisy qui sont
xp, et—x, avec

2 n— n
(T AT ey
b 2T 81T} 22n=1(n —1)In! TZ" '
Notonsa,, := (—1)"—1% Soitk un entier positif et notons

k—1 sz
Lp,k _T1§ :a’lTZz

Nous avons

TP
(5) Tp— Tp k=11 ZalT% GAS\’]’ 2)k+1
izk

etx,, ), s'écrit sous la formé'z: avecu,, ;. etv, . premiers entre eux et, , = 77" ~°. D'oul
ok

3
ord <1p - 'Uk> =k(p-2)+1= <§ — 1> ord(vp i) + 5P 2,
b,
ou encor%a:p B T
’Up,k

Exemple2.5. — Plus généralement, S. Izumi a étudié les polyndmes de la f§fimeaY ? ol
a n'est pas une puissanddeme dang) y, et a montré que la fonction de Artin de ces polynémes
est bornée par une fonction affine (c8, jproposition 5.]), sans pour autant donner de bornes
explicites.

3. Preuve du théoréme 1.2

Nous pouvons donner la preuve du théoréme 1.2 annoncé dans I'introduction. Celle-ci consiste
a interpréter différemment le contre-exemple 2.4 a I'approximation diophantienne de type
Liouville :

Soit N > 2 fixé. Nous notonsP(X,Y, Z) := X2 — Y2Z. Supposons la caractéristique ke
différente de 2. Soient et k des entiers strictement plus grands que 2 et soient

g
2k—2 2k—3
Up. e =17 E TQ“ vp =T et z,=T2+1TY
1=0

(2n—2)1
Notons, comme dans I'exemple 24, ;. :

En particulierz? = z,,.

avec, pour tout € N, a,, := (—1)"~1

T' T‘p
=T Zz o digar T2L ! etxp =T Z¢>O iz T2t :
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Alors

k—1 ip\ 2
T )
Pl = (12Tl ) - ot emn s
1

=0

u
k
<( - ) P) rU/?‘,
Vg
~(p+2)k—4

= (@p,e — Tp)(Tp,e + xp)v,% cemy
d’apreés la relation (5) de I'exemple 2.4.
Si (z,y, z) estun zéro dé alors soitz est un carré, soit =y =0. Or

sup (ord(zp — t2)) =p
teOn

car la caractéristique deest différente de 2, et
min (ord(uy,x), ord(vy)) = 2k — 3.
Donc, en posani = k — 2, nous avons

k%2—4
P(up—2k, vk, 2k—2) EM

et
sup(min{ord(ug—_z2 — x),ord(v, — y),ord(zx—2 — 2)}) <2k — 3

ou la borne supérieure est prise sur toutes les ra¢inesz) de P.

Notons(y la fonction de Artin deP. Soient; € N* pair etk € N tel que: = 2k — 2. D’aprées
ce qui précéde, il existe une solution approchéd’de 'ordre (%)2 —4= (%tﬁ —-5+1,
mais il n’existe aucune solution d@ « proche » de cette solution & I'ordig- 1. Donc Sy (i) >
(H22)2 — 5. Sii est impair, commedy (i) > By (i — 1), nous avongdy (i) > (4)? — 5. Donc
pour tout: € N*, nous avons

4. Application : non-existence d’élimination des quantificateurs dans le corps
k((T1,...,Tn)) pour N > 2

J. Denef et F. Loese#] ont donné une preuve du théoréme de Greenberg a I'aide d’un résultat
d’élimination des quantificateurs dd a J. Pa3 [ Nous pouvons appliquer ici la méme méthode
pour montrer que dans le caé > 2, il n'y a pas d’existence d'une théorie d’élimination des
quantificateurs dans le corp$(71, . .., Tx)) muni du langage défini ci-dessous.

Dans cette partids est un corps algébriquement clos.

Soit Lp;. le langage du premier ordre dont les variables sont les élémefitetdes symboles
sont+, <, 0, 1 et pour toutd € Z>, un symbole pour signifier la relation binaite= y modd.

Soit £, le langage du premier ordre dont les variables sont les élémeitetdes symboles
sont+, —, x,0, 1.

Soit Ly le langage du premier ordre dont les variables sont les élémekRtg @t les symboles
sont+, —, %, 0, 1 etle symbole pour la fonctioord.

Nous pouvons alors énoncer le résultat suivant di a F. D8lan |
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SUR LA LINEARITE DE LA FONCTION DE ARTIN 9

THEOREME 4.1. — Soit N > 2 fixé. Considérons le langage du premier ordre a trois sortes
L := (Lpre, Lk, Ly, ord, ), o0 7w est une fonction d&y versk. Soit £’ le langage formé a
partir de £ en lui ajoutant autant de symboles que I'on veut de telle sorte que la restriction de
L' aZ soit égale alp,.. Alors £’ n’admet pas d’élimination deK y -quantificateurs.

Démonstration. -Considérong, la fonction de Artin du polyndm& = X2 — ZY 2 vu comme
polyndme deD [ X, Y, Z]. Cette fonction peut se définir dans les langages £’, et donc son
graphe aussi. En effet, pour tout entienous avons

(P(:U,y,z) emf+l — (3?,@,2/(17 —-T,y—Yy,z—Z€E m"+1)
AP(Z,7,%)=0)),

ANP(z,y,2) € mA) — (-32,9.Z/(z - T,y —y,2—Z € m”“)
AP(z,5,%)=0)).

Si £’ admettait une élimination dé§y -quantificateurs, alors d’aprés un résultat de Presburger,
qui dit queLp,. admet une élimination des quantificateurs (&f]], et d’apres le théoréme de
constructibilité de Chevalley, le langage admettrait une élimination des quantificateurs. Le
graphe de3, inclus dansZ?, serait donc semi-algébrique dans le langdge. et il existerait
alors une patrtition finie d&f en classes de congruences telle it affine sur chacune de ces
classes, ce qui est faux d’'apres ce qui précede.

Remarque5. — PourN = 1 un résultat d’élimination des quantificateurs a été obtenu par J. Pas
(cf. [20]).
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