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FSUR LA LINÉARITÉ DE LA FONCTION DE ARTIN

PAR GUILLAUME ROND

RÉSUMÉ. – Nous donnons ici un contre-exemple à une vieille conjecture en théorie des singularité
conjecture est que la fonction qui apparait dans la version forte du théorème d’approximation de A
majorée par une fonction affine. Tout d’abord nous faisons une étude de l’approximation diopha
entre le corps des séries en plusieurs variables et son complété pour la topologiem-adique. Nous montrons
à l’aide d’un exemple, qu’il n’existe pas de version du théorème de Liouville dans ce contexte. Ce
exemple nous fournit notre contre-exemple (théorème 1.2). Nous appliquons cela pour donner une
preuve du fait qu’il n’existe pas de théorie de l’élimination des quantificateurs pour le corps des sé
plusieurs variables.

 2005 Elsevier SAS

ABSTRACT. – We give here a counter-example to an old conjecture in the theory of singularities
conjecture is that the function that appears in the strong Artin approximation theorem is bounded by
function. First we study Diophantine approximation between the field of power series in several va
and its completion for them-adic topology. We show, with an example, that there is no Liouville theo
in this case. This example give us our counter-example (cf. théorème 1.2). As an application, we giv
proof of the fact that there is no theory of elimination of quantifiers for the field of fractions of the ri
power series in several variables.

 2005 Elsevier SAS

1. Introduction

En 1969, M. Artin a prouvé le théorème suivant (version forte du théorème d’approxim
de Artin) :

THÉORÈME 1.1 [1]. – SoitI un idéal deON [X1, . . . ,Xn] engendré par lesfl pour1 � l � r.
Il existe une fonctionβ :N → N telle que:

∀i ∈ N ∀x ∈On
N tels que(

∀l fl(x) ∈ m
β(i)+1
N Or

N

)
=⇒

(
∃x ∈On

N tel quex− x ∈m
i+1
N On

N et∀l fl(x) = 0
)

oùmN est l’idéal maximal deON , l’anneau des séries formelles enN variables sur un corpsk
quelconque.

PourI un idéal deON [X1, . . . ,Xn], nous appellerons fonction de Artin deI la plus petite
fonctionβ :N → N qui vérifie le théorème ci-dessus. Ce théorème nous dit donc que les so
approchées desfl sont proches de vraies solutions pour la topologiem-adique, la fonctionβ
étant une « mesure » de cette approximation. Dans le casN = 1, M.J. Greenberg [5] a montré
que la fonction de Artin d’un idéal était majorée par une fonction affine. Le fait que dans
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la fonction de Artin d’un idéal soit bornée par une fonction affine peut s’interpréter en
d’inégalité de type Łojasiewicz sur l’espace des arcs (cf. remarque 2).

D’autre part, siON → ON [X1, . . . ,Xn]/I est lisse etN quelconque, alors la fonction d
Artin de I est égale à l’identité. La fonction de Artin d’un tel idéal peut donc être vue co
une mesure de la lissité du morphisme précédent.

La conjecture suivante a été formulée en 1989 [13] (voir aussi [2]) :

CONJECTURE. – Toute fonction de Artin est bornée par une fonction affine.

Ce problème a été étudié, entre autres, par D. Delfino et I. Swanson, M. Hickel, S.
M. Spivakovsky, B. Teissier (cf. par exemple [8], [13], ou [2]).

Voici quelques exemples d’idéaux dont la fonction de Artin est bornée par une fonction
(voir aussi [12]) :

• les idéaux principaux deON [X,Y,Z1, . . . ,Zn] engendrés par les polynômes de la for
XY −

∑
i fiZi où l’idéal (f1, . . . , fn) est premier (théorème d’Izumi [8]),

• les idéaux deON [X1, . . . ,Xn] engendrés par des polynômes homogènes de degré 1
par exemple [12, théorème 3.1]),

• les idéaux principaux deON [X,X1, . . . ,Xn] engendrés par les polynômes de la for
Xn + fXn−1X1 + · · ·+ fnXn oùf ∈ON [2, théorème 3.10].

Enfin, précisons que pourN = 1, cette fonction apparait dans l’étude de l’espace des arcs
germe singulier de variété [9] et en intégration motivique [4] (J. Denef et F. Loeser relient cet
fonction avec certaines séries de Poincaré motiviques, cf. théorème 8.1).

Nous donnons ici un contre-exemple à cette conjecture :

THÉORÈME 1.2. – La fonction de Artin du polynôme

P (X,Y,Z) := X2 −ZY 2 ∈ON [X,Y,Z]

est bornée inférieurement par une fonction polynomiale de degré2 si N � 2 et si la
caractéristique dek est différente de2.

Nous relions tout d’abord un résultat de type approximation diophantienne sur le
KN (le corps des fractions deON ) à l’existence d’une fonction de Artin (proposition 2.1
corollaire 2.3). Nous montrons ensuite, à l’aide d’un exemple (cf. exemple 2.4), qu’il n’exis
de résultat du type théorème de Liouville pour une extension finie deKN dansK̂N , son complété
pour la topologiemN -adique. Nous nous appuyons alors sur cet exemple pour donner
contre-exemple à la conjecture citée précédemment (théorème 1.2). La preuve du théor
(partie 3) peut se lire indépendamment de la partie 2 qui traite de l’approximation diophan
La partie 2 permet cependant d’éclairer le théorème 1.2.

Enfin, nous déduisons de cela, en dernière partie, qu’il n’existe pas de théorie d’élim
des quantificateurs dansKN , pourN � 2 (théorème 4.1), pour le langage défini dans la dern
partie.

SoientN un entier positif non nul etk un corps ; nous utiliserons les notations suivantes :
• ON est l’anneau des séries formellesk[[T1, . . . , TN ]] etmN son idéal maximal (oum quand

il n’y aura pas d’équivoque possible surN ).
• ord est la valuationmN -adique surON . Cette valuation définit une norme| | surON en

posant|x|= e−ord(x) et cette norme induit une topologie appelée topologiem-adique.
• VN := {x

y | x, y ∈ON et ord(x) � ord(y)}, l’anneau de valuation discrète qui domineON

pourord. Nous noteronsm′
N son idéal maximal.

• V̂N := k( T1
TN

, . . . , TN−1
TN

)[[TN ]] est le complété pour la topologiem′
N -adique deVN . En

effet, cet anneau correspond au complété le long du diviseur exceptionnel de l’anneaON .
4e SÉRIE– TOME 0 – 2005 –N◦ 0
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Nous noteronŝmN l’idéal maximal de cet anneau,ord l’extension de la valuationm′
N -

adique et| | l’extension de la norme associée.
• KN et K̂N sont respectivement les corps de fractions deON et deV̂N . On peut remarque

queK̂N est le complété deKN pour la norme| |.
Remarque1. – Un théorème de Wavrik (cf. [14]) donne l’existence de la fonction de Art

pour les systèmes d’équations polynomiales à coefficients dansk{T1, . . . , TN}, l’anneau des
séries convergentes, quandk est muni d’une norme. Tout ce qui est énoncé dans la suit
encore valable dans ce cas.

Remarque2. – Soit I = (f1, . . . , fp) un idéal deON [X1, . . . ,Xn]. Notons F le sous
ensemble deOn

N défini parf1 = · · ·= fp = 0. Notonsd la distance surOn
N induite par la norme

| |∞ surOn
N , elle-même définie par|(x1, . . . , xn)|∞ = maxi |xi|. Alors la fonction de Artin de

I est bornée par une fonction affine si et seulement si nous avons l’inégalité suivante d
Łojasiewicz :

max
i

∣∣fi(x1, . . . , xn)
∣∣ � Kd(x,F )a

oùK eta sont des constantes indépendantes desxi (pour une preuve de ce résultat, voir [7]).

2. Polynôme homogène à zéro isolé et approximation diophantienne

Nous allons montrer ici que la fonction de Artin d’un polynôme homogène à zéro iso
bornée par une fonction affine si et seulement si nous avons un résultat de type approx
diophantienne (cf. remarque 3) :

PROPOSITION 2.1. – Soit P ∈ ON [X1, . . . ,Xn] un polynôme homogène de degréd qui a
pour unique zéro dansOn

N le point (0, . . . ,0). NotonsQi(X1, . . . , X̂i, . . . ,Xn) le polynôme
P (X1, . . . ,1, . . . ,Xn) où la variableXi est remplacée par1 dansP , pour i ∈ {1, . . . , n}.

Le polynômeP admet une fonction de Artin bornée par une fonction affine si et seulem
il existe deux constantes positivesa et b telles que nous ayons

min
j

{
ord

(
uj

v
− yj

)}
� aord(v) + b(1)

pour tout i ∈ {1, . . . , n}, pour toute racine(y1, . . . , ŷi, . . . , yn) de Qi dans V̂N et pour tout
u1, . . . , ûi, . . . , un et v dansON .

Remarque3. – La condition (1) peut aussi s’énoncer sous la forme suivante : il e
deux constantes positivesc et K telles que pour tout entieri ∈ {1, . . . , n}, pour toute racine
(y1, . . . , ŷi, . . . , yn) deQi dansV̂N et pour toutu1, . . . , ûi, . . . , un et v dansON nous ayons

max
j

{∣∣∣∣uj

v
− yj

∣∣∣∣} � K|v|c.

Remarque4. – En fait, comme le montre la preuve de cette proposition, deux cas peuv
produire : soit aucun des polynômesQi n’admet de solutions danŝVN , soit au moins un de ce
polynômes en admet une. Dans le premier cas, la preuve nous permet de dire que la fon
Artin deP est bornée par une fonction de la formei �→ di + c où c ∈ N.

Dans le second cas, si la condition (1) est vérifiée, alors la fonction de Artin deP est bornée
par une fonction de la formei �→ d′i + c où c ∈ R+ etd′ > d sont des constantes.
ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE
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Avant de donner la preuve de cette proposition, nous allons d’abord énoncer un lemme
nous permettre de reformuler le théorème de Artin dans le cas particulier des polynômes
isolé :

LEMME 2.2. – SoitP un polynôme deON [X1, . . . ,Xn] ayant pour seul zéro à coordonné
dansON le point(0, . . . ,0). Le polynômeP admet une fonction de Artin majorée par la foncti
β, si et seulement si nous avons l’inégalité:

∀(x1, . . . , xn) ∈On
N , ord

(
P (x1, . . . , xn)

)
� β

(
min

k

{
ord(xk)

})
.(2)

En particulierP admet une fonction de Artin majorée par une fonction affine, si et seulem
il existe deux constantesa et b telles que

∀(x1, . . . , xn) ∈On
N , ord

(
P (x1, . . . , xn)

)
� amin

k

{
ord(xk)

}
+ b.(3)

Démonstration du lemme. –Supposons que la fonction de Artin deP soit majorée pa
la fonction β. Soient (x1, . . . , xn) ∈ On

N et i ∈ N tels que P (x1, . . . , xn) ∈ mβ(i)+1 et
P (x1, . . . , xn) /∈ mβ(i+1)+1. Alors d’après le théorème 1.1, il existe(x1, . . . , xn) ∈ On

N tel
que pour toutk, xk − xk ∈ mi+1, et P (x1, . . . , xn) = 0. Par hypothèse surP , nous avons
nécessairementxk = 0 pour toutk. Et doncord(xk) � i + 1. Nous avons donc l’inégalité (2).

Inversement si nous avons l’inégalité (2), et si(x1, . . . , xn) ∈ On
N vérifie P (x1, . . . , xn) ∈

mβ(i)+1, alors nécessairementxk ∈ mi+1 pour toutk, et la fonction de Artin deP est bornée pa
la fonctionβ. �

Démonstration de la proposition. –SoientP comme dans l’énoncé etx1, . . . , xn ∈ON . Quitte
à changer le nom des variables, nous pouvons supposer que nous avonsord(x1) � · · ·� ord(xn).
Nous avons alors

P (x1, . . . , xn) = xd
1P

(
1,

x2

x1
, . . . ,

xn

x1

)
.

Notons alorsQ1(Y2, . . . , Yn) le polynômeP (1, Y2, . . . , Yn). Le polynômeQ1 n’a pas de racine
dansON . Il n’en a donc pas non plus dansVN , mais peut en avoir danŝVN .

Supposons queQ1 n’ait pas de racine danŝVN . CommeV̂N est de la formeK[[T ]] où K est
un corps etT une variable formelle, d’après le théorème de Greenberg (cf. [5]), Q1 admet une
fonction de Artin bornée par une constantec et dans ce cas nous obtenons

ord
(

P

(
1,

x2

x1
, . . . ,

xn

x1

))
< c + 1.

Donc

ord
(
P (x1, . . . , xn)

)
< dord(x1) + c + 1.

Et donc, d’après le lemme 2.2, la fonction de Artin deP est bornée par une fonction affine do
le coefficient de linéarité peut être choisi égal àd. Ceci correspond au premier cas énoncé d
la remarque 4.

Si Q1 a des racines danŝVN , toujours d’après [5], Q1 admet une fonction de Artin bornée p
une fonction affinei �→ λi + µ. Notons(y2, . . . , yn) un plus proche zéro de(x2

x1
, . . . , xn

x1
) pour la

topologiem-adique.
4e SÉRIE– TOME 0 – 2005 –N◦ 0
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Supposons que nous ayonsminj{ord(xj

x1
−yj)} � aord(x1)+b oùa etb sont des constante

Alors nous avons

ord
(

Q1

(
x2

x1
, . . . ,

xn

x1

))
< λ

(
min

j

{
ord

(
xj

x1
− yj

)}
+ 1

)
+ µ + 1

< λ
(
aord(x1) + b + 1

)
+ µ + 1.

D’où

ord
(
P (x1, . . . , xn)

)
< (aλ + d) ord(x1) + λa(b + 1) + µ + 1.

Et donc, là encore d’après le lemme 2.2, la fonction de Artin deP est bornée par une fonctio
affine dont le coefficient de linéarité est strictement plus grand qued. Ceci correspond au secon
cas énoncé dans la remarque 4.

Inversement, supposons qu’il existei ∈ {1, . . . , n} tel que, pour toutc ∈ N, il existe une racine
(y1,c, . . . , ŷi,c, . . . , yn,c) deQi dansV̂N et desuj,c et vc dansON tels que

min
j

{
ord

(
uj,c

vc
− yj,c

)}
� cord(vc).

Comme ord(yj,c) � 0, nous avonsord(uj,c

vc
) � 0 pour tout j et pour tout c et donc

min(ord(vc),ord(u2,c), . . . ,ord(un,c)) = ord(vc).
Nous avons

Qi

(
u1,c

vc
, . . . ,

un,c

vc

)
= Qi

(
u1,c

vc
, . . . ,

un,c

vc

)
−Qi(y1,c, . . . , yn,c)

= Qi

(
u1,c

vc
, . . . ,

un,c

vc

)
−Qi

(
y1,c,

u2,c

vc
, . . . ,

un,c

vc

)
+ Qi

(
y1,c,

u2,c

vc
, . . . ,

un,c

vc

)
− · · · −Qi(y1,c, . . . , yn,c).

Or nous avons

Qi

(
y1,c, . . . , yj−1,c,

uj,c

vc
, . . . ,

un,c

vc

)
−Qi

(
y1,c, . . . , yj,c,

uj+1,c

vc
, . . . ,

un,c

vc

)
=

(
uj,c

vc
− yj,c

)
Ui

oùUi ∈ V̂N (carQi est à coefficients dansON , et lesuj,c

vc
et lesyj,c sont danŝVN ).

Nous en déduisons que

ord
(

Qi

(
u2,c

vc
, . . . ,

un,c

vc

))
� min

j

{
ord

(
uj,c

vc
− yj,c

)}
� cord(vc).(4)

D’où

ord
(
P (vc, u2,c, . . . , un,c)

)
� (c + d) ord(vc).

Donc P n’admet pas de fonction de Artin bornée par une fonction affine, carP ne vérifie pas
l’inégalité (3) du lemme 2.2. �

Nous déduisons de la proposition précédente le résultat d’approximation diophan
suivant :
ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE
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PROPOSITION 2.3. – Soit x ∈ K̂N algébrique surKN tel quex /∈ KN . Alors il existe une
fonctionγ :N → N telle que

ord
(

u

v
− x

)
� γ

(
ord(v)

)
pour tousu et v dansON .

Si Q = adX
d + · · · + a0 est le polynôme minimal dex surON , alors γ est majorée par un

fonction affine si et seulement si la fonction de Artin deP = adX
d +ad−1X

d−1Y + · · ·+a0Y
d ∈

ON [X,Y ] est majorée par une fonction affine, c’est-à-dire qu’il existea � 1 etK � 0 tels que∣∣∣∣uv − x

∣∣∣∣ � K|v|a, ∀u, v ∈ON .

Démonstration. –Soit x ∈ K̂N algébrique surKN . Si ord(x) � 0, soit Q un polynôme
irréductible deON [X] tel queQ(x) = 0 etP (X,Y ) l’homogénéisé deQ. Le corollaire découle
alors de la proposition précédente siP admet une fonction de Artin bornée par une fonct
affine. Si ce n’est pas le cas, l’existence de la fonction de Artin deP , notéeβ, nous permet de
dire, en reprenant l’inégalité (4) de la dernière partie de la preuve de la proposition précéd
grace au lemme 2.2,

β
(
ord(v)

)
� β

(
min

{
ord(u),ord(v)

})
� ord

(
P (u, v)

)
= ord

(
Q

(
u

v

))
+ dord(v) � ord

(
u

v
− x

)
+ dord(v).

Le résultat en découle directement.
Si ord(x) < 0, notonsQ un polynôme irréductible deON [X] tel queQ(x) = 0. SoitP (X,Y )

l’homogénéisé deQ etR(Y ) = P (1, Y ). Le polynômeR est irréductible, de même degré queQ

et R(1/x) = 0. Nous avons alorsQ(u
v ) = ud

vd R( v
u ). Si le terme initial deu

v est différent du
terme initial dex pour la valuationord, alors nous obtenonsord(u

v − x) � ord(x). Sinon,

ord(u) + ord(x) = ord(v). Sachant que1/x ∈ V̂N , d’après le lemme 2.2 et l’existence
fonction de Artinβ du polynômeP , nous obtenons comme précédemment l’inégalitéord( v

u −
1
x ) � β(ord(u))− dord(u) � β(ord(u)).

Donc nous avons

ord
(

u

v
− x

)
= ord

(
ux

v

(
v

u
− 1

x

))
= ord

(
v

u
− 1

x

)
� β

(
ord(v)− ord(x)

)
.

Dans tous les cas, nous avonsord(u
v − x) � β(ord(v)− ord(x)) + ord(x). �

Exemple2.4. – Supposons que la caractéristique dek est différente de 2. Nous présento
ici une suite(xp)p∈N\{0,1,2} d’éléments dêKN , chacun de degré 2 surKN , pour lesquels i
existeup,k et vp,k tels que|xp − uk,p

vk,p
| = Cp|vk|

p
2−1 et ord(vp,k) tend vers+∞ aveck, où

Cp est une constante qui dépend dep. Nous voyons donc que s’il existe une version linéa
d’approximation diophantienne pour les séries en plusieurs variables, contrairement au
nombres réels algébriques, la meilleure bornec telle qu’il existeK avec∣∣∣∣x− u

v

∣∣∣∣ > K|v|c, ∀u, v ∈ON
4e SÉRIE– TOME 0 – 2005 –N◦ 0



ARTICLE IN PRESS

10.1016/j.ansens.2005.10.001/FLA AID:2083 p. 7 (598-671)
PARISGML 2005/09/06 Prn:6/12/2005; 12:03 F:ansens2083.tex; by:Alicija

SUR LA LINÉARITÉ DE LA FONCTION DE ARTIN 7

n

e

es
es

onsiste
type
U
N

C
O

R
R

E
C

T
E

D
 P

R
O

O
F

ne peut pas être bornée par le degré de l’extension deKN parx. Il n’existe donc pas de versio
du théorème de Liouville pour les extensions finies deKN dansK̂N .

SoitPp(X,Y ) le polynômeX2 − (T 2
1 + T p

2 )Y 2 avecp ∈ N\{0,12}. Le termeT 2
1 + T p

2 n’est
pas un carré car la caractéristique du corps de base est différente de 2. Le seul zéro dPp est
alors(0,0). SoitQp(X) = X2 − (T 2

1 + T p
2 ). Le polynômeQp a deux racines danŝVN qui sont

xp et−xp avec

xp = T1

(
1 +

1
2

T p
2

T 2
1

− 1
8

T 2p
2

T 4
1

+ · · ·+ (−1)n−1(2n− 2)!
22n−1(n− 1)!n!

Tnp
2

T 2n
1

+ · · ·
)

.

Notonsan := (−1)n−1 (2n−2)!
22n−1(n−1)!n! . Soitk un entier positif et notons

xp,k := T1

k−1∑
i=0

ai
T ip

2

T 2i
1

.

Nous avons

xp − xp,k = T1

∑
i�k

ai
T ip

2

T 2i
1

∈ m̂
(p−2)k+1
N(5)

etxp,k s’écrit sous la formeup,k

vp,k
avecup,k et vp,k premiers entre eux etvp,k = T 2k−3

1 . D’où

ord
(

xp −
up,k

vp,k

)
= k(p− 2) + 1 =

(
p

2
− 1

)
ord(vp,k) +

3
2
p− 2,

ou encore

∣∣∣∣xp −
up,k

vp,k

∣∣∣∣ = e−
3
2 p+2|vp,k|

p
2−1.

Exemple2.5. – Plus généralement, S. Izumi a étudié les polynômes de la formeXd −aY d où
a n’est pas une puissanced-ième dansON , et a montré que la fonction de Artin de ces polynôm
est bornée par une fonction affine (cf. [8, proposition 5.1]), sans pour autant donner de born
explicites.

3. Preuve du théorème 1.2

Nous pouvons donner la preuve du théorème 1.2 annoncé dans l’introduction. Celle-ci c
à interpréter différemment le contre-exemple 2.4 à l’approximation diophantienne de
Liouville :

Soit N � 2 fixé. Nous notonsP (X,Y,Z) := X2 − Y 2Z. Supposons la caractéristique dek
différente de 2. Soientp etk des entiers strictement plus grands que 2 et soient

up,k = T 2k−2
1

k−1∑
i=0

ai
T ip

2

T 2i
1

, vk = T 2k−3
1 , et zp = T 2

1 + T p
2

avec, pour toutn ∈ N, an := (−1)n−1 (2n−2)!
22n−1(n−1)!n! .

Notons, comme dans l’exemple 2.4,xp,k := up,k

vk
= T1

∑k−1
i=0 ai

T ip
2

T 2i
1

, etxp := T1

∑
i�0 ai

T ip
2

T 2i
1

.

En particulierx2
p = zp.
ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE
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Alors

P (up,k, vk, zp) =

(
T 2

1

(
k−1∑
i=0

ai
T ip

2

T 2i
1

)2

−
(
T 2

1 + T p
2

))
T 4k−6

1

=
((

up,k

vk

)2

− zp

)
v2

k

= (xp,k − xp)(xp,k + xp)v2
k ∈ m̂

(p+2)k−4
N

d’après la relation (5) de l’exemple 2.4.
Si (x, y, z) est un zéro deP alors soitz est un carré, soitx = y = 0. Or

sup
t∈ON

(
ord

(
zp − t2

))
= p

car la caractéristique dek est différente de 2, et

min
(
ord(up,k),ord(vk)

)
= 2k − 3.

Donc, en posantp = k − 2, nous avons

P (uk−2,k, vk, zk−2) ∈mk2−4

et

sup
(
min

{
ord(uk−2,k − x),ord(vk − y),ord(zk−2 − z)

})
� 2k − 3

où la borne supérieure est prise sur toutes les racines(x, y, z) deP .
NotonsβN la fonction de Artin deP . Soienti ∈ N

∗ pair etk ∈ N tel quei = 2k − 2. D’après
ce qui précède, il existe une solution approchée deP à l’ordre ( i+2

2 )2 − 4 = ( i+2
2 t)2 − 5 + 1,

mais il n’existe aucune solution deP « proche » de cette solution à l’ordrei + 1. DoncβN (i) �
( i+2

2 )2 − 5. Si i est impair, commeβN (i) � βN (i − 1), nous avonsβN (i) � ( i
2 )2 − 5. Donc

pour touti ∈ N
∗, nous avons

βN (i) � i2

4
− 5. �

4. Application : non-existence d’élimination des quantificateurs dans le corps
k((T1, . . . , TN )) pour N � 2

J. Denef et F. Loeser [4] ont donné une preuve du théorème de Greenberg à l’aide d’un ré
d’élimination des quantificateurs dû à J. Pas [10]. Nous pouvons appliquer ici la même métho
pour montrer que dans le casN � 2, il n’y a pas d’existence d’une théorie d’élimination d
quantificateurs dans le corpsk((T1, . . . , TN )) muni du langage défini ci-dessous.

Dans cette partie,k est un corps algébriquement clos.
SoitLPre le langage du premier ordre dont les variables sont les éléments deZ et les symboles

sont+, �, 0, 1 et pour toutd ∈ Z�2 un symbole pour signifier la relation binairex ≡ y modd.
SoitLk le langage du premier ordre dont les variables sont les éléments dek et les symboles

sont+, −, ×, 0, 1.
SoitLN le langage du premier ordre dont les variables sont les éléments deKN et les symboles

sont+, −, ×, 0, 1 et le symbole pour la fonctionord.
Nous pouvons alors énoncer le résultat suivant dû à F. Delon [3] :
4e SÉRIE– TOME 0 – 2005 –N◦ 0
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THÉORÈME 4.1. – Soit N � 2 fixé. Considérons le langage du premier ordre à trois so
L := (LPre,Lk,LN ,ord, π), où π est une fonction deKN versk. SoitL′ le langage formé à
partir deL en lui ajoutant autant de symboles que l’on veut de telle sorte que la restrictio
L′ à Z soit égale àLPre. AlorsL′ n’admet pas d’élimination desKN -quantificateurs.

Démonstration. –Considéronsβ, la fonction de Artin du polynômeP = X2−ZY 2 vu comme
polynôme deON [X,Y,Z]. Cette fonction peut se définir dans les langagesL etL′, et donc son
graphe aussi. En effet, pour tout entiern nous avons(

P (x, y, z) ∈mβ(n)+1 =⇒
(
∃x, y, z/

(
x− x, y − y, z − z ∈ mn+1

)
∧ P (x, y, z) = 0

))
,

∧
(
P (x, y, z) ∈mβ(n) =⇒

(
¬∃x, y, z/

(
x− x, y − y, z − z ∈ mn+1

)
∧ P (x, y, z) = 0

))
.

Si L′ admettait une élimination desKN -quantificateurs, alors d’après un résultat de Presbu
qui dit queLPre admet une élimination des quantificateurs (cf. [11]), et d’après le théorème d
constructibilité de Chevalley, le langageL′ admettrait une élimination des quantificateurs.
graphe deβ, inclus dansZ2, serait donc semi-algébrique dans le langageLPre et il existerait
alors une partition finie deN en classes de congruences telle queβ soit affine sur chacune de c
classes, ce qui est faux d’après ce qui précède.�

Remarque5. – PourN = 1 un résultat d’élimination des quantificateurs a été obtenu par J
(cf. [10]).
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