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Abstract

We interpret the Artin—Rees lemma and the 1zumi theorem in term of Artin function and we obtain
a stable version of the Artin—Rees lemma. We present different applications of these interpretations.
First we show that the Artin function of1 X2 — X3X4, as a polynomial in the ring of power series
in more than three variables, is not bounded by an affine function. Then we prove that the Artin
functions of a class of polynomials are bounded by affine functions and we use this to compute
approximated integral closures of ideals.
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1. Introduction

Nous rappelons quelques résultats d’approximation, mais nous donnons tout d’abord la
définition suivante :

Définition 1.1. Nous appellerons couplel, J) la donnée d’un anneau commutatif unitaire
A et d'un idéalJ de A. Nous dirons que le coupl@i, J) est ncethérien (respectivement
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local, complet, réduit, intégre) si I'anneauest ncethérien (respectivement local, complet,
réduit, integre).

Nous pouvons alors définir les propriétés d’approximation et d’approximation forte :

Définition 1.2. Soit (4, J) un couple ncethérien et le complété ded pour la topologie
J-adique. Nous dirons quéA, J) vérifie la propriété d’approximation(PA) (respective-
ment vérifiela propriété d’approximatiompour f) si pour tout systéme d’équations polyno-
miales notéf (X) = 0 a coefficients dand (respectivement si pour le systéme d’équations
polynomiales noté (X) = 0 & coefficients dang), pour toute solutiort € A et pour tout
i € N, il existe une solutiorx dansA de ce systéme qui vérifie; = ¥; mod 3’1 pour
tout ;.

Dans le cas ot est local ety est son idéal maximal, nous dirons gde la propriété
d’approximation.

Définition 1.3.Soit (A, J) un couple ncethérien. Nous dirons que J) vérifiela propriété
d’approximation fortg{PAF) si pour tout systéme d’équations polynomiales rfaté) =

a coefficients dand, il existe une fonction a valeurs entiergsvec la propriété suivante.
Soientx € A" eti € N tels que

f(x)=0 modJFPO+L,
Alors il existex € A" tel que
(X)=0 et x;=x%; modJ ! pourtout;.
J J

La plus petite fonction vérifiant cette propriété sera appelée fonction de Artin de
l'idéal (f).

La encore, sid est local etJ est son idéal maximal, nous dirons gdea la propriété
d’approximation forte.

Remarque 1.Nous pouvons vérifier que les deux définitions précédentes ne dépendent pas
des générateurs de I'idéaf). Nous parlerons donc indifferemment de systeme d’équa-
tions polynomiales et d’idéal dé[X].

Nous avons les deux résultats suivants :

Théoréeme 1.4[2,14,15,21-23] Soit (A, J) une paire hensélienne, ncethérienne. Alors
(A, J) posséde la propriété d’approximation 4i— A est régulier (ouA est le complété
J-adique deA).

Nous rappelons qu’un morphisme d’anneaux ncethépeds— B est dit régulier si il
est plat et si pour tout idéal premi@rde A, la fibre B ® 4 «(P) de ¢ au-dessus d& est
géométriquement réguliére sur le coga®) (c’est-a-dire si 'annead ® 4 k est régulier
pour toute extension finie de« (P)) (cf. [13]).
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Théoreme 1.5[2,14]. Soit(A, m) un couple local ncethérien. Alors si ce couple vérifie la
propriété d’approximation, alors il vérifie la propriété d’approximation forte.

Ce deuxiéme théoréme n’est pas vrai dans le cas général. M. Spivakovsky a donné un
exemple de paire hensélienne vérifiant la PA et donné un polynéme qui n'admet pas de
fonction de Artin [20].

Dans le cas d’'un couple local, la fonction de Artin d'un idé#) de A[X] est une
mesure de la non-lissité du morphisme— A[X]/(f), celle-ci étant égale a l'identité
quand ce morphisme est lisse.

Le but de cet article est d'utiliser le lemme d’Artin—Rees [13] et le théoréme d’lzumi
[9,10,18] pour déterminer une certaine classe de polynémes dont les fonctions de Artin
sont bornées par des fonctions affines. Nous savons qu’en général ceci est faux et a pour
conséquence qu'il n'existe pas de théorie d’élimination des quantificateurs dans I'anneau
des séries en plusieurs variables muni d’'un langage de premier ordre de Presburger [19].
Néanmoins il existe certains cas pour lesquels ce résultat est vrai [6].

Nous utilisons ici le lemme d’Artin—Rees et le théoréme d’lzumi [10] pour étudier la
fonction de Artin de certains polynédmes.

Nous commengons par énoncer quelques résultats de réduction. Ensuite, dans la troi-
siéme partie, nous citons le cas des systémes d’équations linéaires qui découle du lemme
d’Artin—Rees (Théoréme 3.1). Nous montrons dans la quatrieme partie que le théoréeme
d’'lzumi est équivalent & une majoration des fonctions de Artin d'une certaine famille de
polynémes linéaires (Proposition 4.3 et Théoréme 4.5) et en déduisons une version stable
du lemme d’'Artin—Rees (Théoréme 4.6). Nous donnons ensuite différentes applications de
ces deux résultats :

En cinquiéme partie, nous montrons que la fonction de Artinkd&, — X3X4, vu
comme polyndme a coefficients dans I'anneau des séries formelles en plusieurs variables,
n'est pas bornée par une fonction affine.

En sixieme partie, nous utilisons simultanément le lemme d’Artin—Rees et le théoreme
d’lzumi pour montrer que les polyndmes qui sont de la forfrg;_, XZk + Zle fiZ;
ont une fonction de Artin bornée par une fonction affine, dans le cas ou I'anneau de base
quotienté par l'ideéal f1, ..., f,) estréduit (Théoreme 6.2).

Enfin, en derniére partie nous montrons que ceci implique que la fonction de Artin de
certains polyndmes est bornée par une fonction affine (Propositions 7.2 et 7.3) et nous
utilisons ces résultats pour calculer des clétures intégrales approchées d’idéaux (exemple
a la Section 7.3).

Les anneaux considérés seront toujours commutatifs et unitaires. Nous noterons dans la
suiteT = (T1,...,Tn), X = (X1,..., Xn) et f = (f1, ..., fp). Sauf indication contraire
nous noterons I'idéal maximal de I'anneau local étudié quand il n’y aura aucune confu-
sion possible.

2. Réductions

Nous allons ici énoncer quelgues lemmes qui nous permettront de nous ramener a étu-
dier le cas ou I'anneau de base est un anneau complet régulier :
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Lemme 2.1[14]. Soit(A, J) un couple ncethérien vérifiant la PA pour l'idégf) et tel
gue I'idéal deA[X] engendré par ) admette une fonction de Artin. Alofg) admet une
fonction de Artin et celle-ci est égale a celle de 'idéalAlgl] engendré pak f).

Preuve. Soient(f) C A[X], B sa fonction de Artin vu comme idéal dgX]etxe A
tel que f(x) = 0 modJ#O+1, Donc il existex’ € A tel que f(x') =0 etx’ — x € Jt1,
CommeA vérifie la PA pour(f), il existex € A tel quef(¥) =0 etx —x’ € J+1,

En combinant cela onec A tel quef(¥) =0 etx — x € I+,

Inversement, soiB la fonction de Artin de(f) vu comme idéal det[X]. Soitx € A
tel que £ (x) = 0 mod3#D+1, Choisissons’ € A tel quex — x’ € ¥+ Nous avons
alors f (x) = 0 modJ3#®+1 Donc il existex € A tel que f(¥) =0 etx’ —x € 3+, D'ou
x—xeJtl o

Lemme 2.2[14]. Soit (A, J) un couple ncethérien €t un idéal deA. Soient(f) un
idéal de%[X], (F) un idéal deA[X] égal a(f) modulo/ et (gy, ..., g,) un systeme de
générateurs dé. Posons

GkZFk-I—Zijgi,', k=1,...,m.
J

Alors si (G) admet une fonction de Artin, alog’) admet une fonction de Artin bornée
par celle de(G).

Preuve. Soient(f), (F) et(G) comme dans I'énoncé. Sgitla fonction de Artin dgG).

Soitx € 4 tel que f(x) = 0 mod3#M+14 aveci e N. Soitx’ un relevement de
dansA. Alors F(x') =0 mod3#®O+1 4 [, c'est-a-dire qu'il existe desy; € A tels que
F(x)+3wjgj =0 modJ#®+1 || existe alors une solutiogk, 7) de ce systtmé =0
aveci = x’ modJ+1. Modulo I cette solution convient. Et dor¢’) admet une fonction
de Artin bornée par celle dg). O

Nous énong¢ons maintenant un lemme utile pour la suite :

Lemme 2.3. SoitF (X1, ..., X,) € A[X1,..., X,] OU(A, J) est un couple ncethérien. Soit
I un idéal deA, {f1,..., fp} et{g1,..., g4} deux systemes de générateurs/delors
les fonctions de Artin dé1 = F(X1,..., X,) + Zj fiYj etdehy = F(X1,...,X,) +
>, &1Z; sont égales.

Preuve. Il nous suffit de montrer le résultat quagd= p + 1, g; = f; pour 1<i < p

etg, = gp+1 € I est quelconque. En effet dans ce cas, par induction nous voyons que la

fonction de Artin dei4 (et de la méme maniére celle Hg) est égale a la fonction de Artin

deF(X1,.... X))+ D 8171+ Z,/ f;jY;. Donchy eth; ont des fonctions de Artin égales.
Soith1 comme dans I'énoncé et

14
ha=F(X1..... X))+ Y fi¥j+ f¥pi1
j=1
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ot f € 1. Nous pouvons écrirg =}, fju; ou lesu; sont dansA. Notonsp; la fonction
de Artindeh; (i =1 et 2).

e Montrons tout d’abord quesz(i) > B1(i) pour touti € N. Soient xq, ..., x,,
y1,...,yp € Aeti e Ntels que

p
hi(x,y)=F(x1.....x0) + Y fiy; € 37O,
J

Nous avonsia(x, y1, ..., ¥p, 0 = hi(x, y1, ..., yp), donc par définition dgo, il existe
n+ p+1élémentsi, ..., x,, yl,...,yp,ypﬂ tels quena(x, y1,..., ¥p, ¥p+1) =0, et
W —x €I 1<k <n, ¥ —y; € 3L, 1< j < p, §p41 € T FL Notons alorsy; =
Fj+uivprn, 1<) < p Nous avons alorﬁl(x y)=0etxy —x € It 1<k <n,
yj—y;j €3+, 1< j < p. Doncpa(i) > Bi(i) pour touti € N.

° Inversement montrons qug(i) < B1(i) pour touti € N. Soient x1, ..., x,,
Y1, ..., Yp, Yp+1 € A €ti e Ntels que

P
ha(x,y) = F(x1, ..., %) + Y fiyj + fype1 € IO,
J
Nous avons

hl(-xa )’l+141yp+la --~a)’p+”pyp+1)=h2(x’ Y1, -~~ay[)v yp+l)-

Donc par définition desy, il existexs, ..., X,, y1,. ..,y,, tels quehy(x, y1,...,yp) =

etiy —x € 3L 1<k <n, 5 — (y; +u]yp+1) € 3+1, 1< j < p. Notons alorsy]

y, ujyp+1, 1< j < p, etypi1=yp+1. Nous avonshz(x y) =0, etxy — x; € 3+,
<k<n,yj—yj€ 3+l 1< j < p+ 1. DoncBa(i) < B1(i) pour touti € N, et donc

51 =p. O

Nous rappelons ensuite le théoréme de structure de 1.S. Cohen pour les anneaux com-
plets locaux [13].

Définition 2.4. Un anneau de CoheR est un corps de caractéristique 0 ou un anneau de
valuation discréte complet dont le corps résiduel a une caractérigtigu@et dont I'idéal
maximal est engendré parl.

Théoreme 2.5[13]. SoitA un anneau local naethérien complet. Alors il existe un unique
anneau de CoheR tel queA soit isomorphe au quotient d’'un anneau de séries formelles
R[T].

3. Fonction de Artin d'un systéme linéaire et lemme d’Artin—Rees

Nous avons le résultat suivant qui nous donne la forme de la fonction de Artin d'un
systéme d’équations linéaires et qui montre au passage que dans le cas linéaire, I'existence
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de la fonction de Artin n’est absolument pas liée a la propriété hensélienne mais au fait que
'anneau de base est noethérien.

Théoréme 3.1. Soit
(ff-X1+"'+fanm-~~vffX1+"'+fann)
un idéal de polynémes linéaires natg) de A[X1, ..., X, ] oU (A, J) est un couple. Alors

l'idéal (f) admet une fonction de Artin bornée par la fonction- i + ig Si et seulement
si nous avons la version faible du lemme de Artin—Rees suivante

INJ c37 pouri>ig

ou I estle sousA-module deA” engendré par Iesf.l,...,fj”) pourl<j<n etJi le

sousA-module dedA” égal adp;_, J' pour tout entieri.

En particulier, si(A, J) est un couple ncethérietyf) admet une fonction de Artin bor-
née par une fonction linéaire. De plus le plus pétitel quei — i + ip majore la fonction
de Artin de(f) ne dépend que d4-modulel.

Preuve. Avoir I NJi+1 c Ji+1=] pourig une constante positive, cela est équivalent a ce
gue pour touky, ..., x, € A tels que

fixi 4+ flo, € 3L
: (1)
x4+ flx, et

il existee, ..., e, € 3170 tels que

fixit A fixn = fler+ -+ filea,

xi++ flxn=flea+-+ flen.

En posanfi; = x; — &, cela est équivalent & ce que pour toyt. . ., x, € A qui vérifient
le systeme (1) précédent, il existg ..., x, € A tels que

flip 4+ f15, =0,

f]{)fl+"'+fnpfn20

etx, — x; € 3170 Cette derniére condition est exactement équivalente a dire que l'idéal
(f) admet une fonction de Artin bornée par> i + ip.

La derniére assertion découle du fait queAsiest ncethérien nous avons le lemme
d’Artin—Rees (cf. [13], par exemple).O
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Remarque 2.T. Wang [24] a caractérisé le plus petitde la proposition précédente, dans
le cas oA =K[T1, ..., Tx] etJ est son idéal maximal, en terme de bases standards.

4. Théoreme d’lzumi et version stable du lemme d’Artin—Rees

4.1. Théoréme d’lzumi et majoration stable de la fonction de Artin d’une famille de
polynémes linéaires

Nous donnons ici I'énoncé d’'un théoreme d’lzumi que nous interprétons en terme de
linéarité de la fonction de Artin d’un certain type de polyndéme. Nous donnons tout d’abord
une définition :

Définition 4.1. Soit (R, J) un couple noethérien oR est local etJ un idéalm-primaire
avecm l'idéal maximal deR. Nous noteronsi; 5 la fonction a valeurs dani U {oco}
définie par

Vx e R\{0}, vgs(x)=n <= xeJ" et xg¢Jt!

et vg5(0) =o0.

On appelle cette fonction I'ordrg-adique Surr.

Soit 7 un idéal deR, nous noterons; 5 pourvg,; 5 quand aucune confusion sRrne
sera possible. Dans le cas &= m est I'idéal maximal der, nous noteronsg := vg 5 et
vy :=vg/1,5 (la derniére notation n'est a pas confondre avec la valudtiadique).

Une telle définition est licite d’aprées le lemme de Nakayama.

Soit R un anneau local ncethérienZetun idéalm-primaire deRr. Il est clair que nous
avonsvy 5(gh) > vy 5(g) +vi5(h) Vg, h € R. Il y a égalité si et seulement &ir;(R/I)
est integre. Nous dirons qug 5 admet une inégalité complémentaire linéaire (ICL) si il
existea etb réels tels que

v1,3(gh) <a(vi3(g) +vi3(h)+b Vg, heR.
Nous dirons dans ce cas queet b sont des constantes apparaissant dans une ICL pour
(R, 7). Nous pouvons remarquer quedsiet b existent, alors nécessairement 1 et
b>0.

Nous avons alors :

Théoreme 4.2[10]. SoitR un anneau local ncethérien. Alors il existe deux constantes
etb telles que

vr(gh) <a(vr(g) +vr(h)) +b Vg, heR\{0}

si et seulement st est analytiquement irréductible.
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Soit7 un idéal deA, un anneau local ncethérien, engendréfaar. ., f,. Nous notons
R := A/I. Notons alors; le plus petit entier tel qué— i + i; majore la fonction de
Artinde f1X1+---+ f, X, € A[X]. Pour toutx € A, notonsg, la fonction de Artin de
xXo+ faX1+---+ fpX,. Nous avons alors :

Proposition 4.3. Avec les notations précédentes, nous avons

(i) SiR admet une ICL avec les coefficientetb, alors, pour toutr € A, nous avons la
majoration uniforme suivante

VieN B,3G)<ai+avi(x)+aij+b.

(ii) Si nous avons une majoration uniforme de la fonctgnpar une fonction de la
formei — ai + cv;(x) + b, aveca + ¢ > 1, alors le polynbmeXy + >, fiX; €
A[X,Y,Xy,...,X,] admet une fonction de Artin bornée par la fonction—
(@a+c)i +iy) +maxb,iy), et de plus I'idéall est soit premier, soii-primaire.

(iii) Sile polynbmexy + ), f;X; admet une fonction de Artin bornée par la fonction
i — ai + b etsil est premier alorsR admet une ICL

vi(gh) <a(vi(g) +vi(h))+b Vg, heR.

Preuve. Montrons (i) :
Soientxg, x1, ..., x, € A tels que

xx0+ fixi+ -+ fpxp € maitavi)+aij+b+1

Nous avons done; (xxg) > ai +avy(x) +ai; +b+1.D'ou

a(vl(x) + vl(xo)) +b>ai+avi(x)+ai;+b+1,
vi(xo) =>i+i;+1

Nous avons dongo = ), fizx + x; avec ordxg) > i +i; + 1, ce qui implique que
p . .
D ful + xzp) em It
k=1

cara > 1. Il existe donc, par définition de, dest; € A qui vérifient

p
Vk>1 texi +xzk+mi+l et katkzo.
k=1
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Nous posons alor& = ), frzx €txXy = tx — xzx pourk > 1. Nous avons alors
xxo+ fiXxa+---+ fpx, =0 et Vk xp—x; em'tl,

Donc B, (i) < ai + avy(x) + ai; + b pour touti dansN.

Montrons maintenant (ii) :

Nous allons tout d’abord montrer la majoration de la fonction de Artin annoncée, puis
nous montrerons queest soit premier, soth-primaire.

Soienta, b etc comme dans I'énoncé. Fixons tout d’abarg i;. Nous allons montrer
que la fonction de Artin de&(Y + ), fi X; est majorée par la fonction— (a + ¢)i +
max(b, ir). Dans ce cas la fonction de Artin du polyndi& + > °, f; X; sera majorée par
i+ (a+c)(i+i7)+maxb,i;) comme voulue.

Soiti > ij et soientx, y, x1, ..., x, tels que

xy 4 fixy+ -+ fpx, € m@toitmaxb.in+l 2

Nous allons distinguer deux cas, selon guat y sont tous les deux dars+ m‘*1 ou non.
i+1 ’ Y H IH H

(1) Supposons que et y sont dans/ + m'**, c'est-a-dire qu'il existe des; ; et des

z2jtelsquex — )" fizejemi Tt ety — )" fijzz ; € m' 1 En multipliant ces deux
termes nous voyons que

Xy —fojzz,j — ny,'Zl,j + Zf,'zl,j ijzz,j em? L,
J J J J
D’apres cette relation et la relation (2), on est ramené a

Z fj (Xj + a1 +xz2) — Z flzl,lZZ,j> € mMini.(a+o)i+in+1
J !
Par définition de;, il existe donc des; tels que}_; f;t; =0 et
tj = (x/' ECIESEVEDS lel,IZZ,j> € mMNGLEHOTHD =L ¢ i+,
!

Nous posons alors
i=Y fizvj,  y= fiz2; et
J J

Xj=t;— ()Ezz,j +yz1,j — Zlel,lZZ,j) = _ZleZ,IZl,j.

l l

Nous avons donc
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Iy+ ) fi%;=0, et
J

i—x, y—yetx;— & em™ pourtout;.

(2) Supposons maintenant que / + mf*1 etx ¢ I + m**2 aveck < i. Notons

XZijZl,j +x’
J

avecva(x’) =k + 1 etx’ ¢ I + m4@)+1 En particulier, nous voyons que (x) =
vr(x") =k + 1. Nous avons alors

x/y + ij(xj +yZl,j) c m(a+c)i+max(b,i1)+l.
J

Ou encore

x'y+ Z fix) e m@+oi+maxb,in+1
7

ave'0xl2 =x; +yz1,;. Lafonction de Artindex’Y + 3, fi X} € A[Y, X],..., X, ] est
majorée par

i+ ai+cvp(x") +b< (a+0)i +b.

Donc il existey € y + mi*+1 ety ex + mi+1 tels que
X3+ fi% =0.
J

Posons alors
!/

Xj=X,—ju, et i=x.

Nous avons
4y fikj= <x/ +2 szl’f>y +2£i(% = 5z1;) =0
j j J

et —x em*l 5 —yem*lety; —x; em*! pourtout;.

Donc pouri > iy la fonction de Artin deXY + >, fi X, est bornée par la fonction—
(a+c)i +maxb,i).
Montrons maintenant quieest premier oun-primaire. Montrons tout d’abord quen’a
gu’un idéal premier minimal associé. Supposons le contraire, c’est-a-dire que nous avons
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I =1I1N1yavecl # I et] # I, 0ul; est un idéalP-primaire avecP premier, etP n'est
pas un idéal premier associda Soitx € I1 \ I1 N I. Pour tout entief, il existex (1) tel
queva(x()) =1 etx() =x+ x(l) ¢ P. En effet, si cela n'était pas possible, nous aurions
x 4+m! c P pourl € N. Par conséquent, commec P et queP est premier, nous avons
m C P, etdoncm = P, ce qui estimpossible par hypothése sur

Choisissons alors € I \ I1 N I,. |l existe un entiek tel quey ¢ I +mF cary ¢ 1.
Nous avonscy € 111> C I, il existe donc des; tels que

x(Dy=xy+xDy=-Y_ fix; +xDy.
j

Doncx()y+Y_; fjxj €em'. Siy,x1,..., %, vérifientx()y+ ", f;X; =0, alorsx () €
I cIic P.Doncy eIy, carx(l) ¢ P et Iy et P-primaire. Doncy — y ¢ m*. D’autre
part, pourl assez grand (en fait polr- vy (x)), hous avons; (x(1)) = v;(x) < +o0. La
fonction de Arting, n’est donc pas majorée uniformément par une fonction;de), ce
qui est contradictoire avec I'hypothése, et dénta qu’un idéal premier minimal associé.

Supposons maintenant qiien’a qu’un idéal minimal associé mais quien’est ni pre-
mier ni m-primaire. C'est-a-dird est P-primaire,/ # P et P # m. L'idéal P est de la
forme (I : y) avecy ¢ I. Soitx € P\ PN 1. Alorsxy € I par définition dey.

Pour tout entiet, il existe x(I) tel quevs(x(l)) > 1 etx(l) =x + x(I) ¢ P. Si cela
n'était pas possible, alors, comme précédemment, nous auriens ce qui est contraire
a I'hypothéese donc impossible.

Il existe un entiek tel quey ¢ I +mX cary ¢ 1. Orxy € I, donc il existe desg; tels
que

x(hy=xy+xDy=-Y_ fix; +xdy.
J

Donc x(l)y + X_; fjx; € m'. Comme précédemment, 8 %1, ..., X, Vérifientx(1)y +
Zj fix;j =0, alorsx(/)y e I C P, doncy eI carx(/) ¢ P et] estP-primaire. Donc
y — y ¢ mF. Comme précédemment, la fonction de Arfip n’est donc pas majorée uni-
formément par une fonction dg (x) et donc/ est premier oun-primaire.

Montrons finalement (iii) : Soient, y eti telsquea(i +1) +b > vi(xy) > ai + b+ 1.
C'est-a-direxy € I + m®+b+1 || existe alors des; tel quexy + > fizk € m+o+1 |
existe donct, j etz tels quexy + Y, fizx =0 etx — % em*, y — 5 e m'*1. Comme
I est premier, alors soif € I, soitx € I. D'ou soitv;(x) > i + 1, soitv;(y) >i + 1.
C’est-a-dire

soit avy(x) +b = vr(xy), soit avy(y) +b = vr(xy).
Nous avons donc
v(xy) <amax(v(x), v (») +b < a(vi(x) +vi(y) +b.

D’ou le résultat. O
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Remarque 3.La preuve de (ii) précédente nous montre en fait qué,rsest ni premier
ni m-primaire, nous n’avons aucune majoration uniformegdgar une fonction de; (x)
(méme non affine).

4.2. Version stable du lemme d’Artin—Rees

Nous avons en fait le résultat suivant di & Rees [18] qui est un peu plus fort que celui
d’'lzumi :

Théoréme 4.4[18]. SoitR un anneau local ncethérien. AlaRsest analytiquement irréduc-
tible si pour au moins un idéa m-primaire, et seulement si pour tout idéam-primaire,
il existe deux constantesetb telles que
VR 3(gh) <vg3(g) +avgs(h)+b Vg, heR\{0}.
Nous en déduisons :
Théoréme 4.5. SoientA un anneau local ncethéried, un idéal deA et J un idéal
m-primaire de A ou m est l'idéal maximal deA, tels queA/I soit analytiquement ir-
réductible. Alors pour tout € A, nous avons la majoration uniforme suivante
VieN B.()<i+aviy(x)+ij+b
ou B, est la fonction de Artin deXo+ f1X1+---+ f, X, pour le couple(4, 7).
Preuve. Soientxo, x1, ..., x, € A tels que

Xx0+ fixs 4o+ fpxp € FHavia@Fitbrl

Nous avons done; 5(xxg) =i +avy3(x) +i; +b+ 1. D'ou

avi3(x) +vi3(x0) +b>i+avy3(x)+ij+b+1,

i+ir+1

\VARRA%

vy,3(x0)

Nous avons dongg = ) fizk + Xy avecvy 5(x() > i + iy + 1, ce qui implique que

p
ka(xk +xzp) € JHIHL
k=1

Il existe donc, par définition dg, desr; € A qui vérifient

p
Vk>1 tkexk+xzk+3i+1 et kathO.
k=1
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Nous posons alor& = ), frzx €txy = tx — xzx pourk > 1. Nous avons alors
xZo+ fiXi+---+ frX,=0 et Vk H-x eIt O
Nous pouvons alors formuler une version stable du lemme d’Artin—Rees :

Théoréme 4.6.SoientA un anneau ncethériediun idéal P-primaire deA avecP premier
etl C P unidéal deA tel queAp /I Ap soit analytiquement irréductible. Supposons que

(i) Yk>1,3*Ap N A =0,
(i) VE=>1,Vxe P, (x)+DI*ApNA=(x)+ 1T

Alors il existea > 1 etb > 0 tels que nous ayons la version faible d’Artin—Rees uniforme
suivante

() + 1) NFH IOt « (1) +1)3° Vxe P, VieN.

Preuve. D'apres (i), les ordres, 5 etvs, 54, sont égaux. D’aprés le théoréme précédent
et le Théoreme 3.1, il existeetb tels que

() +1)Ap NI HVIOTb AL () +1)TAp Vxe PAp, VieN,
carAp/I Ap estanalytiquementirréductible. Choisissens P eti € N, nous avons alors
() + 1) NFF13OT () 4 1) Ap NTT13OTb AL < ((x) +1)T Ap.
Le résultat découle alors de I'hypothese (iija

Remarque 4.Ceci est vrai en particulier g est local,P = m est son idéal maximalj est
m-primaire etA /I est analytiquement irréductible.

Remarque 5.1l existe deux versions de ce que I'on appelle lemme d’Artin—Rees uniforme
[8] et [3] qui sont & ne pas confondre avec cette version stable.

4.3. Exemples

Nous donnons ici quelgques exemples explicites, toujours dans le cas ou Tiddésal
I'idéal maximal de I'anneawd. Nous noterons alors cet idéal. Dans la suite, 'anneau
Oy désignera indifféeremment I'anneau des séries formellegs gariables sur un corgds
et 'anneau des séries convergentesMewariables sutk (quand cela a un sens). Nous
noterons ord 'ordren-adique suiQy.
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4.3.1. Premier exemple
Si'anneau graduGrm§ est intégre alors, ; est une valuation, i.e.

va,1(gh) = (va,1(g) +va,1(h)) Vg, heA.

En particulier d’aprés la Proposition 4.3, la fonction de Artin du polyném& +
fiXa+ -+ fpX, QU I = (f1,..., fp)) est bornée par une fonction de la forme
i i+4va1(x)+p.

C'est le cas par exemple $i= (f) et f est irréductible et homogéene de degré
dansOy.

4.3.2. Deuxieme exemple
Nous allons donner tout d'abord le

Lemme 4.7.SoitL(X1,..., Xy) = faX1+- -+ fuXn € Oy[X1, ..., Xy] avecord( f1) <
ord(f2) <--- < ord(f,). Supposons que les termes de plus bas dtdrenes initiaux des

fx forment une suite réguliere. Alois admet une fonction de Artin qui est majorée, pour
touti > 0, par la fonction affing — i + ord(f,,).

Preuve. Les termes initiaux deg; formant une suite réguliere, le& forment une suite
réguliére et nous savons donc que les zéros dent de la forme

(kaZ(k, D,..., kaz(k, n))

k=1 k=1

avecz(k, j) = —z(j, k) pour tousk et j. En particulierz(k, k) = O pour toutk.

Dans la suite, pour tout élémentde Oy, nous noterons(p) le terme homogéne de
degrép dex.

Soientxy, ..., x, € Oy tels que fix1 + --- + fux, € mtordUw+1 Sj nous avons
min; (ord(f;x;)) = i +ord(f,) + 1, nous posong; = 0 pour toutj. Nous avond.(x) =0
etx; —%; em'*! pour tout;.

Dans le cas contraire, nous allons construire, par récurrence sponui(y;x;)), des
élémentst;, pour toutj, tels quey_; f;%; =0 etx; — x; € m/TOrd/m—ord/NHL poyr
tout j.

Comme min(ord(fjx;)) <i +ord(f,) + 1, nous avons

in ( > fi(ord(£;))x; (ord(x ,-))) -0
j=1

ou in(x) désigne le terme initial de pour ord. C’est-a-dire

Z fj (Ol’d(fj))xj‘ (Ord(Xj)) =0

Jjeh
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ou I3 est I'ensemble
Ii:={je{l....n}|ord(fjx;) <ord(fixr), Vk € {1,...,n}}.
Il existe donc des polyndmes homogeén&&, j) € Oy tels que
k=0 sij¢h,  k)H=-2'(. k) et

xj(ord(x;)) =" fi(ord(fi))z" (k. j) pour toutj € I1,
=1

car les termes initiaux deg;, ou j € I, forment une suite réguliere. Nous posons alors
n
1 1 . .
xj=xj— Y fid k. j) Vj.
k=1

Nous avons dongfix} + -+ + fyxl € mi+ordi+1 gt orotx}) > ord(x;) si j € I1 et
ord(le.) = ord(x;) sinon. Nous avons aussi que

min(ord(f;x;)) < min(ord(f;x})).
J J
Nous pouvons alors continuer ce processus jusqu’au iralggmaniere a avoir construit
desx!, tels quef;x’ e mitord/+1 pour toutj avec
n
xh = x; —Zf z(k, j) tels quez(k, j) = —z(j, k) Vk, j
j=Xj kz(k, j q o z(J, o J
k=1
Cest-a-dire qu'il exister; = 3_; fiz(k, j) tels que
fi¥i 4+ fuka =0 et Vj, x;—x; em om0/l o il o
Nous en déduisons :
Corollaire 4.8. Soitl = (f1,..., f») unidéal deOy. Si I'idéal engendré par les termes
initiaux des éléments deest premier et d'intersection compléte alors nous avons l'inéga-
lité
vr(gh) <2(vi(g) +vi(h) +3 rr}(ax{ord(fk)} V. g €On.

Preuve. Soit f1, ..., f, une famille d’éléments dé dont les termes initiaux forment une
suite réguliere et engendrent I'idéal des termes initiaux.d&ors cette famille engendre
I en tant qu'idéal. Soif € Oy et f’ son reste aprés division parthéoréme de division
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d’Hironaka, cf. [1]). Sif’ =0, alorsf € I etla fonction de Artin def Xo + f1X1+---+
fn X, estbornée par—i +1i;.

Si f/ #£0, alorsv;(f) = vi(f’), et la suite formée des termes initiaux dgset du
terme initial de f’ est réguliére. En effet, en notant(¢n le terme initial deg € Oy,
supposons qu'il exista € in(I + (f)) tel que nous ayonsin(f’) = 0 dans il +
(fN/Gn(f1, ..., fn)). Comme i{l) est premier, nécessairemant in(/) et donc la suite
(in(f1),...,in(fy),in(f")) est réguliere.

D’aprés le Théoréme 3.1, la fonction de Artin d&o + f1X1+--- + fn X, est égale a
celledef'Xo+ f1X1+---+ fuXn, qui est bornée, d’'apres le Lemme 4.7, par

i = i +max{ord(f’), ord(fi)} <i+ ord(f’) + m]?x{ord(fk)}.

En utilisant alors le (ii) de la Proposition 4.3 € ¢ = 1 etb = max{ord(f;)}), nous
voyons que le polyndmgY +3 ", fiZ; admet une fonction de Artin bornée par la fonction
i — 2(i +i7) +maxmax{ord(fx)},i;) (i; est une constante telle que> i +i; majore

la fonction de Artin ded ", fiZx). Commei; < max {ord(fy)} d’aprés le Lemme 4.7,

le polynbmeXY + >, fiZx admet une fonction de Artin bornée par la fonction>

2i + 3max.{ord(f%)}. En utilisant alors le (iii) de la Proposition 4.3, nous déduisons le
résultat. O

4.3.3. Troisieme exemple

Soit f = le + g(T», T3) € O3 avecg(0, 0) = 0. Alors d'aprés [10](f) admet une ICL
avec les coefficients 1 et aig) — 2 si ordg) est impair. En utilisant le (i) de la Proposi-
tion 4.3 @ = 1 etb = ord(g) — 2), nous voyons que la fonction de Artin d& o+ f X est
bornée par

i i+ m)+ordig) —2+icy

oui(y esttel que — i +i(r) majore la fonction de Artin dgf X;1. En particulier nous
pouvons choisii sy = ord(f) = 2. Donc la fonction de Artin de Xo + f X1 est bornée
par

I=>1+v)mx)+ ord(g).

4.3.4. Quatrieme exemple
Nous allons donner une ICL dans le cas b= le + g€ Oy avecordg) =k + 1 et
Ty ne divisant pas le terme initial ¢e Nous avons tout d’abord le

Lemme 4.9.Soit f = le + g avecord(g) = k + 1 et T1 ne divisant pas le terme initial
deg. Alors pour touth la fonction de Artin def X + hY est bornée par

i i+max{k,vsm(h) +1}.
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Preuve. Soit h = af + hoT] + > j>1hj avecl <k et Ty ne divisant pagio, et lesh;
sont homogénes de degfé- ord(hg) + [ et ne sont pas divisibles pitf. Notonsh’ =
hoT{ + " j51hj.

Soientx ety tels quefx + hy € mtMaxdkvim (M2 Nous avons donc

fx +ay)+h'y e miTmakvim®}+2,

Nous pouvons faire le changement de variabfes X + aY, Y =Y et supposer que
h="n.

Notonsx; le terme homogéne de degrélans I'écriture de (idem poury). Si ordx) >
i +maxk,vem(h) +1} —k+1>i+1, nous posons = y = 0. Nous avons biem — x,
y—yemtlet fx+h'y=0.

Autrement nous avons

T]]_(xord(x) + hOTJI_YOrd()’) =0,

lexord(x)+1 +in(g)xordx) + hOTllJ’ord(y)+1 + h1yordy) =0.

La premiére équation nous donne dt{ie‘l divise yord(y). La seconde équation nous donne
alors quer;™™"* ") divise xorg(r) -

Sil < k — [ alors nous avonsordcy) = hoTlle et Yordy) = — fzg. Nous posons alors
x(1) =x —hzpety(l) =y + fzo. Nous avons org (1)) > ord(x) et ord y(1)) > ord(y).

Sil > k — [, la premiéere équation nous donne qxfé"‘” divise yorq(y) €t la seconde
queTlm'"”’z(k_”} divise xorg(r) -

Par induction nous pouvons continuer cette procédure jusqu’au pate que/ <
plk — 1) et tel queT;"™"P* D) = 7! divise xorgr). I existe donczo tel que xorde) =
hoTllzo et yordy) = — 1kzo. Nous posons alorg(1) = x — hzp et y(1) = y + fzo. Nous
avons ordx (1)) > ord(x) et ordy(1)) > ord(y).

Nous recommencons alors la procédure précédente et nous construisonsedigae
ord(x —hz) > i+maxk,vsm(h)} —k+1>i+1. Nous posons aloss=hz ety = —fz.
Clairementt —x, y —yemitlet fx +#'y=0. O

D'aprés le (ii) la Proposition 4.3 (avee = ¢ = 1 et b = k), nous voyons donc
que le germe d’hypersurface défini pgr= le + g =0 avec ordg) = k + 1 et
pgcd Ty, in(g)) =1 admet une ICL :

V(£),m(gh) < Z(U(f),m(g) + V(f),m(h)) +3k Vg,heOy.

5. Etude de la fonction de Artin de X1 X2 — X3X4

Nous donnons ici un exemple de polynéme dont la fonction de Artin n'est pas bor-
née par une fonction affine. Lidée est d'utiliser le fait que la fonction de Artin de
X1X2 — (T1T2 — T3) X4 € On[X1, X2, X4] pour N > 3 est la fonctionk — ik — 1 (cf.
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Exemple 5.6(iv) de [10]) et que tout élément égahd, — T} modulom’*+?1 est toujours
irréductible. Ce polynéme peut étre alors vu comme une « spécialisation» du polynéme
X1X2 — X3X4 € On[X1, X2, X3, X4].

Théoréme 5.1La fonction de Artin du polynéme
X1X2 — X3X4€ On[X1, X2, X3, X4]
est bornée inférieurement par la fonctior> i2 — 1si N > 3.

Nous savions déja qu’en général une fonction de Artin n’était pas bornée par une
fonction affine (cf. [19]). Lexemple étudié ici correspond a une singularité isolée d’hy-
persurface, dont la fonction de Artin—Greenberg a déja été étudiée (cf. [7,12]).

Preuve. AppelonsP le ponnémeXlxg — X3X4 et fixons un entief € N quelconque.
Notonsxy (i) := Ty, x2(i) :== T, etx3(i) := T1T> — T5. Nous avons

x1(D)x20) = (x3(0) + T3)' = x3()xali) + T4

avecx4(i) bien choisi. Nous avons donc

P (x1(i). x2(i). x3(), x4(D) € m’,

Supposons que Nous ayans xp, x3 et x4 tels queP (x1, x2, x3, x4) = 0, alors deux cas
peuvent se produire :

(1) soitxs — x3(i) € m'*1. Alors x3 est irréductible. En effet, supposons le contraire,
c'est-a-dire qu'il existex et y tels quexy = x3. Alors xy — x3(i) € m*1, ce qui est im-
possible. En effet, d’apres le Lemme 5.2 dont nous donnons la preuve a la fin, la fonction
de Artin du polyndmeXY — x3(i) vauti, et cela impliquerait ques(i) est réductible, ce
qui est clairement faux. Donc saif € (x3), SOitxs € (x3) car (x3) estirréductible eOy
est factoriel. Or

sup (ord(x1(/) — fx3)) = sup (ord(x2(i) — fx3)) =i
feOn feOn

carxy1(i) — fxz=x1(i) — fx3(i) modulom’ et ce dernier terme est non nul moduib,

le terme initial dex1 (i) n’étant pas divisible pafy 7> (idem pourxz(i)).
(2) Soit ordx3z — x3(i)) < i. Dans tous les cas nous avons

su jznli‘rj"l(ord(xj (i) — Xj))) <i

ol la borne supérieure est prise sur tous les 4-uplets o, x3, x4) tels queP (x1, x2, X3, X4)
= 0. La fonction de Artin deP est donc minorée par la fonction> i — 1. O

Nous donnons maintenant la preuve du lemme utilisé :
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Lemme 5.2. La fonction de Artin du polyndm&Y — x3(i) € On[X, Y] est la fonction
constante égale &

Preuve. Soientx ety dansOy, non inversibles, tels quey — x3(i) € m’+1. Ecrivons

i+1 i+1

x:ij et y:Zyj
j=1 j=1

oux; (respectivement;) est le terme homogéne d'ordjelans I'écriture de (respective-
ment dey). Quitte a intervertii ety, nous avons nécessairement=a71 ety; = a 1.
Nous allons montrer par induction, que pourtgut (1, ...,i — 2}, x; € (Ty) ety; € (T2).
Supposons que ceci soit vrai poue {1,...,n — 1} avecn < i — 1. Le terme homogéne
d’'ordren + 1 dexy est nul cam + 1 < i. Nous avons alors

n—1
aTry, + a_ngx,, + Z)ijnq_]__j =0.
j=2

Par hypothese de récurrencgﬁ;%xjynﬂ,j € (T1T2). Par factorialité deOy, nous
voyons donc que, € (T») etx, € (T1).
Le terme homogene d’ordiede xy est donc égal a

i-2
aTiyi—1+a *Toxi_1+ ijyi—j-
=2

Or ce terme appartient a I'idéal engendré paet 7». Il ne peut donc pas étre égaTg'. Il
n'existe donc pas de telset y, d'ou le résultat. O

6. Fonction de Artin d’'un monéme

Nous allons utiliser ici les résultats précédents pour montrer que la fonction de Artin de
certains polyndmes, en particulier des mondmes, est bornée par une fonction affine, dans le
cas ou I'anneau de base est réduit ou analytiquement irréductible. Nous avons tout d’abord
le résultat suivant qui est un corollaire direct de la Proposition 4.3 :

Corollaire 6.1. Soit
p
gX.Y.Z) =XY+ Y fiZ;
j=1

avecl = (f1,..., fp) un idéal propre deA ncethérien tel quei/I soit analytiquement
irréductible. Alorsg admet une fonction de Artin majorée par une fonction affine.
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Nous donnons ensuite une généralisation du Corollaire 6.1 :

Théoréme 6.2. SoientA un anneau local ncethérien gt= (f;) un idéal deA tels que
A/I soit analytiquement irréductible ou tels qug I soit réduit etA vérifie la PA. Alors
tout polynome & coefficients darsde la forme f [T X6 + Zle fjZ; admet une
fonction de Artin majorée par une fonction linéaire.

Remarque 6.Le théoréeme précédent est vrai en particulier pour un monéme vu comme
polynéme & coefficients dans un anneau analytiquement irréductible ou réduit et vérifiant
la PA.

Preuve. Notonsg(Xx, Z;) = f [Tiea X} + X0_1 i Z;-

Premiere étape. Nous allons d’abord nous ramener au cas/ot (0), c'est-a-dire au

cas olig est un mondme. Nous notoggXy) le polyndme f [;_; X;* € A/I[X,] et
supposons que ce polyndme admette une fonction de Artin bornée par une fonction affine
av> ai+b. Soientxy, ..., x,, 21, ...,z tels queg(xx, z;) € mi*1. Alors g(x;) e mi*1 et

donc il existex, € A tel queg (xx) = 0dansA/I etxy —x; € mé~2/¢_ Donc il existe des’

tels quef [Ti_1 5 = X_; f;2 dansA. Dot X ; fj(z; +2;) e m¢ =P/ et d'apres Artin—

Rees (Théoreme 3.1) il existe degtels que)_; f;7; = 0 etr; — (z; +2;) e mi~P/afo

ol ip ne dépend que di Nous posons alorg; =1; — z’j pour toutj. Nous avons alors

g%k, Z;) =0, etiy —x; emi—b/a etz; —z; e mi=b)/a=io pour tousk et j. Il nous suffit

donc de montrer qug admet une fonction de Artin bornée par une fonction affine.

Deuxiéme étape. Nous allons nous ramener au casfo& 1. Nous avong [[,_, x;* =0
si et seulement §;_, x;* € ((0) : ). De plus si nous avong [, _; x;* € mit1, alors
d'aprés Artin—Rees, il exist® qui ne dépend que dg0) : f), tel que[;_; x;* € ((0) :
FHmi~o*t1 Donc montrer que le polyndmg[T,_; X;* € A[X«] admet une fonction de
Artin bornée par une fonction affine revient a montrer ie_; X,':k e A/((0) : FH[Xk]
admet une fonction de Artin bornée par une fonction affine.

Nous pouvons remarquer quessest réduit et si* € ((0) : (f)) alors fx*¥ =0 et donc
xf=0etx e ((0): f),dou(O): f)estradical ed/((0) : f) est réduit.

De méme nous pouvons remarquer qué gist analytiquement irréductible alotsest
intégre et dong(0) : f) = (0). DoncA/((0) : f) = A est analytiguement irréductible.

Troisieme étape. Nous allons traiter le cas odi// est analytiquement irréductible. Sup-
posons quef =1 etl = (0). Soiti € N et soientxy, ..., x, tels queg(x;) € m'+1. Alors
nous avons

r r—1
w(l—[x,:'k>>i+l et a(v,(l_[x,':")+v1(x;”)>~|—b>i+l
k=1

k=1
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ol a etb sont les constantes d’'une ICL vérifiée garPar récurrence suril existe kg €
{1,...,r} tel que

L
ol > | |1

poura’ etd’ des constantes indépendantesxjest dei et ou|c] est la partie entiére de
Ensuite siv; (x") > =2 ] + 1, alors par récurrence sumous avons

a/
i _ b//
vi@) 2| —— | +1

poura” etb” des constantes indépendantesca dei. Il suffit alors de posek,, =0 et
X = xx pourk # ko. Nous avons alors

g(@) =0 et i —xxemli=b0/d I+

Donc le théoréme est prouvé padiy I analytiquement irréductible.

Quatrieme étape. Nous allons montrer qu'il suffit, dans le cas dtest réduit et vérifie la
PA, de montrer le résultat pour complet ncethérien et régulier Eradical. Cela découle
des lemmes 2.1 et 2.2, et du lemme suivant :

Lemme 6.3[11, Section 4] Soit A un anneau local réduit noethérien vérifiant la PA.
Alors A (le complété det pour la topologiem-adiqué est réduit.

Derniere étape. Supposons maintenant que est complet, noethérien et régulier fet
radical et soient € N etxy, ..., x,,21,...,2, fixés tels queg (xx, z;) € mi 1, Soit

[=PiN---NP,

la décomposition primaire deavec lesP; premiers. Alors nous avons
r
l—[x,’:" ePN---NP+mth
k=1

Donc pour toutj, [T, x.* € P; +mi*1. Donc d’aprés ce qui précéde, il exidtéel que
xx € Pj +mli=d/cl+1 gvecc etd des constantes qui ne dépendent que RiesFixons
ke{1,...,r}. NotonsJi I'ensemble deg tel quex; € P; +mlé-d/cl+1 Sj 7 =@, nous
posons alors; = x;. Dans le cas contraire, pour tolt J,

X = Z DjiXj1 +Ink,j
leH;
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ou lesp;, (quand! parcourt 'ensembléd;) engendrent?; etmy ; € mli—/cI+1 pour
tout j. Soit/;, ;, la forme linéaire

Linjo (X ju0, X jp 1) := Z PjriXji— Z Py X jp,-
lEHjl [’GHJ'2

Nous avons j, j,(xj,.1, X j, ) € mli=D/el+1 pour tout j; et j» dansJ;. D'aprés le Théo-
réeme 3.1, pour toug € J; et pour toutl € H;, il existe donc des

% € xjy + mll—d)/ei+1

tels que :
Ljs,j»(Xjy.1, % j,1) =0 pour tout)y, j2 € Ji, toutl € H;_1 ettout!’ € Hj,,

avecc’ et d’ des constantes qui ne dépendent que HesNous notons alorsy =
Y pj.ixj, etd’apres ce qui précede

Vk X e (ﬂ P,-) N (g + mlE=d/eI+D),
J€Jk
CommelJ, Ji ={1,...,r}, nous avons
r r
l—[i,’:k eln (Hx,';k + ml@—d )/CJ“).
k=1 k=1

Donc il existe des tels que[,_, 5, +>°1_; f;z} = 0 ou encore
p : !’ /
Z (25 —zj) e mlm/eltL,

Donc, d’'apres le lemme d’Artin—Rees, il existe des

6; € mli—d"/"1+1

tels que)_ f; (Zj—zj+€) =0, ouc” etd” ne dépendent que d€5 et de/. Nous posons
alorsz; =z; — 8, pour tout;j. Nous avons donc

r p
4D 7, =0 et Vj Vk, B—xi, Zj—gjemtT/H g
k=1 j=1
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Exemple 6.4.Soit f un germe de fonction de Nash (respectivement de fonction holo-
morphe). Alors sif = gh avecg eth deux séries formelles non inversibles algrpeut
s’écrire comme le produit de deux germes de fonctions de Nash (respectivement de deux
fonctions holomorphes) non inversibles.

Exemple 6.5.11 est en général faux quEY admette une fonction de Artin. Considérons,
par exemple, 'anneau

k[T, T: L
A= w aveck un corps de caractéristique nulle
T? — T3 (1+ To)

A est irréductible mais pas analytiquement irréductible. Nous avons la relﬁﬁcm

T22(1 + To) = (T1 — Ton/1+T2)(T1 + To/1+T>) oU 4/1+ T» est une des deux séries
formelles dont le carré vaut-4 7». Soit (v/1+ T2), la série/1 + T» tronquée a I'ordre.
Nous avons

ord((vV1+72), —V14+T2) =n+1.
Regardons le polynébme
§X,Y,2)=XY — (T? -~ Tf(1+T2)Z

de l'anneawk([T1, T2 1y, ) [ X, Y, Z]. Posons

w=T(T1-T2(V1+12),).  wm=T1+N1(1+T2), et z=T.

Nous avonsy,y, — (T2 — TZ(1+ T2))z € m"*# pour tout entiem > 1. Orx, ¢ (T2 —
T2(1+ T2) +m3ety, ¢ (T? — T2(1 +T2)) +_m2. Donc il n’existe pas de solution de
«proche » déx,, y,, z) pour la topologien-adique.

La preuve précédente est constructive, dans le sens ou I'on peut donner une expression
d’'une fonction affine bornant la fonction de Artin geen terme de coefficients apparais-
sant dans des ICL et de coefficients pour lesquels le lemme d'Artin—Rees est vérifié pour
des idéaux dépendants dleNéanmoins ces bornes peuvent étre améliorées a 'aide d’'un
théoréme di a Rees. Nous donnons un exemple ci-dessous.

6.1. Bornes explicites
Nous allons donner ici deux majorations affines de la fonction de Artin du polynébme

X"+ 3%_; fjZj : 'une a l'aide du théoreme d'lzumi et 'autre a I'aide d’un théoreme de
Rees (cf. Théoréme 6.7).
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Lemme 6.6.SoientA un anneau local noethérien complet/etin idéal radical deA en-
gendré parfi, ..., fp. Soitg(X, Z;) :== X" + }_; f; Z;. Alors g admet une fonction de
Artin majorée par

i (2a) MG L ip i)+ b(14 2a 4 - - + (2a)HN2))

ol a etb sont les plus petites constantes d'une ICL vérifiée par tous les idéaux premiers
associés d, i p est la plus petite constante pour laquelle le lemme d'Artin—Rees est vérifié
pour les idéaux engendré par deux idéaux premiers associéstd; est la plus petite
constante pour laquelle le lemme d’Artin—Rees est vérifié pdaiest-a-dire/ Nm‘ i’ ¢

Im'),

Preuve. Soientx et des; tels que

xn_FZE:j}ZjETnQaﬂmﬂw}HO44P+h)+Ml+ZrF~+Qaﬂm“wU+l

J
Soit
I=PiN---NP,
la décompoasition primaire deavec lesP; premiers. Alors
vp (") = Ra)M™WIFG fip +ip) +b(1+2a + -+ (2a)N2W) 11

pour tout/.
Nous pouvons construire la suite suivante par récurrencedetn) :
Si ny est pair on pose;.1 = n;/2, sinon on pose;1 = (nx + 1)/2. Ecrivonsny, et
nigs+1€nbase2:
me=ag+ a2+ -+ 1297+ 27 (g= | In2(np) ]).

ner1=Po+ 12+ -+ Bg-127"1 + B, 21

avec lesx; et lesg; dans{0, 1}.

Siapg=0, alorsg, =0etf, 1=1.Siap=a1=---=0ay_1=1alorsfo=p1 =
~-=py-1=0etf; =1.Sil'undesy;, pour 0< j < ¢ — 1, estnul, alorg, =0.
Siap=a1=---=ay_1=0alorspg=p1=---=p,_2=0etp,_1 = 1. Nous voyons

donc, sig = [Inz2(n)], quen, =1 oung 1 =1.
Donc, d’'aprés les hypothéses, nous avons

vp (") = )2 G+ ip +ip) +b(1+2a 4 -+ Ra)WIT) 41
Par induction nous avons alors

vp(x) =>i+ip+ij+1
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Il existe donc des; ; tels quex — ¥, p; ix; ; € miTiPtir+l ou lesp; : engendrent?.
i jPLXLj Di,j
D’aprés la derniere étape de la preuve du Théoréme 6.2, il existecdoB1 N---N P)N
(x +mi+i1+1)_
Il existe alors des’ tels quex =Y, f;z} etx — 3, fz} € mi+ti+1 Notonsx” =
. fiz** avec lesz** dansA. Nous avons alory . fi(z; + z**) € m'tir+1 et il existe
JII% J jIIN J
alors deg; € z; + z** + mit1 tels quey ", fizr; = 0. On pose alor§; = ; — z**. Nous
J &% TZL jliti J=1 T
avons bierg(x,z;) =0etx —x emtletz; —z; e mt1 pourtoutj. O
J J J J

Nous voyons ici que le coefficientde la fonctioni — i + ¢ décrite ci-dessus est de
la formen® pour une constante> 1. Il est possible dans ce cas d’améliorer cette borne &
l'aide du théoréme suivant :

Théoréme 6.7[16]. SoitA un anneau local et ncethérien Bun idéal deA tel queA/I
est non ramifié. Alors, pour toutdansaA, la limite lim,, (v; (x™))/n existe et est égale a la
limite supérieure de cette suite. Notansla fonction définie par

n
Ve A, B =lim LY
n n

Il existe alors une constante> 0 telle que
VxeA, vi(x)<vr(x)<vr(x)+ec.

Pour un entier nous notongc] sa partie entiere supérieure, c’est-a-dirg= ¢ sic est
entier et[¢] = |¢] + 1 sic n'est pas entier. Nous pouvons alors déduire le lemme suivant

Lemme 6.8. SoitA un anneau local ncethérien complef ein idéal radical deA engendré
par fi,..., fp. Soitg(X,Z;) :== X" + 3, f;Z;. Alors g admet une fonction de Artin
majorée par la fonction

ir—)n’rl—i_”—‘—i—ncgi—}—il +n(c+1)

n

ouU ¢ est la plus petite constante telle qde € A, v;(x) < v;(x) +c etiy estla plus petite
constante pour laquelle le lemme d’Artin—Rees est vérifié pdatest-a-dire/ Nm! 1 C
Imi).

Preuve. Soientx et des; tels que
x4+ Z szj c mn[(i+i1)/n]+nc+l
i

avec les notations du lemme. Alors

vr(x")

n

<yrx) <vix) +c
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d’'aprés le théoréme de Rees. Or nous avgs’) > n[(i +i;)/n]+nc+1, doncv;(x) >
[ +i7)/n] + 1. ll existe alors desj tels que

X — Z fidh € mlGHD/n1+1
j

c'est-a-direx = Y, fjz% + ¢ avece € m/UHD/MHL Dot x" = 37 fiR; (25, €) + &"
avecR; des polynémes ep + 1 variables. D'ot_; f;(z; + R;(z}. €)) € mititl et
existe alors des; € z; + R;(z}, ) + mi*! tels que)_; fjz; = 0. On pose alorg; =
ti—Rj(Zhe)eti =3, fizj. O

Nous allons maintenant utiliser ce dernier lemme pour obtenir des déterminations ex-
plicites de clbtures intégrales approchées d’idéaux.

7. Application a des déterminations explicites de cl6tures intégrales approchées
d’'idéaux

7.1. Cléture intégrale approchée d’'un idéal

Nous commencons tout d’abord par rappeler certains résultats conrfusstSin idéal
d’un anneauA intégre, nous notong sa cléture intégrale. Il est bien connu (voir, par
exemple, [5]) qud c I  +/I. En particulier sil est radical alorg = /. D’autre part siA
est principal, alord = 1.

D. Delfino et I. Swanson ont montré le théoréme suivant qui est une généralisation d’'un
théoréme de Rees [17] :

Théoréme 7.1[4]. Soit(A, m) un anneau local ncethérien excellent. Saiin idéal de A.
Alors il existea etb des entiers tels que

[ +mai+b c T 4+mi, Viel,

ouencore I +mi C1+mli=D/al v eN.

Pour prouver ce théoreme, D. Delfino et . Swanson se raménent au Eastrincipal
et A complet et normal. Dans ce cas elles montrent que tout élémdnt-de’ vérifie une
relation de la forme

X"+ X"y giXuj e D &y 8 Xnjyy €W
J /l<<Jn

ou n et! sont indépendants de I'élément choisi et de I'entieEnsuite elles montrent,
toujours sous les mémes hypothégeprincipal etA complet et normal), que le polyndme
précédent admet une fonction de Artin majorée par une fonction affine (Théoréme 3.10
de [4]).
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Nous allons donner dans cette partie une généralisation du Théoréme 3.10 de [4]. Linté-
rét de notre preuve vient du fait que celle-ci est constructive et permet d’obtenir des bornes
explicites en termes de coefficients apparaissant dans certaines ICL.

7.2. Généralisation d’'un résultat de Delfino et Swanson

En utilisant le Lemme 6.8, nous allons donc donner deux propositions qui généralisent
le Théoréme 3.10 de [4] :

Proposition 7.2. Soit
g(Xv Xl,j’ ] Xﬂ,j]_,‘..,jna Ylv cet Yq)

q
=XTEXTY g Xt Y g & X T Y SV
J K =1

avec les; etlesf; dansA, local complet noethérien, tels qlie= (f7) + (g;) soit radical.
Alors g admet une fonction de Artin majorée par la fonction

i>i+ij+n(c+1)
ouc est la plus petite constante telle qvie € A, vy (x) < vy(x) +c, eti estla plus petite
constante pour laquelle le lemme d’Artin—Rees est verifié pdatest-a-direl N m i C
Im').
Preuve. Soient(x, x1,j, ..., Xn,j,....jn» Y1, - - -» Yq) € A tels que

8UX, XL js ooy X g,y 1) € MITHFNEHD),

Posons

I en=1, n—2 ) . ) ) . )
[ =x" "Xy +x Z 8j2X2,j.jo 0t Z 8j2 " 8jnXn,jj2sin:

Alors nous avons

XD gty Y v = 8O XL X V)
j 1
D’aprés la preuve du Lemme 6.8, il existes x + m'*/+1 tel quex € I. Nous pouvons
N ;
écrirex =} ; gjx; + >, fizi- Nous avons alors

. i+l
8(X, X1 j, s Xn jp,..., jn,yl)em’+’1+.
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D'ou

/ itip+l
Y i & g g (VL s X g X)) D fit e m
jlg”'gjn 1

avect; =y + (x, z1) ethy, ..;, polynomiale a coefficients dans. D’apres Artin et
Rees, il existe alor§1, ..., 7,) € (t1,...,1,) +mi Tl et

7. . : . : . . ’ i+
t‘]]_,‘..,]n € xﬂ,]lw-’]n + h]lww]n ()C]_’] rrr xn—l,ji ----- /',/,71’ X/) +m

tels querlgmgj” 8jr - &jutjr,...jn + 2y Jit1 = 0. Posons alors
)Ei,jl,...,ji = Xi, 1,0 i pour touti < n

et
= 7 /
T jroin = Lresn = Pjpoeju (VL s Xa s gt 5 X))

...........

tout /. Nous avons dong; — y; € m'*! et ¥ — x € m*1. De plus il est clair que
g(x,x;,y)=0. O

Proposition 7.3. Soit

q
g X1, X, Y1, Y =X 4 XX 4 X ) fiY
=1

avec lesf; et f dansA, local complet ncethérien, tels quef;) : /) = (fj) etl :=(f, f})
soit radical, et soitr un entier strictement positif. Alorg admet une fonction de Artin
majorée par

i—i+4ir+tiy, +tn(c+1)

ou ¢ est la plus petite constante telle gde € A, vy (x) < vy (x) +¢, etiy, estlaplus petite
constante pour laquelle le lemme d'Artin—Rees est veérifié ppue (", (f;)) (C'est-a-
dire J, Nmi*in c J,m') eti; estla plus petite constante pour laquelle le lemme d’Artin—
Rees est vérifié pour.

Preuve. Notons/ := (f, f;). Soiti un entier positif. Soient, desx; et desy, tels que

g(x7 X, yk) c mi+il+tij,,+tn(c+l)+l'

Supposons tout d’abord qu'il exisieet desx; tels quex — x, x; — x; € miti+1 pour
toutj, etx” 4+ f'x" " 1x +-- -+ %, € (f;). ll existe alors des tels quex” + f'x" i1+



50021-8693(05)00544-2/FLA AID:10767 Vol.eee(s, [DTD5] P.29 (1-31)
YJABR:m1 v 1.50 Prn:29/10/2005; 14:43 Mabr1076 by:SL p. 29

G. Rond / Journal of Algebraee (eeee) eee—see 29

o4 fM%, =3, fitr. Nous avons alory_, fi(y; + 1) € m+i1+1 |l existe alors deg; €
v + 1 +mitltels que), fiz; = 0. Nous posons alorg = z; — ;. Nous avong; — y; €
mi+1 pour tout/ etg(x, x;, ;) = 0. Nous pouvons donc supposer qyg = (0).
Supposons alorgf;) = (0). Alors, comme dans la preuve de la proposition précédente,
il existe ¥ € I tel que nous ayons = x modulom!** t1(¢=D+D+1 ponc nous avons

x=fx'+e
avece € mi Tirttiy tn=Dc+D+1 Nous avons alors
fnx/n + ftJrnflx/nflxl_’_ et fntxn c mi+i/+li1,,+n(tfl)(c+l)+1.
D’ou
fn (x/" + ft_lx/"_lxl—i— R fn(z—l)xn) c mi+i1+lijn+n(l—1)(C+1)+1.

Donc nous avons'” + £~ 1x/""Lyy 4. 10Dy, € miti =D An=DerhHL cqy
@ : 1) =(.

On obtient le résultat par récurrence sucar pour: = 0 le polyndme est lisse en tout
point (le coefficient der, est égal a 1). O

7.3. Exemple effectif

Cet exemple est cité dans [4] mais incorrectement étudié car les auteurs utilisent un
résultat de M. Lejeune-Jalabert uniguement valable pbut k[7]. Pour étudier cet
exemple, nous allons utiliser ici la Proposition 7.3 et un résultat de Delfino et Swanson [4].

Soienta,t, N e Ntels quea > 2,r > 1 et N > 3 etk un corps contenant les racines
a-iemes de I'unité et de caractéristique ne divisantqdsdotons

— k[T, ..., Tn]
CO(Tf e+ T

SoitB =Kk[T1, T2, ..., Ty—1]. Lextension FracA) C Fraq B) est galoisienne et séparable
et notons: = [FraqA) : Fraq B)]. L'entier n divise @ (a), la fonction d’Euler dez, donc
n < a. Nous utilisons alors :

Lemme 7.4[4]. Soit (A, m) un anneau local complet normal ncethérien et sbitin
élément non nul dd. SoitB =Kk[f, f2, ..., fn] ou(f, f2,..., fn) €stun systéeme de pa-
rameétres ded. Supposons queraqA) C Fradq B) est une extension galoisienne séparable
et notons: = [FraqA) : Fraq B)]. Alors tout élément d¢? A + m vérifie une équation de
degrén sur f!A + mli/@0]

Donc d'aprés le lemme précédent, tout élémenfflie + m' vérifie une équation de
degrén surT{A + mli/@n]
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Soit x € A vérifiant une équation de degrésur T} A + mli/@)]. Notons! lidéal
(T1, T§ +--- + Ty). SiN > 3, v; est une valuation cdbr, A/I est integre.

Si N > 3, I'idéal I étant homogéne et radical, nous avons atissi0. D'aprés le Co-
rollaire 4.8, nous avong, =a.

SiN > 3,daprés le Lemme 4.7, comnig et 75 +- - - + Ty forment une suite réguliere,
1y =a.

Donc, d'aprés la Proposition 7.3, il existes T{ A N (x + mli=@/tnI=i@+n)) Nous
obtenons alors :

Proposition 7.5.Soienta, ¢, N e Ntels quex > 2, > 1 et N > 3 etk un corps contenant
les racinesz-iemes de I'unité et de caractéristique ne divisant past

_ ]k[[T]_,...,TN]]
(T84 +TH'

Alors
U] (i—a)
Vi e N* TltA +micC T{A —i—mL_nt |—t(a+n) 3)

oun =[FradA) : Frad B)].
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