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Abstract

We interpret the Artin–Rees lemma and the Izumi theorem in term of Artin function and we o
a stable version of the Artin–Rees lemma. We present different applications of these interpre
First we show that the Artin function ofX1X2 − X3X4, as a polynomial in the ring of power seri
in more than three variables, is not bounded by an affine function. Then we prove that the
functions of a class of polynomials are bounded by affine functions and we use this to co
approximated integral closures of ideals.
 2005 Elsevier Inc. All rights reserved.
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1. Introduction

Nous rappelons quelques résultats d’approximation, mais nous donnons tout d’a
définition suivante :

Définition 1.1.Nous appellerons couple(A,I) la donnée d’un anneau commutatif unita
A et d’un idéalI de A. Nous dirons que le couple(A,I) est nœthérien (respectiveme

Adresse e-mail :rond@picard.ups-tlse.fr.
0021-8693/$ – see front matter 2005 Elsevier Inc. All rights reserved.
doi:10.1016/j.jalgebra.2005.06.037



ARTICLE IN PRESS
S0021-8693(05)00544-2/FLA AID:10767 Vol.•••(•••) [DTD5] P.2 (1-31)
YJABR:m1 v 1.50 Prn:29/10/2005; 14:43 yjabr10767 by:SL p. 2

2 G. Rond / Journal of Algebra••• (••••) •••–•••

let,

e :

o-
ons

.

n de

nt pas
ua-

lors
local, complet, réduit, intègre) si l’anneauA est nœthérien (respectivement local, comp
réduit, intègre).

Nous pouvons alors définir les propriétés d’approximation et d’approximation fort

Définition 1.2. Soit (A,I) un couple nœthérien et̂A le complété deA pour la topologie
I-adique. Nous dirons que(A,I) vérifie la propriété d’approximation(PA) (respective-
ment vérifiela propriété d’approximationpourf ) si pour tout système d’équations polyn
miales notéf (X) = 0 à coefficients dansA (respectivement si pour le système d’équati
polynomiales notéf (X) = 0 à coefficients dansA), pour toute solution̄x ∈ Â et pour tout
i ∈ N, il existe une solutionx dansA de ce système qui vérifiexj = x̄j mod Ii+1 pour
tout j .

Dans le cas oùA est local etI est son idéal maximal, nous dirons queA a la propriété
d’approximation.

Définition 1.3.Soit(A,I) un couple nœthérien. Nous dirons que(A,I) vérifie la propriété
d’approximation forte(PAF) si pour tout système d’équations polynomiales notéf (X) = 0
à coefficients dansA, il existe une fonction à valeurs entièresβ avec la propriété suivante
Soientx ∈ An et i ∈ N tels que

f (x) = 0 modIβ(i)+1.

Alors il existex̄ ∈ An tel que

f (x̄) = 0 et xj ≡ x̄j modIi+1 pour toutj.

La plus petite fonction vérifiant cette propriété sera appelée fonction de Arti
l’idéal (f ).

Là encore, siA est local etI est son idéal maximal, nous dirons queA a la propriété
d’approximation forte.

Remarque 1.Nous pouvons vérifier que les deux définitions précédentes ne dépende
des générateurs de l’idéal(f ). Nous parlerons donc indifféremment de système d’éq
tions polynomiales et d’idéal deA[X].

Nous avons les deux résultats suivants :

Théorème 1.4[2,14,15,21–23]. Soit (A,I) une paire hensélienne, nœthérienne. A
(A,I) possède la propriété d’approximation siA → Â est régulier (oùÂ est le complété
I-adique deA).

Nous rappelons qu’un morphisme d’anneaux nœthériensϕ :A → B est dit régulier si il
est plat et si pour tout idéal premierP deA, la fibreB ⊗A κ(P ) deϕ au-dessus deP est
géométriquement régulière sur le corpsκ(P ) (c’est-à-dire si l’anneauB ⊗A k est régulier
pour toute extension finiek deκ(P )) (cf. [13]).
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Théorème 1.5[2,14]. Soit(A,m) un couple local nœthérien. Alors si ce couple vérifie
propriété d’approximation, alors il vérifie la propriété d’approximation forte.

Ce deuxième théorème n’est pas vrai dans le cas général. M. Spivakovsky a do
exemple de paire hensélienne vérifiant la PA et donné un polynôme qui n’admet
fonction de Artin [20].

Dans le cas d’un couple local, la fonction de Artin d’un idéal(f ) de A[X] est une
mesure de la non-lissité du morphismeA → A[X]/(f ), celle-ci étant égale à l’identit
quand ce morphisme est lisse.

Le but de cet article est d’utiliser le lemme d’Artin–Rees [13] et le théorème d’Iz
[9,10,18] pour déterminer une certaine classe de polynômes dont les fonctions d
sont bornées par des fonctions affines. Nous savons qu’en général ceci est faux e
conséquence qu’il n’existe pas de théorie d’élimination des quantificateurs dans l’a
des séries en plusieurs variables muni d’un langage de premier ordre de Presburg
Néanmoins il existe certains cas pour lesquels ce résultat est vrai [6].

Nous utilisons ici le lemme d’Artin–Rees et le théorème d’Izumi [10] pour étudie
fonction de Artin de certains polynômes.

Nous commençons par énoncer quelques résultats de réduction. Ensuite, dans
sième partie, nous citons le cas des systèmes d’équations linéaires qui découle du
d’Artin–Rees (Théorème 3.1). Nous montrons dans la quatrième partie que le thé
d’Izumi est équivalent à une majoration des fonctions de Artin d’une certaine fami
polynômes linéaires (Proposition 4.3 et Théorème 4.5) et en déduisons une version
du lemme d’Artin–Rees (Théorème 4.6). Nous donnons ensuite différentes applicat
ces deux résultats :

En cinquième partie, nous montrons que la fonction de Artin deX1X2 − X3X4, vu
comme polynôme à coefficients dans l’anneau des séries formelles en plusieurs va
n’est pas bornée par une fonction affine.

En sixième partie, nous utilisons simultanément le lemme d’Artin–Rees et le thé
d’Izumi pour montrer que les polynômes qui sont de la formef

∏r
k=1 X

nk

k + ∑p

j=1 fjZj

ont une fonction de Artin bornée par une fonction affine, dans le cas où l’anneau d
quotienté par l’idéal(f1, . . . , fp) est réduit (Théorème 6.2).

Enfin, en dernière partie nous montrons que ceci implique que la fonction de Ar
certains polynômes est bornée par une fonction affine (Propositions 7.2 et 7.3) e
utilisons ces résultats pour calculer des clôtures intégrales approchées d’idéaux (e
à la Section 7.3).

Les anneaux considérés seront toujours commutatifs et unitaires. Nous noterons
suiteT = (T1, . . . , TN), X = (X1, . . . ,Xn) et f = (f1, . . . , fp). Sauf indication contraire
nous noteronsm l’idéal maximal de l’anneau local étudié quand il n’y aura aucune co
sion possible.

2. Réductions

Nous allons ici énoncer quelques lemmes qui nous permettront de nous ramene
dier le cas où l’anneau de base est un anneau complet régulier :
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Lemme 2.1[14]. Soit (A,I) un couple nœthérien vérifiant la PA pour l’idéal(f ) et tel
que l’idéal deÂ[X] engendré par(f ) admette une fonction de Artin. Alors(f ) admet une
fonction de Artin et celle-ci est égale à celle de l’idéal deÂ[X] engendré par(f ).

Preuve. Soient(f ) ⊂ A[X], β̂ sa fonction de Artin vu comme idéal dêA[X] et x ∈ A

tel quef (x) ≡ 0 modIβ̂(i)+1. Donc il existex′ ∈ Â tel quef (x′) = 0 et x′ − x ∈ Ii+1.
CommeA vérifie la PA pour(f ), il existex̄ ∈ A tel quef (x̄) = 0 et x̄ − x′ ∈ Ii+1.

En combinant cela on āx ∈ A tel quef (x̄) = 0 etx − x̄ ∈ Ii+1.
Inversement, soitβ la fonction de Artin de(f ) vu comme idéal deA[X]. Soit x ∈ Â

tel quef (x) ≡ 0 modIβ(i)+1. Choisissonsx′ ∈ A tel quex − x′ ∈ Iβ(i)+1. Nous avons
alorsf (x′) ≡ 0 modIβ(i)+1. Donc il existex̄ ∈ A tel quef (x̄) = 0 etx′ − x̄ ∈ Ii+1. D’où
x − x̄ ∈ Ii+1. �
Lemme 2.2 [14]. Soit (A,I) un couple nœthérien etI un idéal deA. Soient(f ) un
idéal de A

I
[X], (F ) un idéal deA[X] égal à(f ) moduloI et (g1, . . . , gq) un système d

générateurs deI . Posons

Gk = Fk +
∑
j

Ykj gj , k = 1, . . . ,m.

Alors si (G) admet une fonction de Artin, alors(f ) admet une fonction de Artin borné
par celle de(G).

Preuve. Soient(f ), (F ) et (G) comme dans l’énoncé. Soitβ la fonction de Artin de(G).
Soit x ∈ A

I
tel quef (x) ≡ 0 modIβ(i)+1 A

I
avec i ∈ N. Soit x′ un relèvement dex

dansA. Alors F(x′) ≡ 0 modIβ(i)+1 + I , c’est-à-dire qu’il existe desykj ∈ A tels que
F(x′)+∑

j ykj gj ≡ 0 modIβ(i)+1. Il existe alors une solution(x̄, ȳ) de ce systèmeG = 0

avecx̄ ≡ x′ modIi+1. Modulo I cette solution convient. Et donc(f ) admet une fonction
de Artin bornée par celle de(G). �

Nous énonçons maintenant un lemme utile pour la suite :

Lemme 2.3. SoitF(X1, . . . ,Xn) ∈ A[X1, . . . ,Xn] où (A,I) est un couple nœthérien. S
I un idéal deA, {f1, . . . , fp} et {g1, . . . , gq} deux systèmes de générateurs deI . Alors
les fonctions de Artin deh1 = F(X1, . . . ,Xn) + ∑

j fjYj et deh2 = F(X1, . . . ,Xn) +∑
l glZl sont égales.

Preuve. Il nous suffit de montrer le résultat quandq = p + 1, gi = fi pour 1� i � p

et gq = gp+1 ∈ I est quelconque. En effet dans ce cas, par induction nous voyons
fonction de Artin deh1 (et de la même manière celle deh2) est égale à la fonction de Arti
deF(X1, . . . ,Xn)+∑

l glZl +∑
j fjYj . Donch1 eth2 ont des fonctions de Artin égale

Soith1 comme dans l’énoncé et

h2 := F(X1, . . . ,Xn) +
p∑

fjYj + f Yp+1
j=1
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de Artin dehi (i = 1 et 2).
• Montrons tout d’abord queβ2(i) � β1(i) pour tout i ∈ N. Soient x1, . . . , xn,

y1, . . . , yp ∈ A et i ∈ N tels que

h1(x, y) = F(x1, . . . , xn) +
p∑
j

fj yj ∈ Iβ2(i)+1.

Nous avonsh2(x, y1, . . . , yp,0) = h1(x, y1, . . . , yp), donc par définition deβ2, il existe
n + p + 1 éléments̄x1, . . . , x̄n, ȳ1, . . . , ȳp, ȳp+1 tels queh2(x̄, ȳ1, . . . , ȳp, ȳp+1) = 0, et
x̄k − xk ∈ Ii+1, 1 � k � n, ȳj − yj ∈ Ii+1, 1 � j � p, ȳp+1 ∈ Ii+1. Notons alors¯̄yj =
ȳj + uj ȳp+1, 1 � j � p. Nous avons alorsh1(x̄, ¯̄y) = 0 et x̄k − xk ∈ Ii+1, 1 � k � n,
¯̄yj − yj ∈ Ii+1, 1� j � p. Doncβ2(i) � β1(i) pour touti ∈ N.

• Inversement, montrons queβ2(i) � β1(i) pour tout i ∈ N. Soient x1, . . . , xn,
y1, . . . , yp, yp+1 ∈ A et i ∈ N tels que

h2(x, y) = F(x1, . . . , xn) +
p∑
j

fj yj + fyp+1 ∈ Iβ1(i)+1.

Nous avons

h1(x, y1 + u1yp+1, . . . , yp + upyp+1) = h2(x, y1, . . . , yp, yp+1).

Donc par définition deβ1, il existe x̄1, . . . , x̄n, ȳ1, . . . , ȳp tels queh1(x̄, ȳ1, . . . , ȳp) = 0,
et x̄k − xk ∈ Ii+1, 1� k � n, ȳj − (yj + ujyp+1) ∈ Ii+1, 1� j � p. Notons alors¯̄yj =
ȳj − ujyp+1, 1 � j � p, et ¯̄yp+1 = yp+1. Nous avonsh2(x̄, ¯̄y) = 0, et x̄k − xk ∈ Ii+1,
1 � k � n, ¯̄yj − yj ∈ Ii+1, 1 � j � p + 1. Doncβ2(i) � β1(i) pour touti ∈ N, et donc
β1 = β2. �

Nous rappelons ensuite le théorème de structure de I.S. Cohen pour les annea
plets locaux [13].

Définition 2.4. Un anneau de CohenR est un corps de caractéristique 0 ou un annea
valuation discrète complet dont le corps résiduel a une caractéristiquep > 0 et dont l’idéal
maximal est engendré parp.1.

Théorème 2.5[13]. SoitA un anneau local nœthérien complet. Alors il existe un un
anneau de CohenR tel queA soit isomorphe au quotient d’un anneau de séries forme
R�T �.

3. Fonction de Artin d’un système linéaire et lemme d’Artin–Rees

Nous avons le résultat suivant qui nous donne la forme de la fonction de Artin
système d’équations linéaires et qui montre au passage que dans le cas linéaire, l’e
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de la fonction de Artin n’est absolument pas liée à la propriété hensélienne mais au f
l’anneau de base est nœthérien.

Théorème 3.1.Soit

(
f 1

1 X1 + · · · + f 1
n Xn, . . . , f

p

1 X1 + · · · + f
p
n Xn

)
un idéal de polynômes linéaires noté(f ) deA[X1, . . . ,Xn] où (A,I) est un couple. Alors
l’idéal (f ) admet une fonction de Artin bornée par la fonctioni �→ i + i0 si et seulemen
si nous avons la version faible du lemme de Artin–Rees suivante:

I ∩ Ii ⊂ Ii−i0I pour i � i0

où I est le sous-A-module deAp engendré par les(f 1
j , . . . , f

p
j ) pour 1 � j � n et Ii le

sous-A-module deAp égal à
⊕p

k=1 Ii pour tout entieri.
En particulier, si(A,I) est un couple nœthérien,(f ) admet une fonction de Artin bo

née par une fonction linéaire. De plus le plus petiti0 tel quei �→ i + i0 majore la fonction
de Artin de(f ) ne dépend que duA-moduleI .

Preuve. Avoir I ∩Ii+1 ⊂ Ii+1−i0I pouri0 une constante positive, cela est équivalent
que pour toutx1, . . . , xn ∈ A tels que




f 1
1 x1 + · · · + f 1

n xn ∈ Ii+1,

...

f
p

1 x1 + · · · + f
p
n xn ∈ Ii+1

(1)

il existeε1, . . . , εn ∈ Ii+1−i0 tels que




f 1
1 x1 + · · · + f 1

n xn = f 1
1 ε1 + · · · + f 1

n εn,
...

...
...

f
p

1 x1 + · · · + f
p
n xn = f

p

1 ε1 + · · · + f
p
n εn.

En posant̄xk = xk − εk , cela est équivalent à ce que pour toutx1, . . . , xn ∈ A qui vérifient
le système (1) précédent, il existex̄1, . . . , x̄n ∈ A tels que




f 1
1 x̄1 + · · · + f 1

n x̄n = 0,
...

f
p

1 x̄1 + · · · + f
p
n x̄n = 0

et x̄k − xk ∈ Ii+1−i0. Cette dernière condition est exactement équivalente à dire que l
(f ) admet une fonction de Artin bornée pari �→ i + i0.

La dernière assertion découle du fait que siA est nœthérien nous avons le lem
d’Artin–Rees (cf. [13], par exemple).�
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Remarque 2.T. Wang [24] a caractérisé le plus petiti0 de la proposition précédente, da
le cas oùA = k�T1, . . . , TN � etI est son idéal maximal, en terme de bases standards

4. Théorème d’Izumi et version stable du lemme d’Artin–Rees

4.1. Théorème d’Izumi et majoration stable de la fonction de Artin d’une famille de
polynômes linéaires

Nous donnons ici l’énoncé d’un théorème d’Izumi que nous interprétons en term
linéarité de la fonction de Artin d’un certain type de polynôme. Nous donnons tout d’a
une définition :

Définition 4.1. Soit (R,I) un couple nœthérien oùR est local etI un idéalm-primaire
avecm l’idéal maximal deR. Nous noteronsνR,I la fonction à valeurs dansN ∪ {∞}
définie par

∀x ∈ R \ {0}, νR,I(x) = n ⇐⇒ x ∈ In et x /∈ In+1

et νR,I(0) = ∞.

On appelle cette fonction l’ordreI-adique surR.
Soit I un idéal deR, nous noteronsνI,I pourνR/I,I quand aucune confusion surR ne

sera possible. Dans le cas oùI = m est l’idéal maximal deR, nous noteronsνR := νR,I et
νI := νR/I,I (la dernière notation n’est à pas confondre avec la valuationI -adique).

Une telle définition est licite d’après le lemme de Nakayama.
Soit R un anneau local nœthérien etI un idéalm-primaire deR. Il est clair que nous

avonsνI,I(gh) � νI,I(g) + νI,I(h) ∀g,h ∈ R. Il y a égalité si et seulement siGrI(R/I)

est intègre. Nous dirons queνI,I admet une inégalité complémentaire linéaire (ICL) s
existea etb réels tels que

νI,I(gh) � a
(
νI,I(g) + νI,I(h)

) + b ∀g,h ∈ R.

Nous dirons dans ce cas quea et b sont des constantes apparaissant dans une ICL
(R,I). Nous pouvons remarquer que sia et b existent, alors nécessairementa � 1 et
b � 0.

Nous avons alors :

Théorème 4.2[10]. SoitR un anneau local nœthérien. Alors il existe deux constanta

etb telles que

νR(gh) � a
(
νR(g) + νR(h)

) + b ∀g,h ∈ R \ {0}

si et seulement siR est analytiquement irréductible.
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Soit I un idéal deA, un anneau local nœthérien, engendré parf1, . . . , fp. Nous notons
R := A/I . Notons alorsiI le plus petit entier tel quei �→ i + iI majore la fonction de
Artin de f1X1 + · · · + fpXp ∈ A[X]. Pour toutx ∈ A, notonsβx la fonction de Artin de
xX0 + f1X1 + · · · + fpXp. Nous avons alors :

Proposition 4.3. Avec les notations précédentes, nous avons:

(i) SiR admet une ICL avec les coefficientsa etb, alors, pour toutx ∈ A, nous avons la
majoration uniforme suivante:

∀i ∈ N βx(i) � ai + aνI (x) + aiI + b.

(ii) Si nous avons une majoration uniforme de la fonctionβx par une fonction de la
forme i �→ ai + cνI (x) + b, aveca + c � 1, alors le polynômeXY + ∑

k fiXi ∈
A[X,Y,X1, . . . ,Xp] admet une fonction de Artin bornée par la fonctioni �→
(a + c)(i + iI ) + max(b, iI ), et de plus l’idéalI est soit premier, soitm-primaire.

(iii) Si le polynômeXY + ∑
k fiXi admet une fonction de Artin bornée par la foncti

i �→ ai + b et siI est premier alorsR admet une ICL

νI (gh) � a
(
νI (g) + νI (h)

) + b ∀g,h ∈ R.

Preuve. Montrons (i) :
Soientx0, x1, . . . , xp ∈ A tels que

xx0 + f1x1 + · · · + fpxp ∈ mai+aνI (x)+aiI +b+1.

Nous avons doncνI (xx0) � ai + aνI (x) + aiI + b + 1. D’où

a
(
νI (x) + νI (x0)

) + b � ai + aνI (x) + aiI + b + 1,

νI (x0) � i + iI + 1.

Nous avons doncx0 = ∑
k fkzk + x′

0 avec ord(x′
0) � i + iI + 1, ce qui implique que

p∑
k=1

fk(xk + xzk) ∈ mi+iI +1

cara � 1. Il existe donc, par définition deiI , destk ∈ A qui vérifient

∀k � 1 tk ∈ xk + xzk + mi+1 et
p∑

k=1

fktk = 0.
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, puis

r

r

Nous posons alors̄x0 = ∑
k fkzk et x̄k = tk − xzk pourk � 1. Nous avons alors

xx̄0 + f1x̄1 + · · · + fpx̄p = 0 et ∀k x̄k − xk ∈ mi+1.

Doncβx(i) � ai + aνI (x) + aiI + b pour touti dansN.
Montrons maintenant (ii) :
Nous allons tout d’abord montrer la majoration de la fonction de Artin annoncée

nous montrerons queI est soit premier, soitm-primaire.
Soienta, b et c comme dans l’énoncé. Fixons tout d’abordi � iI . Nous allons montre

que la fonction de Artin deXY + ∑
k fiXi est majorée par la fonctioni �→ (a + c)i +

max(b, iI ). Dans ce cas la fonction de Artin du polynômeXY +∑
k fiXi sera majorée pa

i �→ (a + c)(i + iI ) + max(b, iI ) comme voulue.
Soit i � iI et soientx, y, x1, . . . , xp tels que

xy + f1x1 + · · · + fpxp ∈ m(a+c)i+max(b,iI )+1. (2)

Nous allons distinguer deux cas, selon quex ety sont tous les deux dansI +mi+1 ou non.

(1) Supposons quex et y sont dansI + mi+1, c’est-à-dire qu’il existe desz1,j et des
z2,j tels quex − ∑

j fj z1,j ∈ mi+1 ety − ∑
j fj z2,j ∈ mi+1. En multipliant ces deux

termes nous voyons que

xy − x
∑
j

fj z2,j − y
∑
j

fj z1,j +
∑
j

fj z1,j

∑
j

fj z2,j ∈ m2i+1.

D’après cette relation et la relation (2), on est ramené à

∑
j

fj

(
xj + yz1,j + xz2,j −

∑
l

flz1,lz2,j

)
∈ mmin(2i,(a+c)i+iI )+1.

Par définition deiI , il existe donc destj tels que
∑

j fj tj = 0 et

tj −
(

xj + xz2,j + yz1,j −
∑

l

flz1,lz2,j

)
∈ mmin(2i,(a+c)i+iI )−iI +1 ⊂ mi+1.

Nous posons alors

x̄ =
∑
j

fj z1,j , ȳ =
∑
j

fj z2,j et

x̄j = tj −
(

x̄z2,j + yz1,j −
∑

l

flz1,lz2,j

)
= −

∑
l

flz2,lz1,j .

Nous avons donc
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avons
x̄ȳ +
∑
j

fj x̄j = 0, et

x̄ − x, ȳ − y etxj − x̄j ∈ mi+1 pour toutj.

(2) Supposons maintenant quex ∈ I + mk+1 etx /∈ I + mk+2 aveck < i. Notons

x =
∑
j

fj z1,j + x′

avecνA(x′) = k + 1 et x′ /∈ I + mνA(x′)+1. En particulier, nous voyons queνI (x) =
νI (x

′) = k + 1. Nous avons alors

x′y +
∑
j

fj (xj + yz1,j ) ∈ m(a+c)i+max(b,iI )+1.

Ou encore

x′y +
∑
j

fj x
′
j ∈ m(a+c)i+max(b,iI )+1

avecx′
j = xj + yz1,j . La fonction de Artin dex′Y + ∑

k fkX
′
k ∈ A[Y,X′

1, . . . ,X
′
n] est

majorée par

i �→ ai + cνI

(
x′) + b � (a + c)i + b.

Donc il existeȳ ∈ y + mi+1 et x̄′
j ∈ x′

j + mi+1 tels que

x′ȳ +
∑
j

fj x̄
′
j = 0.

Posons alors

x̄j = x̄′
j − ȳz1,j et x̄ = x.

Nous avons

x̄ȳ +
∑
j

fj x̄j =
(

x′ +
∑
j

fj z1,j

)
ȳ +

∑
j

fj

(
x̄′
j − ȳz1,j

) = 0

et x̄ − x ∈ mi+1, ȳ − y ∈ mi+1 et x̄j − xj ∈ mi+1 pour toutj .

Donc pouri � iI la fonction de Artin deXY + ∑
k fiXi est bornée par la fonctioni �→

(a + c)i + max(b, iI ).
Montrons maintenant queI est premier oum-primaire. Montrons tout d’abord queI n’a

qu’un idéal premier minimal associé. Supposons le contraire, c’est-à-dire que nous
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ons
s

é.

i-
I = I1 ∩ I2 avecI �= I1 et I �= I2, oùI1 est un idéalP -primaire avecP premier, etP n’est
pas un idéal premier associé àI2. Soitx ∈ I1 \ I1 ∩ I2. Pour tout entierl, il existe x̄(l) tel
queνA(x̄(l)) � l etx(l) = x + x̄(l) /∈ P . En effet, si cela n’était pas possible, nous auri
x + ml ⊂ P pour l ∈ N. Par conséquent, commex ∈ P et queP est premier, nous avon
m ⊂ P , et doncm = P , ce qui est impossible par hypothèse surP .

Choisissons alorsy ∈ I2 \ I1 ∩ I2. Il existe un entierk tel quey /∈ I1 + mk cary /∈ I1.
Nous avonsxy ∈ I1I2 ⊂ I , il existe donc desxj tels que

x(l)y = xy + x̄(l)y = −
∑
j

fj xj + x̄(l)y.

Doncx(l)y +∑
j fj xj ∈ ml . Si ȳ, x̄1, . . . , x̄p vérifientx(l)ȳ +∑

j fj x̄j = 0, alorsx(l)ȳ ∈
I ⊂ I1 ⊂ P . Donc ȳ ∈ I1, car x(l) /∈ P et I1 et P -primaire. Doncy − ȳ /∈ mk . D’autre
part, pourl assez grand (en fait pourl > νI (x)), nous avonsνI (x(l)) = νI (x) < +∞. La
fonction de Artinβx n’est donc pas majorée uniformément par une fonction deνI (x), ce
qui est contradictoire avec l’hypothèse, et doncI n’a qu’un idéal premier minimal associ

Supposons maintenant queI n’a qu’un idéal minimal associé mais queI n’est ni pre-
mier ni m-primaire. C’est-à-direI estP -primaire,I �= P et P �= m. L’idéal P est de la
forme(I : y) avecy /∈ I . Soitx ∈ P \ P ∩ I . Alors xy ∈ I par définition dey.

Pour tout entierl, il existe x̄(l) tel queνA(x̄(l)) � l et x(l) = x + x̄(l) /∈ P . Si cela
n’était pas possible, alors, comme précédemment, nous aurionsP = m ce qui est contraire
à l’hypothèse donc impossible.

Il existe un entierk tel quey /∈ I + mk cary /∈ I . Or xy ∈ I , donc il existe desxj tels
que

x(l)y = xy + x̄(l)y = −
∑
j

fj xj + x̄(l)y.

Donc x(l)y + ∑
j fj xj ∈ ml . Comme précédemment, siȳ, x̄1, . . . , x̄p vérifient x(l)ȳ +∑

j fj x̄j = 0, alorsx(l)ȳ ∈ I ⊂ P , donc ȳ ∈ I car x(l) /∈ P et I estP -primaire. Donc

y − ȳ /∈ mk . Comme précédemment, la fonction de Artinβx n’est donc pas majorée un
formément par une fonction deνI (x) et doncI est premier oum-primaire.

Montrons finalement (iii) : Soientx, y et i tels quea(i + 1)+ b � νI (xy) � ai + b + 1.
C’est-à-direxy ∈ I + mai+b+1. Il existe alors deszk tel quexy + ∑

k fkzk ∈ mai+b+1. Il
existe donc̄x, ȳ et z̄k tels quex̄ȳ + ∑

k fkz̄k = 0 etx − x̄ ∈ mi+1, y − ȳ ∈ mi+1. Comme
I est premier, alors soit̄y ∈ I , soit x̄ ∈ I . D’où soit νI (x) � i + 1, soit νI (y) � i + 1.
C’est-à-dire

soit aνI (x) + b � νI (xy), soit aνI (y) + b � νI (xy).

Nous avons donc

ν(xy) � a max
(
νI (x), νI (y)

) + b � a
(
νI (x) + νI (y)

) + b.

D’où le résultat. �
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celui

-

Remarque 3.La preuve de (ii) précédente nous montre en fait que, siI n’est ni premier
ni m-primaire, nous n’avons aucune majoration uniforme deβx par une fonction deνI (x)

(même non affine).

4.2. Version stable du lemme d’Artin–Rees

Nous avons en fait le résultat suivant dû à Rees [18] qui est un peu plus fort que
d’Izumi :

Théorème 4.4[18]. SoitR un anneau local nœthérien. AlorsR est analytiquement irréduc
tible si pour au moins un idéalI m-primaire, et seulement si pour tout idéalI m-primaire,
il existe deux constantesa etb telles que

νR,I(gh) � νR,I(g) + aνR,I(h) + b ∀g,h ∈ R \ {0}.

Nous en déduisons :

Théorème 4.5. SoientA un anneau local nœthérien,I un idéal deA et I un idéal
m-primaire deA où m est l’idéal maximal deA, tels queA/I soit analytiquement ir-
réductible. Alors pour toutx ∈ A, nous avons la majoration uniforme suivante:

∀i ∈ N βx(i) � i + aνI,I(x) + iI + b

oùβx est la fonction de Artin dexX0 + f1X1 + · · · + fpXp pour le couple(A,I).

Preuve. Soientx0, x1, . . . , xp ∈ A tels que

xx0 + f1x1 + · · · + fpxp ∈ Ii+aνI,I(x)+iI +b+1.

Nous avons doncνI,I(xx0) � i + aνI,I(x) + iI + b + 1. D’où

aνI,I(x) + νI,I(x0) + b � i + aνI,I(x) + iI + b + 1,

νI,I(x0) � i + iI + 1.

Nous avons doncx0 = ∑
k fkzk + x′

0 avecνA,I(x′
0) � i + iI + 1, ce qui implique que

p∑
k=1

fk(xk + xzk) ∈ Ii+iI +1.

Il existe donc, par définition deiI , destk ∈ A qui vérifient

∀k � 1 tk ∈ xk + xzk + Ii+1 et
p∑

fktk = 0.
k=1
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Nous posons alors̄x0 = ∑
k fkzk et x̄k = tk − xzk pourk � 1. Nous avons alors

xx̄0 + f1x̄1 + · · · + fpx̄p = 0 et ∀k x̄k − xk ∈ Ii+1. �
Nous pouvons alors formuler une version stable du lemme d’Artin–Rees :

Théorème 4.6.SoientA un anneau nœthérien,I un idéalP -primaire deA avecP premier
et I ⊂ P un idéal deA tel queAP /IAP soit analytiquement irréductible. Supposons q

(i) ∀k � 1, IkAP ∩ A = Ik ,
(ii) ∀k � 1, ∀x ∈ P , ((x) + I )IkAP ∩ A = ((x) + I )Ik .

Alors il existea � 1 et b � 0 tels que nous ayons la version faible d’Artin–Rees unifo
suivante

(
(x) + I

) ∩ Ii+aνI,I(x)+b ⊂ (
(x) + I

)
Ii ∀x ∈ P, ∀i ∈ N.

Preuve. D’après (i), les ordresνA,I etνAP ,IAP
sont égaux. D’après le théorème précéd

et le Théorème 3.1, il existea etb tels que

(
(x) + I

)
AP ∩ Ii+aνI,I(x)+bAP ⊂ (

(x) + I
)
IiAP ∀x ∈ PAP , ∀i ∈ N,

carAP /IAP est analytiquement irréductible. Choisissonsx ∈ P et i ∈ N, nous avons alor

(
(x) + I

) ∩ Ii+aνI,I(x)+b ⊂ (
(x) + I

)
AP ∩ Ii+aνI,I(x)+bAP ⊂ (

(x) + I
)
IiAP .

Le résultat découle alors de l’hypothèse (ii).�
Remarque 4.Ceci est vrai en particulier siA est local,P = m est son idéal maximal,I est
m-primaire etA/I est analytiquement irréductible.

Remarque 5.Il existe deux versions de ce que l’on appelle lemme d’Artin–Rees unifo
[8] et [3] qui sont à ne pas confondre avec cette version stable.

4.3. Exemples

Nous donnons ici quelques exemples explicites, toujours dans le cas où l’idéaI est
l’idéal maximal de l’anneauA. Nous noterons alorsm cet idéal. Dans la suite, l’annea
ON désignera indifféremment l’anneau des séries formelles enN variables sur un corpsk
et l’anneau des séries convergentes enN variables surk (quand cela a un sens). No
noterons ord l’ordrem-adique surON .
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4.3.1. Premier exemple
Si l’anneau graduéGrm

A
I

est intègre alorsνA,I est une valuation, i.e.

νA,I (gh) = (
νA,I (g) + νA,I (h)

) ∀g,h ∈ A.

En particulier d’après la Proposition 4.3, la fonction de Artin du polynômexX0 +
f1X1 + · · · + fpXp (où I = (f1, . . . , fp)) est bornée par une fonction de la form
i �→ i + νA,I (x) + p.

C’est le cas par exemple siI = (f ) et f est irréductible et homogène de degrép

dansON .

4.3.2. Deuxième exemple
Nous allons donner tout d’abord le

Lemme 4.7.SoitL(X1, . . . ,Xn) = f1X1+· · ·+fnXn ∈ ON [X1, . . . ,Xn] avecord(f1) �
ord(f2) � · · · � ord(fn). Supposons que les termes de plus bas ordre(termes initiaux) des
fk forment une suite régulière. AlorsL admet une fonction de Artin qui est majorée, po
tout i � 0, par la fonction affinei �→ i + ord(fn).

Preuve. Les termes initiaux desfk formant une suite régulière, lesfk forment une suite
régulière et nous savons donc que les zéros deL sont de la forme

(
n∑

k=1

fkz(k,1), . . . ,

n∑
k=1

fkz(k,n)

)

avecz(k, j) = −z(j, k) pour tousk et j . En particulierz(k, k) = 0 pour toutk.
Dans la suite, pour tout élémentx deON , nous noteronsx(p) le terme homogène d

degrép dex.
Soient x1, . . . , xn ∈ ON tels quef1x1 + · · · + fnxn ∈ mi+ord(fn)+1. Si nous avons

minj (ord(fj xj )) � i +ord(fn)+1, nous posons̄xj = 0 pour toutj . Nous avonsL(x̄) = 0
etxj − x̄j ∈ mi+1 pour toutj .

Dans le cas contraire, nous allons construire, par récurrence sur minj (ord(fj xj )), des
élémentsx̄j , pour toutj , tels que

∑
j fj x̄j = 0 et x̄j − xj ∈ mi+ord(fn)−ord(fj )+1 pour

tout j .
Comme minj (ord(fjxj )) < i + ord(fn) + 1, nous avons

in

(
n∑

j=1

fj

(
ord(fj )

)
xj

(
ord(xj )

)) = 0

où in(x) désigne le terme initial dex pour ord. C’est-à-dire

∑
fj

(
ord(fj )

)
xj

(
ord(xj )

) = 0

j∈I1
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où I1 est l’ensemble

I1 := {
j ∈ {1, . . . , n} ∣∣ ord(fj xj ) � ord(fkxk), ∀k ∈ {1, . . . , n}}.

Il existe donc des polynômes homogènesz1(k, j) ∈ ON tels que

z1(k, j) = 0 si j /∈ I1, z1(k, j) = −z1(j, k) et

xj

(
ord(xj )

) =
n∑

k=1

fk

(
ord(fk)

)
z1(k, j) pour toutj ∈ I1,

car les termes initiaux desfj , oùj ∈ I1, forment une suite régulière. Nous posons alor

x1
j = xj −

n∑
k=1

fkz
1(k, j) ∀j.

Nous avons doncf1x
1
1 + · · · + fnx

1
n ∈ mi+ord(fn)+1 et ord(x1

j ) > ord(xj ) si j ∈ I1 et

ord(x1
j ) = ord(xj ) sinon. Nous avons aussi que

min
j

(
ord(fj xj )

)
< min

j

(
ord

(
fjx

1
j

))
.

Nous pouvons alors continuer ce processus jusqu’au rangl de manière à avoir constru
desxl

j tels quefjx
l
j ∈ mi+ord(fn)+1 pour toutj avec

xl
j = xj −

n∑
k=1

fkz̄(k, j) tels quez̄(k, j) = −z̄(j, k) ∀k, j.

C’est-à-dire qu’il existēxj = ∑n
j=1 fkz̄(k, j) tels que

f1x̄1 + · · · + fnx̄n = 0 et ∀j, xj − x̄j ∈ mi+ord(fn)−ord(fj )+1 ⊂ mi+1. �
Nous en déduisons :

Corollaire 4.8. SoitI = (f1, . . . , fn) un idéal deON . Si l’idéal engendré par les terme
initiaux des éléments deI est premier et d’intersection complète alors nous avons l’iné
lité

νI (gh) � 2
(
νI (g) + νI (h)

) + 3 max
k

{
ord(fk)

} ∀f,g ∈ ON.

Preuve. Soit f1, . . . , fn une famille d’éléments deI dont les termes initiaux forment un
suite régulière et engendrent l’idéal des termes initiaux deI . Alors cette famille engendr
I en tant qu’idéal. Soitf ∈ ON et f ′ son reste après division parI (théorème de division
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on

,

s le

i-

l

d’Hironaka, cf. [1]). Sif ′ = 0, alorsf ∈ I et la fonction de Artin def X0 + f1X1 + · · · +
fnXn est bornée pari �→ i + iI .

Si f ′ �= 0, alorsνI (f ) = νI (f
′), et la suite formée des termes initiaux desfl et du

terme initial def ′ est régulière. En effet, en notant in(g) le terme initial deg ∈ ON ,
supposons qu’il existex ∈ in(I + (f )) tel que nous ayonsx in(f ′) = 0 dans in(I +
(f ))/(in(f1, . . . , fn)). Comme in(I ) est premier, nécessairementx ∈ in(I ) et donc la suite
(in(f1), . . . , in(fn), in(f ′)) est régulière.

D’après le Théorème 3.1, la fonction de Artin def X0 + f1X1 + · · · + fnXn est égale à
celle def ′X0 + f1X1 + · · · + fnXn, qui est bornée, d’après le Lemme 4.7, par

i �→ i + max
{
ord

(
f ′),ord(fk)

}
� i + ord

(
f ′) + max

k

{
ord(fk)

}
.

En utilisant alors le (ii) de la Proposition 4.3 (a = c = 1 et b = maxk{ord(fk)}), nous
voyons que le polynômeXY +∑

k fkZk admet une fonction de Artin bornée par la foncti
i �→ 2(i + iI ) + max(maxk{ord(fk)}, iI ) (iI est une constante telle quei �→ i + iI majore
la fonction de Artin de

∑
k fkZk). CommeiI � maxk{ord(fk)} d’après le Lemme 4.7

le polynômeXY + ∑
k fkZk admet une fonction de Artin bornée par la fonctioni �→

2i + 3 maxk{ord(fk)}. En utilisant alors le (iii) de la Proposition 4.3, nous déduison
résultat. �
4.3.3. Troisième exemple

Soitf = T 2
1 + g(T2, T3) ∈O3 avecg(0,0) = 0. Alors d’après [10],(f ) admet une ICL

avec les coefficients 1 et ord(g) − 2 si ord(g) est impair. En utilisant le (i) de la Propos
tion 4.3 (a = 1 etb = ord(g)− 2), nous voyons que la fonction de Artin dexX0 +f X1 est
bornée par

i �→ i + ν(f ),m(x) + ord(g) − 2+ i(f )

où i(f ) est tel quei �→ i + i(f ) majore la fonction de Artin def X1. En particulier nous
pouvons choisiri(f ) = ord(f ) = 2. Donc la fonction de Artin dexX0 + f X1 est bornée
par

i �→ i + ν(f ),m(x) + ord(g).

4.3.4. Quatrième exemple
Nous allons donner une ICL dans le cas oùf = T k

1 + g ∈ ON avec ord(g) = k + 1 et
T1 ne divisant pas le terme initial deg. Nous avons tout d’abord le

Lemme 4.9.Soit f = T k
1 + g avecord(g) = k + 1 et T1 ne divisant pas le terme initia

deg. Alors pour touth la fonction de Artin def X + hY est bornée par

i �→ i + max
{
k, νf,m(h) + 1

}
.
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Preuve. Soit h = af + h0T
l
1 + ∑

j�1 hj avecl < k et T1 ne divisant pash0, et leshj

sont homogènes de degréj > ord(h0) + l et ne sont pas divisibles parT k
1 . Notonsh′ =

h0T
l
1 + ∑

j�1 hj .

Soientx ety tels quef x + hy ∈ mi+max{k,νf,m(h)}+2. Nous avons donc

f (x + ay) + h′y ∈ mi+max{k,νf,m(h)}+2.

Nous pouvons faire le changement de variablesX = X + aY , Y = Y et supposer qu
h = h′.

Notonsxj le terme homogène de degréj dans l’écriture dex (idem poury). Si ord(x) �
i + max{k, νf,m(h) + 1} − k + 1� i + 1, nous posons̄x = ȳ = 0. Nous avons bien̄x − x,
ȳ − y ∈ mi+1 etf x̄ + h′ȳ = 0.

Autrement nous avons

T k
1 xord(x) + h0T

l
1yord(y) = 0,

T k
1 xord(x)+1 + in(g)xord(x) + h0T

l
1yord(y)+1 + h1yord(y) = 0.

La première équation nous donne queT k−l
1 diviseyord(y). La seconde équation nous don

alors queT min{l,k−l}
1 divisexord(x).

Si l � k − l alors nous avonsxord(x) = h0T
l
1z0 et yord(y) = −T k

1 z0. Nous posons alor
x(1) = x − hz0 ety(1) = y + f z0. Nous avons ord(x(1)) > ord(x) et ord(y(1)) > ord(y).

Si l > k − l, la première équation nous donne queT
2(k−l)
1 diviseyord(y) et la seconde

queT
min{l,2(k−l)}
1 divisexord(x).

Par induction nous pouvons continuer cette procédure jusqu’au rangp tel que l �
p(k − l) et tel queT

min{l,p(k−l)}
1 = T l

1 divise xord(x). Il existe doncz0 tel quexord(x) =
h0T

l
1z0 et yord(y) = −T k

1 z0. Nous posons alorsx(1) = x − hz0 et y(1) = y + f z0. Nous
avons ord(x(1)) > ord(x) et ord(y(1)) > ord(y).

Nous recommençons alors la procédure précédente et nous construisons ainsiz tel que
ord(x −hz) � i +max{k, νf,m(h)}−k +1� i +1. Nous posons alors̄x = hz et ȳ = −f z.
Clairementx̄ − x, ȳ − y ∈ mi+1 etf x̄ + h′ȳ = 0. �

D’après le (ii) la Proposition 4.3 (aveca = c = 1 et b = k), nous voyons don
que le germe d’hypersurface défini parf = T k

1 + g = 0 avec ord(g) = k + 1 et
pgcd(T1, in(g)) = 1 admet une ICL :

ν(f ),m(gh) � 2
(
ν(f ),m(g) + ν(f ),m(h)

) + 3k ∀g,h ∈ON.

5. Étude de la fonction de Artin deX1X2 − X3X4

Nous donnons ici un exemple de polynôme dont la fonction de Artin n’est pas
née par une fonction affine. L’idée est d’utiliser le fait que la fonction de Artin
X1X2 − (T1T2 − T i)X4 ∈ ON [X1,X2,X4] pour N � 3 est la fonctionk �→ ik − 1 (cf.
3
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Exemple 5.6(iv) de [10]) et que tout élément égal àT1T2 − T i
3 modulomi+1 est toujours

irréductible. Ce polynôme peut être alors vu comme une « spécialisation » du poly
X1X2 − X3X4 ∈ ON [X1,X2,X3,X4].

Théorème 5.1.La fonction de Artin du polynôme

X1X2 − X3X4 ∈ON [X1,X2,X3,X4]
est bornée inférieurement par la fonctioni �→ i2 − 1 si N � 3.

Nous savions déjà qu’en général une fonction de Artin n’était pas bornée pa
fonction affine (cf. [19]). L’exemple étudié ici correspond à une singularité isolée d
persurface, dont la fonction de Artin–Greenberg a déjà été étudiée (cf. [7,12]).

Preuve. AppelonsP le polynômeX1X2 − X3X4 et fixons un entieri ∈ N quelconque
Notonsx1(i) := T i

1 , x2(i) := T i
2 etx3(i) := T1T2 − T i

3 . Nous avons

x1(i)x2(i) = (
x3(i) + T i

3

)i = x3(i)x4(i) + T i2

3

avecx4(i) bien choisi. Nous avons donc

P
(
x1(i), x2(i), x3(i), x4(i)

) ∈ mi2
.

Supposons que nous ayonsx1, x2, x3 et x4 tels queP(x1, x2, x3, x4) = 0, alors deux ca
peuvent se produire :

(1) soit x3 − x3(i) ∈ mi+1. Alors x3 est irréductible. En effet, supposons le contra
c’est-à-dire qu’il existex et y tels quexy = x3. Alors xy − x3(i) ∈ mi+1, ce qui est im-
possible. En effet, d’après le Lemme 5.2 dont nous donnons la preuve à la fin, la fo
de Artin du polynômeXY − x3(i) vaut i, et cela impliquerait quex3(i) est réductible, ce
qui est clairement faux. Donc soitx1 ∈ (x3), soitx2 ∈ (x3) car (x3) est irréductible etON

est factoriel. Or

sup
f ∈ON

(
ord

(
x1(i) − f x3

)) = sup
f ∈ON

(
ord

(
x2(i) − f x3

)) = i

carx1(i) − f x3 = x1(i) − f x3(i) modulomi et ce dernier terme est non nul modulomi ,
le terme initial dex1(i) n’étant pas divisible parT1T2 (idem pourx2(i)).

(2) Soit ord(x3 − x3(i)) � i. Dans tous les cas nous avons

sup
(

min
j=1,...,4

(
ord

(
xj (i) − xj

)))
� i

où la borne supérieure est prise sur tous les 4-uplets(x1, x2, x3, x4) tels queP(x1, x2, x3, x4)

= 0. La fonction de Artin deP est donc minorée par la fonctioni → i2 − 1. �
Nous donnons maintenant la preuve du lemme utilisé :
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Lemme 5.2. La fonction de Artin du polynômeXY − x3(i) ∈ ON [X,Y ] est la fonction
constante égale ài.

Preuve. Soientx ety dansON , non inversibles, tels quexy − x3(i) ∈ mi+1. Ecrivons

x =
i+1∑
j=1

xj et y =
i+1∑
j=1

yj

oùxj (respectivementyj ) est le terme homogène d’ordrej dans l’écriture dex (respective-
ment dey). Quitte à intervertirx ety, nous avons nécessairementx1 = aT1 ety1 = a−1T2.
Nous allons montrer par induction, que pour toutj ∈ {1, . . . , i − 2}, xj ∈ (T1) etyj ∈ (T2).
Supposons que ceci soit vrai pourj ∈ {1, . . . , n − 1} avecn < i − 1. Le terme homogèn
d’ordren + 1 dexy est nul carn + 1< i. Nous avons alors

aT1yn + a−1T2xn +
n−1∑
j=2

xjyn+1−j = 0.

Par hypothèse de récurrence,
∑n−1

j=2 xjyn+1−j ∈ (T1T2). Par factorialité deON , nous
voyons donc queyn ∈ (T2) etxn ∈ (T1).

Le terme homogène d’ordrei dexy est donc égal à

aT1yi−1 + a−1T2xi−1 +
i−2∑
j=2

xjyi−j .

Or ce terme appartient à l’idéal engendré parT1 etT2. Il ne peut donc pas être égal àT i
3 . Il

n’existe donc pas de telsx ety, d’où le résultat. �

6. Fonction de Artin d’un monôme

Nous allons utiliser ici les résultats précédents pour montrer que la fonction de Ar
certains polynômes, en particulier des monômes, est bornée par une fonction affine,
cas où l’anneau de base est réduit ou analytiquement irréductible. Nous avons tout
le résultat suivant qui est un corollaire direct de la Proposition 4.3 :

Corollaire 6.1. Soit

g(X,Y,Zj ) := XY +
p∑

j=1

fjZj

avecI = (f1, . . . , fp) un idéal propre deA nœthérien tel queA/I soit analytiquemen
irréductible. Alorsg admet une fonction de Artin majorée par une fonction affine.
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Nous donnons ensuite une généralisation du Corollaire 6.1 :

Théorème 6.2. SoientA un anneau local nœthérien etI = (fj ) un idéal deA tels que
A/I soit analytiquement irréductible ou tels queA/I soit réduit etA vérifie la PA. Alors
tout polynôme à coefficients dansA de la formef

∏r
k=1 X

nk

k + ∑p

j=1 fjZj admet une
fonction de Artin majorée par une fonction linéaire.

Remarque 6.Le théorème précédent est vrai en particulier pour un monôme vu co
polynôme à coefficients dans un anneau analytiquement irréductible ou réduit et vé
la PA.

Preuve. Notonsg(Xk,Zj ) = f
∏r

k=1 X
nk

k + ∑p

j=1 fjZj .

Première étape. Nous allons d’abord nous ramener au cas oùI = (0), c’est-à-dire au
cas oùg est un monôme. Nous notons̄g(Xk) le polynômef

∏r
k=1 X

nk

k ∈ A/I [Xk] et
supposons que ce polynôme admette une fonction de Artin bornée par une fonction
a �→ ai + b. Soientx1, . . . , xr , z1, . . . , zp tels queg(xk, zj ) ∈ mi+1. Alors ḡ(xk) ∈ mi+1 et
donc il existex̄k ∈ A tel queḡ(x̄k) = 0 dansA/I et x̄k −xk ∈ m(i−b)/a . Donc il existe desz′

j

tels quef
∏r

k=1 x̄
nk

k = ∑
j fj z

′
j dansA. D’où

∑
j fj (zj +z′

j ) ∈ m(i−b)/a et d’après Artin–

Rees (Théorème 3.1) il existe destj tels que
∑

j fj tj = 0 et tj − (zj + z′
j ) ∈ m(i−b)/a−i0

où i0 ne dépend que deI . Nous posons alors̄zj = tj − z′
j pour toutj . Nous avons alor

g(x̄k, z̄j ) = 0, etx̄k − xk ∈ m(i−b)/a et z̄j − zj ∈ m(i−b)/a−i0 pour tousk et j . Il nous suffit
donc de montrer quēg admet une fonction de Artin bornée par une fonction affine.

Deuxième étape.Nous allons nous ramener au cas oùf = 1. Nous avonsf
∏r

k=1 x
nk

k = 0
si et seulement si

∏r
k=1 x

nk

k ∈ ((0) : f ). De plus si nous avonsf
∏r

k=1 x
nk

k ∈ mi+1, alors
d’après Artin–Rees, il existei0 qui ne dépend que de((0) : f ), tel que

∏r
k=1 x

nk

k ∈ ((0) :
f )mi−i0+1. Donc montrer que le polynômef

∏r
k=1 X

nk

k ∈ A[Xk] admet une fonction d
Artin bornée par une fonction affine revient à montrer que

∏r
k=1 X

nk

k ∈ A/((0) : f )[Xk]
admet une fonction de Artin bornée par une fonction affine.

Nous pouvons remarquer que siA est réduit et sixk ∈ ((0) : (f )) alorsf xk = 0 et donc
xf = 0 etx ∈ ((0) : f ), d’où ((0) : f ) est radical etA/((0) : f ) est réduit.

De même nous pouvons remarquer que siA est analytiquement irréductible alorsA est
intègre et donc((0) : f ) = (0). DoncA/((0) : f ) = A est analytiquement irréductible.

Troisième étape. Nous allons traiter le cas oùA/I est analytiquement irréductible. Su
posons quef = 1 etI = (0). Soit i ∈ N et soientx1, . . . , xr tels queg(xk) ∈ mi+1. Alors
nous avons

νI

(
r∏

x
nk

k

)
� i + 1 et a

(
νI

(
r−1∏

x
nk

k

)
+ νI

(
xnr
r

)) + b � i + 1

k=1 k=1
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où a et b sont les constantes d’une ICL vérifiée parI . Par récurrence surr il existe k0 ∈
{1, . . . , r} tel que

νI

(
x

nk0
k0

)
�

⌊
i − b′

a′

⌋
+ 1

poura′ etb′ des constantes indépendantes desxk et dei et où�c� est la partie entière dec.
Ensuite siνI (x

n) � � i−b′
a′ � + 1, alors par récurrence surn nous avons

νI (x) �
⌊

i − b′′

a′′

⌋
+ 1

poura′′ et b′′ des constantes indépendantes dex et dei. Il suffit alors de poser̄xk0 = 0 et
x̄k = xk pourk �= k0. Nous avons alors

g(x̄k) = 0 et x̄k − xk ∈ m�(i−b′′)/a′′�+1.

Donc le théorème est prouvé pourA/I analytiquement irréductible.

Quatrième étape. Nous allons montrer qu’il suffit, dans le cas oùA est réduit et vérifie la
PA, de montrer le résultat pourA complet nœthérien et régulier etI radical. Cela découl
des lemmes 2.1 et 2.2, et du lemme suivant :

Lemme 6.3 [11, Section 4]. Soit A un anneau local réduit nœthérien vérifiant la P
Alors Â (le complété deA pour la topologiem-adique) est réduit.

Dernière étape. Supposons maintenant queA est complet, nœthérien et régulier eI
radical et soienti ∈ N etx1, . . . , xr , z1, . . . , zp fixés tels queg(xk, zj ) ∈ mi+1. Soit

I = P1 ∩ · · · ∩ Pq

la décomposition primaire deI avec lesPj premiers. Alors nous avons

r∏
k=1

x
nk

k ∈ P1 ∩ · · · ∩ Pq + mi+1.

Donc pour toutj ,
∏r

k=1 x
nk

k ∈ Pj + mi+1. Donc d’après ce qui précède, il existek tel que
xk ∈ Pj + m�(i−d)/c�+1 avecc et d des constantes qui ne dépendent que desPj . Fixons
k ∈ {1, . . . , r}. NotonsJk l’ensemble desj tel quexk ∈ Pj +m�(i−d)/c�+1. Si Jk = ∅, nous
posons alors̄xk = xk . Dans le cas contraire, pour toutj ∈ Jk ,

xk =
∑
l∈H

pj,lxj,l + mk,j
j
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où lespj,l (quandl parcourt l’ensembleHj ) engendrentPj et mk,j ∈ m�(i−d)/c�+1 pour
tout j . Soit lj1,j2 la forme linéaire

lj1,j2(Xj1,l ,Xj2,l
′) :=

∑
l∈Hj1

pj1,lXj1,l −
∑

l′∈Hj2

pj2,l
′Xj2,l

′ .

Nous avonslj1,j2(xj1,l , xj2,l
′) ∈ m�(i−d)/c�+1 pour toutj1 et j2 dansJk . D’après le Théo-

rème 3.1, pour tousj ∈ Jk et pour toutl ∈ Hj , il existe donc des

x̄j,l ∈ xj,l + m�(i−d ′)/c′�+1

tels que :

lj1,j2(x̄j1,l , x̄j2,l
′) = 0 pour toutj1, j2 ∈ Jk, tout l ∈ Hj−1 et toutl′ ∈ Hj2,

avec c′ et d ′ des constantes qui ne dépendent que desPj . Nous notons alors̄xk =∑
pj1,l x̄j1,l et d’après ce qui précède

∀k x̄k ∈
( ⋂

j∈Jk

Pj

)
∩ (

xk + m�(i−d ′)/c′�+1).
Comme

⋃
k Jk = {1, . . . , r}, nous avons

r∏
k=1

x̄
nk

k ∈ I ∩
(

r∏
k=1

x
nk

k + m�(i−d ′)/c′�+1

)
.

Donc il existe desz∗
j tels que

∏r
k=1 x̄

nk

k + ∑p

j=1 fj z
∗
j = 0 ou encore

p∑
j=1

fj

(
z∗
j − zj

) ∈ m�(i−d ′)/c′�+1.

Donc, d’après le lemme d’Artin–Rees, il existe des

εj ∈ m�(i−d ′′)/c′′�+1

tels que
∑

fj (z
∗
j −zj +εj ) = 0, oùc′′ etd ′′ ne dépendent que desPj et deI . Nous posons

alorsz̄j = zj − εj pour toutj . Nous avons donc

r∏
k=1

x̄
nk

k +
p∑

j=1

fj z̄j = 0 et ∀j, ∀k, x̄k − xk, z̄j − zj ∈ m�(i−d ′′)/c′′�+1. �
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Exemple 6.4.Soit f un germe de fonction de Nash (respectivement de fonction h
morphe). Alors sif = gh avecg et h deux séries formelles non inversibles alorsf peut
s’écrire comme le produit de deux germes de fonctions de Nash (respectivement d
fonctions holomorphes) non inversibles.

Exemple 6.5.Il est en général faux queXY admette une fonction de Artin. Considéro
par exemple, l’anneau

A := k[T1, T2](T1,T2)

T 2
1 − T 2

2 (1+ T2)
aveck un corps de caractéristique nulle.

A est irréductible mais pas analytiquement irréductible. Nous avons la relationT 2
1 −

T 2
2 (1 + T2) = (T1 − T2

√
1+ T2 )(T1 + T2

√
1+ T2 ) où

√
1+ T2 est une des deux séri

formelles dont le carré vaut 1+T2. Soit(
√

1+ T2 )n la série
√

1+ T2 tronquée à l’ordren.
Nous avons

ord
((√

1+ T2
)
n
− √

1+ T2
) = n + 1.

Regardons le polynôme

g(X,Y,Z) = XY − (
T 2

1 − T 2
2 (1+ T2)

)
Z

de l’anneauk[T1, T2](T1,T2)[X,Y,Z]. Posons

xn = T1
(
T1 − T2

(√
1+ T2

)
n

)
, yn = T1 + T2

(√
1+ T2

)
n

et z = T1.

Nous avonsxnyn − (T 2
1 − T 2

2 (1 + T2))z ∈ mn+4 pour tout entiern � 1. Or xn /∈ (T 2
1 −

T 2
2 (1+ T2)) + m3 et yn /∈ (T 2

1 − T 2
2 (1+ T2)) + m2. Donc il n’existe pas de solution deg

« proche » de(xn, yn, z) pour la topologiem-adique.

La preuve précédente est constructive, dans le sens où l’on peut donner une exp
d’une fonction affine bornant la fonction de Artin deg en terme de coefficients appara
sant dans des ICL et de coefficients pour lesquels le lemme d’Artin–Rees est vérifi
des idéaux dépendants deI . Néanmoins ces bornes peuvent être améliorées à l’aide
théorème dû à Rees. Nous donnons un exemple ci-dessous.

6.1. Bornes explicites

Nous allons donner ici deux majorations affines de la fonction de Artin du polyn
Xn + ∑

j fjZj : l’une à l’aide du théorème d’Izumi et l’autre à l’aide d’un théorème
Rees (cf. Théorème 6.7).
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miers
érifié
Lemme 6.6.SoientA un anneau local nœthérien complet etI un idéal radical deA en-
gendré parf1, . . . , fp. Soitg(X,Zj ) := Xn + ∑

j fjZj . Alors g admet une fonction d
Artin majorée par

i �→ (2a)�ln2(n)�+1(i + iP + iI ) + b
(
1+ 2a + · · · + (2a)�ln2(n)�)

où a et b sont les plus petites constantes d’une ICL vérifiée par tous les idéaux pre
associés àI , iP est la plus petite constante pour laquelle le lemme d’Artin–Rees est v
pour les idéaux engendré par deux idéaux premiers associés àI et iI est la plus petite
constante pour laquelle le lemme d’Artin–Rees est vérifié pourI (c’est-à-direI ∩ mi+iI ⊂
Imi ).

Preuve. Soientx et deszj tels que

xn +
∑
j

fj zj ∈ m(2a)�ln2(n)�+1(i+iP +iI )+b(1+2a+···+(2a)�ln2(n)�)+1.

Soit

I = P1 ∩ · · · ∩ Pr

la décomposition primaire deI avec lesPl premiers. Alors

νPl

(
xn

)
� (2a)�ln2(n)�+1(i + iP + iI ) + b

(
1+ 2a + · · · + (2a)�ln2(n)�) + 1

pour toutl.
Nous pouvons construire la suite suivante par récurrence (oùn0 = n) :
Si nk est pair on posenk+1 = nk/2, sinon on posenk+1 = (nk + 1)/2. Ecrivonsnk et

nk+1 en base 2 :

nk = α0 + α12+ · · · + αq−12q−1 + 2q
(
q = ⌊

ln2(nk)
⌋)

,

nk+1 = β0 + β12+ · · · + βq−12q−1 + βq2q

avec lesαj et lesβj dans{0,1}.
Si α0 = 0, alorsβq = 0 et βq−1 = 1. Si α0 = α1 = · · · = αq−1 = 1 alorsβ0 = β1 =

· · · = βq−1 = 0 etβq = 1. Si l’un desαj , pour 0� j � q − 1, est nul, alorsβq = 0.
Si α0 = α1 = · · · = αq−1 = 0 alorsβ0 = β1 = · · · = βq−2 = 0 etβq−1 = 1. Nous voyons

donc, siq = �ln2(n)�, quenq = 1 ounq+1 = 1.
Donc, d’après les hypothèses, nous avons

νPl

(
xn1

)
� (2a)�ln2(n)�(i + iP + iI ) + b

(
1+ 2a + · · · + (2a)�ln2(n)�−1) + 1.

Par induction nous avons alors

νP (x) � i + iP + iI + 1.

l
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ne à

a

vant

n

Il existe donc desxl,j tels quex − ∑
j pl,j xl,j ∈ mi+iP +iI +1 où lespl,j engendrentPl .

D’après la dernière étape de la preuve du Théorème 6.2, il existe doncx̄ ∈ (P1∩· · ·∩Pr)∩
(x + mi+iI +1).

Il existe alors desz∗
j tels quex̄ = ∑

j fj z
∗
j et x − ∑

j fj z
∗
j ∈ mi+iI +1. Notonsxn =∑

j fj z
∗∗
j avec lesz∗∗

j dansA. Nous avons alors
∑

j fj (zj + z∗∗
j ) ∈ mi+iI +1 et il existe

alors destj ∈ zj + z∗∗
j + mi+1 tels que

∑
j fj tj = 0. On pose alors̄zj = tj − z∗∗

j . Nous

avons bieng(x̄, z̄j ) = 0 etx − x ∈ mi+1 et z̄j − zj ∈ mi+1 pour toutj . �
Nous voyons ici que le coefficientλ de la fonctioni → λi + c décrite ci-dessus est d

la formenc pour une constantec � 1. Il est possible dans ce cas d’améliorer cette bor
l’aide du théorème suivant :

Théorème 6.7[16]. SoitA un anneau local et nœthérien etI un idéal deA tel queA/I

est non ramifié. Alors, pour toutx dansA, la limite limn (νI (x
n))/n existe et est égale à l

limite supérieure de cette suite. Notonsν̄I la fonction définie par

∀x ∈ A, ν̄I (x) = lim
n

νI (x
n)

n
.

Il existe alors une constantec � 0 telle que

∀x ∈ A, νI (x) � ν̄I (x) � νI (x) + c.

Pour un entierc nous notons�c� sa partie entière supérieure, c’est-à-dire�c� = c si c est
entier et�c� = �c� + 1 si c n’est pas entier. Nous pouvons alors déduire le lemme sui

Lemme 6.8.SoitA un anneau local nœthérien complet etI un idéal radical deA engendré
par f1, . . . , fp. Soit g(X,Zj ) := Xn + ∑

j fjZj . Alors g admet une fonction de Arti
majorée par la fonction

i �→ n

⌈
i + iI

n

⌉
+ nc � i + iI + n(c + 1)

où c est la plus petite constante telle que∀x ∈ A, ν̄I (x) � νI (x) + c et iI est la plus petite
constante pour laquelle le lemme d’Artin–Rees est vérifié pourI (c’est-à-direI ∩ mi+iI ⊂
Imi ).

Preuve. Soientx et deszj tels que

xn +
∑
j

fj zj ∈ mn�(i+iI )/n�+nc+1

avec les notations du lemme. Alors

νI (x
n) � ν̄I (x) � νI (x) + c
n
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ns ex-

ar

n d’un

t,
e

e 3.10
d’après le théorème de Rees. Or nous avonsνI (x
n) � n�(i + iI )/n�+nc+1, doncνI (x) �

�(i + iI )/n� + 1. Il existe alors desz∗
j tels que

x −
∑
j

fj z
∗
j ∈ m�(i+iI )/n�+1,

c’est-à-direx = ∑
j fj z

∗
j + ε avecε ∈ m�(i+iI )/n�+1. D’où xn = ∑

j fjRj (z
∗
j , ε) + εn

avecRj des polynômes enp + 1 variables. D’où
∑

j fj (zj + Rj (z
∗
j , ε)) ∈ mi+iI +1 et il

existe alors destj ∈ zj + Rj (z
∗
j , ε) + mi+1 tels que

∑
j fj tj = 0. On pose alors̄zj =

tj − Rj (z
∗
j , ε) et x̄ = ∑

j fj z
∗
j . �

Nous allons maintenant utiliser ce dernier lemme pour obtenir des déterminatio
plicites de clôtures intégrales approchées d’idéaux.

7. Application à des déterminations explicites de clôtures intégrales approchées
d’idéaux

7.1. Clôture intégrale approchée d’un idéal

Nous commençons tout d’abord par rappeler certains résultats connus. SiI est un idéal
d’un anneauA intègre, nous notonsI sa clôture intégrale. Il est bien connu (voir, p
exemple, [5]) queI ⊂ I ⊂ √

I . En particulier siI est radical alorsI = I . D’autre part siA
est principal, alorsI = I .

D. Delfino et I. Swanson ont montré le théorème suivant qui est une généralisatio
théorème de Rees [17] :

Théorème 7.1[4]. Soit(A,m) un anneau local nœthérien excellent. SoitI un idéal de A.
Alors il existea etb des entiers tels que

I + mai+b ⊂ I + mi , ∀i ∈ N,

ou encore I + mi ⊂ I + m�(i−b)/a�, ∀i ∈ N.

Pour prouver ce théorème, D. Delfino et I. Swanson se ramènent au cas oùI est principal
etA complet et normal. Dans ce cas elles montrent que tout élément deI + mi vérifie une
relation de la forme

Xn + Xn−1
∑
j

gjX1,j + · · · +
∑

j1�···�jn

gj1 · · ·gjnXn,j1,...,jn ∈ m�i/ l�

où n et l sont indépendants de l’élément choisi et de l’entieri. Ensuite elles montren
toujours sous les mêmes hypothèses (I principal etA complet et normal), que le polynôm
précédent admet une fonction de Artin majorée par une fonction affine (Théorèm
de [4]).
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L’inté-
bornes

alisent
Nous allons donner dans cette partie une généralisation du Théorème 3.10 de [4].
rêt de notre preuve vient du fait que celle-ci est constructive et permet d’obtenir des
explicites en termes de coefficients apparaissant dans certaines ICL.

7.2. Généralisation d’un résultat de Delfino et Swanson

En utilisant le Lemme 6.8, nous allons donc donner deux propositions qui génér
le Théorème 3.10 de [4] :

Proposition 7.2. Soit

g(X,X1,j , . . . ,Xn,j1,...,jn , Y1, . . . , Yq)

:= Xn + Xn−1
∑
j

gjX1,j + · · · +
∑

j1�···�jn

gj1 · · ·gjnXn,j1,...,jn +
q∑

l=1

flYl

avec lesgj et lesfl dansA, local complet nœthérien, tels queI = (fl)+ (gj ) soit radical.
Alorsg admet une fonction de Artin majorée par la fonction

i �→ i + iI + n(c + 1)

oùc est la plus petite constante telle que∀x ∈ A, ν̄I (x) � νI (x) + c, et iI est la plus petite
constante pour laquelle le lemme d’Artin–Rees est vérifié pourI (c’est-à-direI ∩ mi+iI ⊂
Imi ).

Preuve. Soient(x, x1,j , . . . , xn,j1,...,jn , y1, . . . , yq) ∈ A tels que

g(x, x1,j , . . . , xn,j1,...,jn , yl) ∈ mi+iI +n(c+1).

Posons

t ′j = xn−1x1,j + xn−2
∑
j2�j

gj2x2,j,j2 + · · · +
∑

jn�···�j2�j

gj2 · · ·gjnxn,j,j2,...,jn .

Alors nous avons

xn +
∑
j

gj t
′
j +

∑
l

flyl = g(x, x1,j , . . . , xn,j1,...,jn , y).

D’après la preuve du Lemme 6.8, il existex̄ ∈ x + mi+iI +1 tel quex̄ ∈ I . Nous pouvons
écrirex̄ = ∑

j gj x
′
j + ∑

l flzl . Nous avons alors

g(x̄, x1,j , . . . , xn,j ,...,jn , yl) ∈ mi+iI +1.
1
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n

in–
D’où∑
j1�···�jn

gj1 · · ·gjn

(
xn,j1,...,jn + hj1,...,jn

(
x1,j , . . . , xn−1,j ′

1,...,j
′
n−1

, x′
j

)) +
∑

l

fl tl ∈ mi+iI +1

avectl = yl + t∗l (x′
j , zl) et hj1,...,jn polynomiale à coefficients dansA. D’après Artin et

Rees, il existe alors(t1, . . . , tq) ∈ (t1, . . . , tq) + mi+1 et

tj1,...,jn ∈ xn,j1,...,jn + hj1,...,jn

(
x1,j , . . . , xn−1,j ′

1,...,j
′
n−1

, x′
j

) + mi+1

tels que
∑

j1�···�jn
gj1 · · ·gjn tj1,...,jn + ∑

l fl t l = 0. Posons alors

x̄i,j1,...,ji
= xi,j1,...,ji

pour touti < n

et

x̄n,j1,...,jn = tj1,...,jn − hj1,...,jn

(
x1,j , . . . , xn−1,j ′

1,...,j
′
n−1

, x′
j

)
.

Nous avonsx̄i,j1,...,ji
− xi,j1,...,ji

∈ mi+1 pour tout i et jk . Posonsȳl = t l − t∗l pour
tout l. Nous avons donc̄yl − yl ∈ mi+1 et x̄ − x ∈ mi+1. De plus il est clair que
g(x̄, x̄j , ȳl) = 0. �
Proposition 7.3. Soit

g(X,X1, . . . ,Xn,Y1, . . . , Yq) = Xn + f tXn−1X1 + · · · + f ntXn +
q∑

l=1

flYl

avec lesfj etf dansA, local complet nœthérien, tels que((fj ) : f ) = (fj ) etI := (f,fj )

soit radical, et soitt un entier strictement positif. Alorsg admet une fonction de Arti
majorée par

i → i + iI + t iJn + tn(c + 1)

oùc est la plus petite constante telle que∀x ∈ A, ν̄I (x) � νI (x)+ c, etiJn est la plus petite
constante pour laquelle le lemme d’Artin–Rees est vérifié pourJn = (f n, (fj )) (c’est-à-
dire Jn ∩ mi+iJn ⊂ Jnm

i ) et iI est la plus petite constante pour laquelle le lemme d’Art
Rees est vérifié pourI .

Preuve. NotonsI := (f,fl). Soit i un entier positif. Soientx, desxj et desyk tels que

g(x, xj , yk) ∈ mi+iI +t iJn+tn(c+1)+1.

Supposons tout d’abord qu’il existēx et desx̄j tels quex̄ − x, x̄j − xj ∈ mi+iI +1 pour
toutj , etx̄n+f t x̄n−1x̄1+· · ·+f nt x̄n ∈ (fl). Il existe alors destl tels quex̄n+f t x̄n−1x̄1+



ARTICLE IN PRESS
S0021-8693(05)00544-2/FLA AID:10767 Vol.•••(•••) [DTD5] P.29 (1-31)
YJABR:m1 v 1.50 Prn:29/10/2005; 14:43 yjabr10767 by:SL p. 29

G. Rond / Journal of Algebra••• (••••) •••–••• 29

nte,

ut

ent un
t
on [4].
es

le

a-
ble
e

e

· · · + f nt x̄n = ∑
l fl tl . Nous avons alors

∑
l fl(yl + tl) ∈ mi+iI +1. Il existe alors deszl ∈

yl + tl + mi+1 tels que
∑

l flzl = 0. Nous posons alors̄yl = zl − tl . Nous avons̄yl − yl ∈
mi+1 pour toutl etg(x̄, x̄j , ȳl) = 0. Nous pouvons donc supposer que(fl) = (0).

Supposons alors(fl) = (0). Alors, comme dans la preuve de la proposition précéde
il existe x̄ ∈ I tel que nous ayons̄x = x modulomi+t iJn+n(t−1)(c+1)+1. Donc nous avons

x = f x′ + ε1

avecε1 ∈ mi+iI +t iJn+n(t−1)(c+1)+1. Nous avons alors

f nx′n + f t+n−1x′n−1x1 + · · · + f ntxn ∈ mi+iI +t iJn+n(t−1)(c+1)+1.

D’où

f n
(
x′n + f t−1x′n−1x1 + · · · + f n(t−1)xn

) ∈ mi+iI +t iJn+n(t−1)(c+1)+1.

Donc nous avonsx′n +f t−1x′n−1x1 +· · ·+f n(t−1)xn ∈ mi+iI +(t−1)iJn+n(t−1)(c+1)+1, car
((0) : f ) = (0).

On obtient le résultat par récurrence surt , car pourt = 0 le polynôme est lisse en to
point (le coefficient dexn est égal à 1). �
7.3. Exemple effectif

Cet exemple est cité dans [4] mais incorrectement étudié car les auteurs utilis
résultat de M. Lejeune-Jalabert uniquement valable pourA = k�T �. Pour étudier ce
exemple, nous allons utiliser ici la Proposition 7.3 et un résultat de Delfino et Swans

Soienta, t,N ∈ N tels quea � 2, t � 1 et N � 3 et k un corps contenant les racin
a-ièmes de l’unité et de caractéristique ne divisant pasa. Notons

A := k�T1, . . . , TN �

(T a
1 + · · · + T a

N)
.

SoitB = k�T1, T2, . . . , TN−1�. L’extension Frac(A) ⊂ Frac(B) est galoisienne et séparab
et notonsn = [Frac(A) : Frac(B)]. L’entier n diviseΦ(a), la fonction d’Euler dea, donc
n < a. Nous utilisons alors :

Lemme 7.4 [4]. Soit (A,m) un anneau local complet normal nœthérien et soitf un
élément non nul deA. SoitB = k�f,f2, . . . , fN � où (f,f2, . . . , fN) est un système de p
ramètres deA. Supposons queFrac(A) ⊂ Frac(B) est une extension galoisienne sépara
et notonsn = [Frac(A) : Frac(B)]. Alors tout élément def tA + mi vérifie une équation d
degrén surf tA + m�i/(nt)�.

Donc d’après le lemme précédent, tout élément deT t
1A + mi vérifie une équation d

degrén surT tA + m�i/(nt)�.
1
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,

t

es. Je
orème
i à re-
version

an 29

tudes

9.
445.

Sci. 31

mer. J.

th. 65

–736.
Soit x ∈ A vérifiant une équation de degrén sur T t
1A + m�i/(nt)�. NotonsI l’idéal

(T1, T
a
2 + · · · + T a

N). Si N > 3, νI est une valuation carGrmA/I est intègre.
Si N � 3, l’idéal I étant homogène et radical, nous avons aussic = 0. D’après le Co-

rollaire 4.8, nous avonsiJn = a.
SiN � 3, d’après le Lemme 4.7, commeT1 etT a

2 +· · ·+TN forment une suite régulière
iI = a.

Donc, d’après la Proposition 7.3, il existex̄ ∈ T t
1A ∩ (x + m�(i−a)/(nt)�−t (a+n)). Nous

obtenons alors :

Proposition 7.5.Soienta, t,N ∈ N tels quea � 2, t � 1 etN � 3 etk un corps contenan
les racinesa-ièmes de l’unité et de caractéristique ne divisant pasa et

A = k�T1, . . . , TN �

(T a
1 + · · · + T a

N)
.

Alors

∀i ∈ N
∗ T t

1A + mi ⊂ T t
1A + m� (i−a)

nt
�−t (a+n) (3)

oùn = [Frac(A) : Frac(B)].
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