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On rappelle que si A est une formule de la logique linaire, sa duale A+ est dfinie par les lois de de Morgan.

CALCUL DES SQUENTS LINAIRE

On se place dans le fragment MELL de la logique linaire, c’est--dire que 1’on ne considre que les formules
construites avec : les constantes L et 1, les formules atomiques, les connecteurs % et ® et les modalits ! et ?.

Question 1 Donner une dmonstration du squent F?A+, ?B+ (A ® B).
On dfinit les formules positives et ngatives par :

e la constante L est ngative, la constante 1 est positive ;

e si A est une formule de MELL alors 7A est ngative et !A est positive ;

e si N1 et Ny (resp. P et P3) sont ngatives (resp. positives) alors N1 % Ny est ngative (resp. P ® Py
est positive).

Question 2 Montrer que A est ngative ssi A+ est positive.
Question 3 Montrer par rcurrence sur P que si P est positive alors - P, P est dmontrable.

Question 4 En dduire que les rgles structurelles sont admissibles pour toutes les formules ngatives c’est--
dire que, si N est une formule ngative et I' un contexte de formules de MELL :

affaiblissement si - I" est prouvable alors = IV, T est prouvable ;
contraction si - N, N, I est prouvable alors - N, T" est prouvable ;

promotion si F A, N, ?T" est prouvable alors - A, N, 7T" est prouvable.

SMANTIQUE COHRENTE

On tudie ici une alternative la prsentation des espaces cohrents vue en cours. On dira que deux ensembles
u et v’ sont orthogonauz, et on crira v L u' si w N’ a au plus un lment. Soient A un ensemble et C' un
ensemble de parties de A. On pose

Ct={u/ CA|VueC, u Lu}.

Question 1 Montrer que C C C++ et C+++ = O+,



On appellera espace cliqueuz une paire E = (|E|,C(E)) o |E| est un ensemble et C(F) est un ensemble de
parties de |E| qui vrifie C(E)*" = C(E). Remarquons que la question 1 montre que si E est un espace
cliqueux alors la paire (|E|,C(E)") est un espace cliqueux, que on notera E-+.

La question suivante tablit une proprit gnrale des espaces cliqueux qui servira dans la suite (en particulier
pour rsoudre les questions 5 et 6).

Question 2 Montrer que si E = (|E|, C(E)) est un espace cliqueux alors :
e pour tout a € |E|, {a} € C(E) ;
e pour tout u € C(E) et tout v C u, v € C(E).

Si X = (] X], ©x ) est un espace cohrent, on dsigne par Cl(X) ensemble de ses cliques.

Question 3 Montrer que si X est un espace cohrent alors C1(X+) = C1(X)" (dans cette quation, la notion
d’orthogonalit utilise gauche est celle des espaces cohrents, et celle utilise droite est la nouvelle notion
d’orthogonalit dfinie ci-dessus).

Question 4 En dduire que X~ = (|X|,C1(X)) est un espace cliqueux et que (X+) = (X_)J'.

Si E est un espace cliqueux, on dsigne par g+ la relation binaire sur |E| dfinie par : a Tg+ b si et
seulement si {a,b} € C(E).

Question 5 Montrer que si E est un espace cliqueux alors ET = (|E|, g+ ) est un espace cohrent (la
relation ©p+ tant clairement symtrique, il suffira de montrer qu’elle est rflexive).

Question 6 Montrer que si E est un espace cliqueux alors (EJ-)Jr = (E*)L (I'une des inclusions se dmontre
en utilisant la question 2).

Question 7 Montrer que si X est un espace cohrent alors (X ’)+ = X et que si E est un espace cliqueux
alors (ET)” = FE.

Question 8 Soient F et F' deux espaces cliqueux et soit f C |E| x |F|. Montrer que les deux proprits
suivantes sont quivalentes.

o feClEt — FT)
e Pour tout = € C(E) et pour tout ¢’ € C(F+), ona f L (z xy').

On dfinit 'espace cliqueux E — F par |E — F| = |E| x |F| et
C(E— F)={zxy |z e C(E) ety €C(F)} .

On vient donc de voir que (E — F )T = ET — F* (dans cette quation, 'implication linaire utilise gauche
est celle des espaces cliqueux et celle utilise droite est 'implication linaire des espaces cohrents).

Question 9 De mme donner des dfinitions directes pour E % F et E® F.

Question 10 Soit F un espace cliqueux. Si z € C(E), on dsigne par z' 'ensemble des parties finies de .

Montrer que z' € C(((E*))7).

Question 11 Montrer que C(({(ET))") = {2' |z € C(E)}lL. En dduire une dfinition de !E' (pour E espace
cliqueux) qui vrifie (1E)" = I(ET)



SMANTIQUE DES PHASES

On se place dans le fragment multiplicatif sans atome de la logique linaire, c’est--dire que les formules sont
construites en utilisant uniquement les constantes multiplicatives 1 et L et les connecteurs multiplicatifs ®
et &.

Soit Z ’ensemble des entiers relatifs que ’on considre comme un monode commutatif pour I’addition. On
dfinit un modle des phase C' = (Z, L¢) o Lo = {1}.

Question 1 Montrer qu’une partie F' de Z non triviale, c’est--dire non vide et distincte de Z tout entier,
est un fait ssi F' est un singleton {n} pour un entier n de Z.

Si F est un fait non trivial, on note F'| entier n tel que F = {n}.

Question 2 Soient F' = {n} et G = {p} deux faits ; calculer (F1)], (F®G)| et (F % G)|.

On note |A|, le nombre d’occurrences de L dans A et |A|x le nombre d’occurrences de % dans A.

Question 3 Montrer que si A est une formule alors A® est un fait non trivial.
Montrer que dans le modle C, (A4*)] = |A|L — |Alz.

Question 4 En dduire que si A est prouvable alors |A|; = |A|z».

Question 5 Donner une formule A non prouvable telle que |A|| = |A|z.



