
Les limites de la 
orrespondan
e preuve/programmeLaurent RegnierInstitut de Mathématiques de LuminyLa logique de la programmation a pour but d'explorer les rapports profonds entre logique et informa-tique a�n d'améliorer notre 
ompréhension des mé
anismes de 
al
ul mis en ÷uvre dans les ordinateurs,et éventuellement de permettre la 
on
eption de nouveaux modèles de 
al
ul. Elle est issue d'une dé
ou-verte datant de la �n des années 1950 : l'isomorphisme de Curry-Howard. Elle a ainsi produit une trèsbelle théorie des langages fon
tionnels, une 
lasse importante des langages informatiques. L'un des dé�smajeurs auxquels elle est 
onfrontée aujourd'hui est d'étendre 
ette théorie à d'autres paradigmes delangages de programmation. En parti
ulier, le développement des réseaux lui pose le problème d'a

om-pagner le mouvement vers l'algorithmique répartie, 
'est à dire de passer d'un modèle de 
al
ul séquentielà un modèle où les 
al
uls sont divisés en sous-tâ
hes e�e
tués par des agents indépendants 
ommuni
antentre eux.Logique mathématiqueC'est autour de 350 avant JC que les philosophes gre
s, notamment Aristote, pose le prin
ipe fonda-teur de la logique : le raisonnement, le dis
ours rationnel, a une forme qui peut se dé
rire et s'étudierindépendamment de l'objet auquel on l'applique ; ave
 pour 
onséquen
e la possibilité, dans une 
ertainemesure, de juger de la validité, de la pertinen
e du dis
ours, en lui appliquant des 
ritères formels dé�nisune fois pour toute : les lois de la logique.Disons tout de suite que 
e prin
ipe a des limites, dont les gre
s étaient évidemment 
ons
ients, et quel'on ne peut en général réduire la validité d'un dis
ours à son stri
t respe
t d'un ensemble de lois données,aussi élégantes, ri
hes, expressives, intelligemment formulées soient-elles. Après tout, 
et ensemble de loisforme lui-même un dis
ours que l'on ne va 
ertainement pas valider à son tour, en véri�ant qu'il serespe
te lui même1 ! Il n'en reste pas moins que l'on peut étudier la forme du dis
ours rationnel, 
her
herà dégager les prin
ipales lois formelles qu'il respe
te, 
lassi�er 
es lois, bref, faire de la logique. On verraplus loin que le dis
ours mathématique en parti
ulier, se prête étonnamment bien à 
ette appro
he.On peut se livrer à une 
omparaison musi
ale, la logique étant au langage 
e que l'harmonie est àla musique : la première étudie les règles que devrait suivre le plaideur pour 
onstruire son dis
ours, ouplus justement, le savant pour 
onstruire ses théories ; la se
onde 
elles que devrait suivre le 
ompositeurpour 
onstruire son ÷uvre ; remarquons que l'analogie se pousse jusqu'aux limites et qu'il serait toutaussi absurde de réduire la justesse de tout dis
ours à sa stri
te 
onformité à un 
anon logique, que deréduire la beauté de toute musique à son stri
t respe
t des lois de l'harmonie.Pendant des siè
les la logique a été l'une des dis
iplines majeures de la philosophie. Elle n'est devenueune bran
he des mathématiques que tardivement, sous l'impulsion de 
e que l'on a appelé la 
risedes fondements, dont la 
ause prin
ipale est la mutation profonde des mathématiques depuis la �n duXVIIème. En l'espa
e de deux siè
les, les mathématiques sont passées de l'état de s
ien
e relativement� 
on
rète �, dont l'objet est prin
ipalement l'étude des nombres et des �gures géométriques, à une
onstru
tion d'une grande ri
hesse, où la distin
tion entre algèbre et géométrie s'estompe, où les théoriesne semblent s'en
hevêtrer que pour mieux diverger, où de nouveaux objets généralisant abstraitement les
on
epts traditionnels apparaissent, ni numériques, ni géométriques, mais munis de propriétés opératoiresutiles : l'exemple le plus emblématique de telles abstra
tions est l'invention des nombres 
omplexes, quis'est étalée sur plusieurs siè
les et fut annon
iatri
e des mutations à venir.Ce pro
essus n'a pas été sans sus
iter de nombreuses interrogations sur la 
ohéren
e interne et l'unitédes mathématiques, 
e que l'on a appellé la problématique des fondements. Les mathémati
iens, sous1Cet argument informel 
ontient en fait l'essentiel du sens du théorème d'in
omplètude de Gödel1



l'impulsion en parti
ulier de Frege et Hilbert, ont alors dé
ouvert que l'on pouvait transformer 
e ques-tionnement philosophique en un problème rigoureusement posé et sus
eptible d'être étudié. . . mathéma-tiquement, et 
réé une nouvelle théorie : la logique mathématique.Celle-
i a vu démontrés ses grands théorèmes (
omplétude, in
omplétude, élimination des 
oupures)dans la première moitié du XXème siè
le ; puis en mûrissant elle s'est éloignée des ses préo

upationsinitiales et a donné à son tour naissan
e à plusieurs dis
iplines : 
omplexité logique, théorie des modèles,théorie des ensembles et la théorie de la démonstration qui va nous o

uper i
i.Ajoutons pour 
lore 
ette partie, que 
ontrairement aux espoirs des ses fondateurs, la logique mathé-matique n'a pas résolu la problématique des fondements, bien au 
ontraire. N'importe, elle s'était déjàsu�samment développée et enri
hie pour se trouver d'autres raisons d'exister. Cet arti
le propose pré-senter 
ertaines des motivations modernes d'une partie des logi
iens, en parti
ulier liées à l'informatique.Formalisation des preuves. La logique mathématique repose sur la possibilité de formaliser le raison-nement mathématique. C'est à dire que l'on peut dé�nir un système de notations (un système formel),permettant de représenter les énon
és et les raisonnements mathématiques, un peu 
omme le solfègedé�nit un système de notations musi
ales. La propriété fondamentale de 
ette représentation est d'êtretestable e�e
tivement : il existe des pro
édures permettant de véri�er automatiquement qu'un énon
éest bien formé (par exemple que toutes les parenthèses ouvertes sont fermées) et qu'un raisonnement est
orre
t, 
'est à dire qu'il ne 
ontient pas d'erreur logique. De même on peut imaginer des programmes
apables de pro
éder à l'analyse d'une partition et de véri�er qu'elle respe
te 
ertaines règles d'harmonie.On peut remarquer i
i la situation singulière des mathématiques, dont le dis
ours 
ontraint parl'exigen
e de rigueur, est entièrement formalisable. Il est bien 
lair que tel n'est pas le 
as de la musiqueoù une partition, aussi pré
isément é
rite soit-elle, ne peut rendre toutes les nuan
es d'interprétation(pour les amateurs de jazz, penser à la di�
ulté, voire l'impossibilité, à dé�nir le � swing �).Tout énon
é mathématique, toute preuve peut s'é
rire dans le système de notation logique. Il ne s'agitpas là d'une 
onstation empirique mais d'un théorème, l'un des premiers de la logique mathématique :le théorème de 
omplétude de Gödel (à ne pas 
onfondre ave
 ses deux théorèmes d'in
omplètudes).Insistons également sur le fait que la formalisation ne dé�nit pas la vérité qui est une propriétéintrinsèque des énon
és mathématiques, mais la prouvabilité qui est une propriété des objets formelsdénotant 
es énon
és. De même, le fait que l'on puisse é
rire la partition d'une piè
e musi
ale, et véri�erqu'elle est harmoniquement 
onforme, n'entraîne pas que 
elle-
i soit un 
hef-d'÷uvre. Il existe bienentendu un relation entre prouvabilité et vérité : 
e qui est prouvable est vrai. Mais la ré
iproque est plusque problématique 
omme le montre le théorème d'in
omplétude de Gödel qui établit 
lairement que laprouvabilité n'est et ne restera toujours qu'une approximation de la vérité. Par exemple il n'existe pasde dé�nition mathématiquement 
omplète du 
on
ept, apparemment simple, de nombres entiers. C'està dire que l'on ne peut trouver une dé�nition mathématique des entiers à partir de laquelle on pourraitdériver logiquement toute propriété des entiers. On en est don
 réduit à travailler ave
 des dé�nitionsapproximatives (
e qui, en pratique, ne gêne pas grand monde puisque on en 
onnait de très bonnespermettant de démontrer ou réfuter tout 
e qu'il est raisonnable d'imaginer).Théorie de la démonstrationIl s'agit de l'étude des systèmes formels dénotant le dis
ours mathématique. Nous allons voir qu'ellea vé
u un véritable révolution qui l'a menée, de la problématique des fondements à l'informatique, età donner naissan
e à la � logique de la programmation �, qui se donne pour but l'étude des langagesinformatiques et de leur dynamique par des moyens logiques.Le 
al
ul des séquents. En 1936 le logi
ien allemand Gerhard Gentzen démontrait un résultat qui devaitdevenir 
entral en théorie de la démonstration : le Hauptsatz ou théorème d'élimination des 
oupures.Ce résultat repose sur un système formel inventé par Gentzen, appelé 
al
ul des séquents. Comme toutsystème logique, le 
al
ul des séquents se 
onstruit en deux étapes.Dans un premier temps on se donne un formalisme pour représenter les énon
és mathématiques.On utilise pour 
ela les formules du 
al
ul des prédi
ats. Il s'agit d'un système de notation en deuxniveaux. On 
ommen
e par se donner des symboles pour dénoter des objets, par exemple 0 pour dénoterl'entier zéro et 1 pour dénoter l'entier un ; puis on �xe les noms de 
ertaines opérations qui vont nouspermettre de 
onstruire des objets 
omplexes, par exemple + pour l'addition entre entiers (qui nouspermet déjà de dénoter tous les entiers en utilisant seulement les notations déjà dé�nies, par exemple2



deux est dénoté par 1+1, trois par 1+1+1), · pour la multipli
ation, et
. Ensuite on se donne des nomspour quelques relations élémentaires entre objets, par exemple = pour l'égalité ; en les 
ombinant aumoyen des 
onne
teurs logiques on peut alors 
onstruire des relations 
omplexes. Rappelons rapidementles notations pour les 
onne
teurs : la négation (¬), la 
onjon
tion (∧), la disjon
tion (∨), l'impli
ation(→), les quanti�
ateurs existentiel (∃) et universels (∀). À titre d'exemple, dans le système de notationque l'on vient de dé�nir voi
i une formule exprimant que deux entiers m et n sont premiers entre eux,
'est à dire qu'ils n'ont au
un diviseur 
ommun autre que 1 :
¬(n = 0) ∧ ¬(m = 0) ∧ ∀x∀y∀z((n = x · y ∧ m = x · z) → x = 1)
e qui se lit � n et m sont non nuls et pour tous entiers x, y et z, si n est égal au produit de x par y etsi m est égal au produit de x par z alors x est égal à 1 �.Dans un se
ond temps, on se donne des règles 
'est à dire des relations entre formules qui déterminentles 
onditions pour qu'une formule se dérive logiquement d'une ou plusieurs autres. L'histoire de la logiqueest jalonnée par di�érents systèmes de règles logiques. Les gre
s an
iens avaient leurs syllogismes (� Tousles hommes sont mortels, So
rate est un homme don
. . . �). La logique moderne est née ave
 
e que l'onappelle aujourd'hui les systèmes à la Hilbert dans lesquels la règle prin
ipale, le modus ponens, dit quel'on peut dériver logiquement une formule B des formules A et A → B.Le 
al
ul des séquents lui introduit une petite nouveauté en 
e
i que ses règles permettent de dériverdes objets un peu plus généraux que des formules : des séquents. Un séquent est une énon
é formel quis'é
rit A1, . . . , An ⊢ B1, . . . , Bm et qui se lit : � si on se donne les hypothèses A1, . . ., An alors l'une aumoins des 
on
lusions B1, . . ., Bm est démontrable �. Par exemple, si on veut dire qu'une formule B estdémontrable, on é
rit le séquent ⊢ B qui se lit � si on ne se donne au
une hypothèse, la formule B estdémontrable �. Si on veut dire que deux formules A et B sont 
ontradi
toires on é
rit A, B ⊢. En e�et,l'interprétation que l'on a donnée entraîne qu'un séquent reste vrai si on lui ajoute des formules à gau
heou à droite ; don
 le séquent A, B ⊢ reste vrai si on lui ajoute une formule C à droite, 
'est à dire que si

A, B ⊢ est vrai, alors A, B ⊢ C aussi, pour une formule C quel
onque. Autrement dit de A et B on peutdéduire n'importe quoi, 
e qui montre bien qu'elles sont 
ontradi
toires.Pour 
onstruire des preuves formelles permettant de démontrer des séquents (on dit aussi dériver desséquents), Gentzen a dé�ni trois groupes de règles.� Le groupe stru
turel exprime des propriétés générales : la logique est 
ommutative, 
'est à dire quel'on peut permuter à volonté l'ordre des formules à gau
he ou à droite du symbole ⊢ ; 
e qui signi�epar exemple que si un énon
é B est démontrable sous les hypothèses A2 et A1 (
'est à dire si leséquent A2, A1 ⊢ B est dérivable) alors B est également démontrable sous les hypothèses A1 et A2.La logique est idempotente : si un séquent qui 
ontient plusieurs fois la même formule à gau
he (ouà droite) est dérivable alors 
elui où l'on a 
ontra
té toutes 
es o

urren
es en une seule formulel'est aussi. Par exemple si A, A ⊢ B (� sous les hypothèses A et A, la formule B est démontrable �)est dérivable, alors A ⊢ B l'est aussi. C'est don
 une généralisation du prin
ipe que l'on peut utiliserune hypothèse autant de fois que l'on veut pour démontrer un résultat.La logique est également a�ne 
'est à dire que l'on peut toujours ajouter des hypothèses ou des
on
lusions inutiles à un séquent : par exemple si le séquent ⊢ B est dérivable alors le séquent
⊢ B, C l'est également ; de fait puisque B est démontrable sans hypothèses, 
ertainement l'uneau moins des formules B ou C est démontrable sans hypothèses. Remarquons qu'une telle règlesemble inutile puisque savoir démontrer B est en général plus intéressant que savoir démontrer Bou C. Elle n'en exprime pas moins une propriété importante de la logique et l'on va voir qu'elle estindispensable au même titre que les autres.� le groupe logique dé�nit les 
onne
teurs ; par exemple il y a deux règles pour la 
onjon
tion (∧). Lapremière dit essentiellement que pour démontrer A∧B il faut démontrer A et démontrer B tandisque la se
onde dit que pour utiliser une hypothèse A∧B, il su�t de se donner les deux hypothèses
A et B.� le groupe identité est 
onstitué de deux règles : la règle axiome exprime la tautologie fondamen-tale (si
), à savoir que A est démontrable sous l'hypothèse A ; et la règle la plus importante dusystème : la 
oupure.Une preuve (ou une dérivation) se 
onstruit alors en partant des règles axiomes et en appliquant à
eux-
i des règles 
e qui produit de nouveaux séquents auxquels on peut à nouveau appliquer des règles,et
. Par exemple si on part du séquent A ⊢ A qui est donné par une règle axiome, on peut lui appliquer3



une règle de négation droite 
e qui produit le séquent ⊢ ¬A, A, puis une négation gau
he 
e qui donne
¬¬A ⊢ A et en�n un impli
ation droite résultant en ⊢ ¬¬A → A. On a ainsi fabriqué une dérivationlogique du prin
ipe de raisonnement par l'absurde, qui se représente 
omme suit :ax

A ⊢ A
¬-droite

⊢ ¬A, A
¬-gau
he

¬¬A ⊢ A
→-droite

⊢ ¬¬A → AAvant de dis
uter la règle de 
oupure il 
onvient de relever l'originalité du 
al
ul des séquents parrapport aux systèmes qui l'ont pré
édé. Comme on a vu, la logique mathématique est née de la 
risedes fondements et a 
ommen
é à se développer en tant que théorie du langage mathématique. Lespremiers systèmes, les systèmes � à la Hilbert � devaient répondre à la double 
ontrainte d'une partde donner une dé�nition rigoureuse de preuve formelle, d'autre part de permettre la représentation detoute preuve mathématique. Gentzen lui même a 
ommen
é par inventer un système appelé dédu
tionnaturelle, appelé ainsi 
ar il simpli�ait les systèmes à la Hilbert en les rappro
hant plus en
ore de lapratique mathématique.Par 
ontre même si l'on peut se 
onvain
re que les règles du 
al
ul des séquents permettent biend'exprimer toute preuve mathématique, 
elles-
i, à l'ex
eption notable de la règle de 
oupures, semblentpour le moins peu naturelles. En fait le 
al
ul des séquents 
her
he à exprimer la stru
ture même dela logique. Ainsi il met en valeur les symétries : toutes ses règles, sauf 
elles du groupe identité, ontune version gau
he et une version droite ; les règles de 
onjon
tion sont les images miroir de 
elles de ladisjon
tion. C'est également la première fois qu'apparaît la notion de propriétés stru
turelles de la logique.Et le théorème de Gentzen est en un sens un théorème de logique pure, au 
ontraire des théorèmes deGödel qui parle de la relation entre logique et mathématique. Le 
al
ul des séquents est un outil d'étudede la logique elle même, et non plus du dis
ours mathématique.La règle de 
oupure. En mathématique, tout 
omme en montagne, le 
hemin le plus 
ourt menant à unthéorème n'est en général pas la ligne droite. On peut 
hoisir l'appro
he dire
te, 
e qui présente l'avantagelorsque l'on ne 
onnait pas le terrain, que le sommet est toujours en vue, don
 que l'on n'hésite jamaissur la dire
tion à prendre ; mais, pour peu que le terrain soit a

identé, 
ette stratégie risque de nousmener, au mieux dans une impasses, au pire dans une 
revasse. Il est alors plus e�
a
e de se munird'une 
arte, s'il en existe de la région, et d'explorer (prudemment) le terrain pour essayer de s'y frayerun 
hemin prati
able.Le mathémati
ien est un peu dans la même situation, l'appro
he dire
te d'un problème est souventvouée à l'é
he
, et il est bon de se munir d'une 
arte, 
'est à dire de tout son savoir mathématique pourtrouver son 
hemin. Tout l'art 
onsiste alors à savoir inventer les objets adéquats, à trouver les résultatsintermédiaires et les bonnes généralisations, aux énon
és parfois très éloignés du but poursuivi, maisqui y 
onduisent par des voies parfois mystérieuses (et pittoresques). Les mathématiques se 
onstruisentsouvent ainsi, pour résoudre un problème di�
ile, on en 
onstruit des généralisations, on développe desthéories nouvelles qui elles mêmes re
èlent de nombreuses et ex
itantes questions et se mettent alors àvivre une vie indépendante. Parfois, mais pas toujours, elles permettent d'atteindre le but initial.Pour formaliser une preuve qui emprunte des voies détournées ou qui utilise des théorèmes généraux,
e qui est souvent le 
as, la règle de 
oupure est indispensable. C'est en e�et la seule (dans le 
al
ul desséquents) qui autorise l'utilisation d'un résultat intermédiaire. Observons le modus ponens, qui en estune version simpli�ée : 
ette règle nous dit que de A et de A → B on peut déduire B. Autrement dit,pour démontrer B il su�t de trouver un énon
é A, typiquement une généralisation de B, tel que d'unepart on puisse démontrer A, et d'autre part on puisse démontrer B en supposant A (
e qui est fa
ilesi par exemple B est un 
as parti
ulier de A). L'astu
e 
onsiste à 
her
her parmi tous les théorèmesde mathématiques, l'énon
é A duquel on pourra fa
ilement déduire notre B (remarquons que 
e genred'� astu
e � peut o

uper des générations de mathémati
iens).C'est en 
e sens que la règle de 
oupure est la plus importante du système de Gentzen. Les autresrègles, stru
turelles et logiques, sont 
ertes indispensables mais ne laissent au
une pla
e à la 
réativité,elles sont de la logique pure. L'expérien
e 
onsistant à prendre une preuve mathématique quel
onque(mais pas trop longue) et l'é
rire en 
al
ul des séquents montre au moins une 
hose : la 
oupure estla règle la plus utilisée en mathématique, les autres ne jouent qu'un r�le marginal. Autrement dit, lesmathématiques ne se réduisent pas à de la pure logique.4



ax
A ⊢ A

Γ ⊢ A,∆ Γ′, A ⊢ ∆′ 
oupure
Γ, Γ′

⊢ ∆, ∆′

Γ ⊢ ∆ a�-gau
he
Γ, A ⊢ ∆

Γ ⊢ ∆ a�-droite
Γ ⊢ ∆, A

Γ, A, A ⊢ ∆ idem-gau
he
Γ, A ⊢ ∆

Γ ⊢ A, A, ∆ idem-droite
Γ ⊢ A, ∆

Γ ⊢ A, ∆
¬-gau
he

Γ,¬A ⊢ ∆

Γ, A ⊢ ∆
¬-droite

Γ ⊢ ¬A, ∆

Γ, A,B ⊢ ∆
∧-gau
he

Γ, A ∧ B ⊢ ∆

Γ ⊢ A, ∆ Γ ⊢ B,∆
∧-droite

Γ ⊢ A ∧ B, ∆

Γ, A ⊢ ∆ Γ, B ⊢ ∆
∨-gau
he

Γ, A ∨ B ⊢ ∆

Γ ⊢ A, B∆
∨-droite

Γ ⊢ A ∨ B, ∆

Γ ⊢ A,∆ Γ, B ⊢ ∆
→-gau
he

Γ, A → B ⊢ ∆

Γ, A ⊢ B∆
→-droite

Γ ⊢ A → B, ∆Les lettre gre
ques Γ et ∆ représentent des suites, possiblement vides, de formules danslesquelles on ne tient pas 
ompte de l'ordre. Une démonstration 
ommen
e (quand on lalit de haut en bas) par des règles ax.À titre d'exemple, voi
i une démonstration de la formule (¬B → ¬A) → (A → B) ; à
haque étape on a é
rit en 
ara
tères gras les formules qui servent à produire 
elle dudessous au moyen de la règle. ax
A ⊢ A a�-droite

A ⊢ A, B
¬-gau
he

¬A, A ⊢ B

ax
B ⊢ B a�-gau
he

A,B ⊢ B
¬-droite

A ⊢ ¬B, B
→-gau
he

¬B → ¬A, A ⊢ B
→-droite

¬B → ¬A ⊢ A → B
→-droite

⊢ (¬B → ¬A) → (A → B)Fig. 1 � Le 
al
ul des séquentsÉlimination des 
oupures. Le résultat prin
ipal de Gentzen (Hauptsatz en allemand) énon
e que s'il existeune dérivation d'un séquent donné, alors il existe une dérivation du même séquent qui n'utilise pas la
oupure. En fait Gentzen dé�nit expli
itement une pro
édure, appelée élimination des 
oupures, pour
onstruire une telle preuve à partir de 
elle de départ.Dès qu'un énon
é mathématique est prouvable, il l'est également sans utiliser la règle de 
oupure ! Onpeut ramener toute démonstration mathématique à une démonstration purement logique. La situationsemble un peu paradoxale. C'est un peu 
omme de dire que l'on peut é
rire la musique sans utiliser denotes.La démonstration du théorème 
onsiste à séle
tionner dans la dérivation de départ une o

urren
ede la règle de 
oupure et à dé
ouper la dérivation en di�érentes sous-preuves qui sont 
onne
tées à 
ette
oupure. On rempla
e ensuite la 
oupure par un petit mor
eau de preuve n'utilisant que des règles de
oupures plus simples et on re
onstruit une preuve en lui re
onne
tant les sous-preuves. On obtient ainsiun dérivation beau
oup plus grosse que 
elle de départ 
ar on a rempla
é une règle par plusieurs, maissurtout par
eque l'opération de re
onstru
tion utilise en général plusieurs fois 
ha
une des sous-preuves.Pour peu que l'on ait trouvé la notion adéquate de � plus simple �, on montre que en itérant le pro
édé,les 
oupures se simpli�ent jusqu'à disparation.Sans entrer plus dans les détails, retenons un point important : selon la preuve dont on est partile 
al
ul de la preuve sans 
oupure peut être long. On peut fa
ilement 
onstruire des preuves formellestelles que leur normalisation, 
'est à dire le 
al
ul de leur version sans 
oupure (leur forme normale),produise un résultat largement plus gros que la totalité des moyens de sto
kage d'information disponiblessur terre. Certes toute preuve mathématique peut se ramener à de la logique pure, mais au prix d'une5



insupportable perte de 
on
ision et d'élégan
e. La question de l'utilité et du sens du théorème de Gentzensemble se poser, mais en fait 
ette question est liée au point de vue traditionnel dé�nissant la logique
omme s
ien
e du raisonnement, analyse formelle du dis
ours mathématique ; le théorème de Gentzenpropose une autre façon de voir la logique, plus interne, mais aussi potentiellement ri
he en nouveauxdéveloppements.Voi
i un exemple de preuve ave
 
oupure, aimablement 
ommuniqué par mon 
ollègueYves Lafont. On veut 
ouvrir un quadrillage 8x8 ave
 des dominos re
tangulaires ayantexa
tement la taille de deux 
ases. C'est assez fa
ile mais beau
oup moins si l'on suppose enplus que l'on a supprimé les deux 
ases de part et d'autre de l'une des grandes diagonales.C'est alors impossible et 
'est 
e que nous allons maintenant démontrer.Pour 
ela on 
olorie notre quadrillage en blan
 et noir à la façon d'un é
hiquier ; il est 
lairle 
oloriage ne 
hange rien au problème. On remarque que 
haque domino 
ouvrant deux
ases adja
entes, 
elles-
i sont de deux 
ouleurs di�érentes, don
 on a leLemme 1 Toute 
ouverture du quadrillage doit masquer exa
tement le même nombre de
ases blan
hes et de 
ases noires.Or on a enlevé deux 
ases de part et d'autre d'une diagonale ; 
elles-
i sont don
 de même
ouleur, par exemple noire, si bien que le quadrillage ne 
ompte que 30 
ases noires pour 32
ases blan
hes. D'après le lemme, si une 
ouverture existe alors le quadrillage doit 
ompterle même nombre de 
ases blan
hes et noires, 
e qui n'est pas le 
as. Don
 au
une 
ouverturen'existe. CQFDPour prouver l'impossibilité, on a don
 ajouté une stru
ture (le 
oloriage des 
ases) qui ne
hange pas la nature du problème, mais que l'on a astu
ieusement � sorti de son 
hapeau �et qui permet de trouver fa
ilement le résultat. C'est un exemple typique d'utilisation de
oupure.On peut s'interroger sur 
e que serait une preuve sans 
oupure de 
e petit théorème.Sans entrer dans les détails de la formalisation, on peut dire qu'un telle preuve 
onsisteessentiellement à énumérer toutes les tentatives de 
ouvertures, et véri�er pour 
ha
unequ'elle é
houe à 
ouvrir tout le quadrillage : un travail long et fastidieux, et qui devientirréalisable, même à l'aide d'ordinateur, si l'on augmente la taille du quadrillageFig. 2 � Une preuve ave
 
oupure.L'importan
e du théorème de Gentzen en logique. En premier lieu le Hauptsatz a�rme que toute preuvemathématique peut, au moins en théorie, se faire en utilisant uniquement les propriétés stru
turelles dela logique et les dé�nitions des 
onne
teurs ; autrement dit 
et ensemble de prin
ipes très élémentairesest déjà assez ri
he pour permettre de tout démontrer (en théorie répétons le), te
hniquement on dit qu'ilest 
omplet. C'est un résultat 
on
eptuellement intéressant, et qui a des appli
ations en démonstrationautomatique, on y reviendra.Observons d'abord d'un peu plus près 
e qu'est une preuve sans 
oupure. La remarque fondamentaleest que toutes les règles du 
al
ul des séquents, à l'ex
eption de la 
oupure, sont 
roissantes au sens oùelles ne font jamais disparaître de formule lorsqu'on les lit de haut en bas. Pour 
ha
une des règles, lesformules qui sont au-dessus de la barre (dans les séquents prémisse de la règle) apparaissent égalementau-dessous (dans le séquent 
on
lusion), éventuellement 
ombinées au moyen de 
onne
teur.Par 
onséquent, dans une preuve sans 
oupure, le dernier séquent de la preuve est le plus 
ompliqué.Autrement dit, on n'y utilise pas de résultat intermédiaire, 
'est à dire que tous les énon
és qui yapparaissent sont pour ainsi dire � 
ontenus � dans le théorème que l'on démontre ; 
'est 
e qu'on appellela propriété de la sous-formule.Une appli
ation très répandue en théorie de la démonstration 
on
erne les preuves de 
ohéren
e. Ils'agit de prendre une théorie mathématique, dé�nie par un ensemble d'axiomes, et de montrer qu'elle estnon 
ontradi
toire, 
'est à dire que 
es axiomes n'ont pas de 
onséquen
e absurde (par exemple 0 = 1).Le se
ond théorème d'in
omplètude de Gödel nous dit que l'on ne peut espérer démontrer la 
ohéren
eque en se plaçant dans une autre théorie, � plus forte �. Les preuves de 
ohéren
e forment don
 une
lassi�
ation des théories mathématiques, et ont été pendant longtemps l'un des sujets de re
her
he deprédile
tion en théorie de la démonstration. Le théorème de Gentzen propose une méthode très puissantepour résoudre 
es problèmes : en e�et il n'y a pas de formule plus simple que 0 = 1 ; mais une preuve6



sans 
oupure de 0 = 1 ne 
ontient que des formules plus simples que 0 = 1 ; don
 il n'y a pas de preuvesans 
oupure de 0 = 1. Si on a réussi à démontrer l'élimination des 
oupures pour le 
al
ul des séquentsexprimant la théorie, on en déduit qu'il n'y a pas de preuve du tout de 0 = 1, don
 que la théorie est
ohérente.Ainsi le problème de la 
ohéren
e est transformé en deux problèmes : (1) étendre le 
al
ul des sé-quents pour permettre d'y exprimer tous les axiomes de la théorie 
onsidérée ; (2) montrer l'éliminationdes 
oupures pour le 
al
ul étendu. Gentzen a ainsi utilisé 
ette appro
he pour montrer la 
ohéren
ede l'arithmétique de Peano, l'une des dé�nitions mathématiques des entiers. Cette méthode a un aspe
tquantitatif intéressant : on a vu que la taille des preuves augmente au 
ours de la pro
édure ; on peutessayer de mesurer 
ette augmentation 
e qui fournit un outil de 
omparaison entre théories mathéma-tiques.L'élimination des 
oupures a également beau
oup d'importan
e en démonstration automatique. Unordinateur n'a pas d'imagination, 
'est à dire qu'il ne peut utiliser intelligemment la règle de 
oupure.Par 
ontre on peut fa
ilement 
onstruire des algorithmes de re
her
hes de preuves sans 
oupure. Untel algorithme ne nous aidera guère à faire des mathématiques 
ar, 
omme on a vu, les preuves sans
oupure des théorèmes sont de taille trop élevée2. Mais il existe des 
lasses de problèmes dont les preuvesans 
oupures restent raisonnable (à l'é
helle de l'ordinateur) : un exemple important est les preuves deprogramme. On se donne un programme, par exemple 
elui qui pilote le métro automatisé Météor, eton le � prouve �, 
'est à dire que l'on 
onstruit une preuve formelle que les 
ollisions entre trains sontimpossibles. D'un point de vue mathématique le problème est inintéressant, et de plus hors de portée demoyens humain, 
ar il s'agit plus d'une véri�
ation longue et fastidieuse que d'une réelle démonstration,
'est à dire d'une preuve sans 
oupure. Un logi
iel de démonstration automatique par 
ontre est tout àfait approprié.L'isomorphisme de Curry-HowardL'isomorphisme de Curry-Howard est une ren
ontre entre la théorie de la démonstration et l'infor-matique qui a donné naissan
e à la logique de la programmation. Jusqu'alors la logique était l'étudedu raisonnement, 
'est à dire des relations entre formules, les preuves formelles n'étant que des moyensd'exprimer 
es relations. L'isomorphisme de Curry-Howard dépla
e le 
entre d'intérêt vers les preuves etl'élimination des 
oupures.Les preuves sont des programmes. Considérons une preuve d'un énon
é B sous l'hypothèse A, 
'est àdire une preuve du séquent A ⊢ B. Si on se donne par ailleurs une preuve sans 
oupure de A, 
'est àdire du séquent ⊢ A, on peut � bran
her � 
es deux preuves par le tru
hement d'une règle de 
oupure,et obtenir une preuve de B (du séquent ⊢ B). Si on applique la pro
édure d'élimination des 
oupures,on va obtenir une preuve sans 
oupure de B. La preuve de A ⊢ B peut don
 se 
omprendre 
omme unefon
tion qui asso
ie à une preuve sans 
oupure de A une preuve sans 
oupure de B. Remarquons quelorsque l'on parle de fon
tion, ça n'est pas vraiment au sens usuel en mathématique et que l'on devraitplut�t dire un programme, puisqu'il y a un 
al
ul pour arriver au résultat.L'isomorphisme de Curry-Howard, ou 
omme on l'appelle aussi, la 
orrespondan
e preuve/programme,
onsiste à interpréter les démonstrations 
omme des programmes et l'élimination des 
oupures 
ommel'exé
ution de 
es programmes. Par exemple 
omme on vient de le voir, une démonstration d'un énon
é
A → B peut aussi se voir 
omme un programme asso
iant à toute démonstration de A une démonstrationde B. La formule qui 
on
lut une démonstration est désormais interprétée 
omme un type, 
'est à direune spé
i�
ation de programme. L'isomorphisme de Curry-Howard identi�e une preuve de la formule Aà un programme de type A (ou véri�ant la spé
i�
ation A). Les programmes étant faits pour fournir desrésultats, 
'est les preuves sans 
oupures qui vont jouer 
e r�le.Cette interprétation autorise une le
ture positive du problème de la taille des preuves sans 
oupures.Un langage de programmation qui ne permettrait d'implémenter que des algorithmes rendant un résultatpetit serait sans doute trop pauvre. En e�et les programmes ont souvent la propriété que leur sortie esttrès grosse par rapport à leur entrée : par exemple un traitement de texte prend en entrée un �
hier dequelques dizaines de milliers de 
ara
tères et produit une image 
omptant des millions de pixels. Le faitqu'une preuve puisse grossir pendant l'élimination des 
oupures doit s'interpréter 
omme exprimant lari
hesse du pouvoir expressif de la logique en tant que langage de programmation.2Par 
ontre on peut utiliser des algorithmes de démonstrations automatiques à des �ns pédagogiques7



Un 
hangement de point de vue : des formules aux preuves. Insistons sur le fait que l'isomorphisme deCurry-Howard induit un 
hangement profond dans la manière d'envisager la logique. Jusqu'alors, unedémonstration formelle est une manière de représenter le 
heminement qui, partant des axiomes de lathéorie mène au théorème. L'a

ent est mis sur les formules ; les questions sont relatives aux formules :sont-elles prouvables ? sont-elles 
ohérentes ? La prouvabilité est en fait pensée 
omme une approximation
onstru
tive du 
on
ept idéal de vérité et dans 
et esprit 
e qui importe est l'existen
e ou non d'unedémonstration.Le théorème de Gentzen introduit déjà un dépla
ement d'intérêt vers les preuves qu'il 
lassi�e som-mairement en démonstrations ave
 ou sans 
oupure et pour lesquelles il énon
e des propriétés, 
omme
elle de la sous-formule.La 
orrespondan
e preuve/programme va beau
oup plus loin dans 
ette dire
tion. Désormais on vaétudier les démonstrations relativement à leur 
omportement au travers de l'élimination des 
oupuressans plus s'intéresser à leur 
ontenu mathématique. Par exemple on va voir 
i-dessous l'exemple d'unetautologie, 
'est à dire une formule vide de sens du point de vue mathématique mais qui peut s'interpréter
omme le type des entiers. Très signi�
ativement, la logique de la programmation a inventé et étudiédes systèmes logiques dans lesquels il est pour le moins mal
ommode de représenter des propriétésmathématiques, mais qui sont 
onçus pour analyser en profondeur l'élimination des 
oupures. La logiquelinéaire de Jean-Yves Girard est un exemple d'un tel système. Inventée en 1986, elle repose sur une analysedes propriétés stru
turelles de la logique (idempoten
e, a�nité) et est aujourd'hui un outil fondamentalen logique de la programmation.Représentation des entiers par des preuves. Une fois la 
orrespondan
e de Curry-Howard 
omprise, lapremière question qui se pose est 
elle du pouvoir expressif des démonstrations en tant que programmes :peut on représenter l'addition des entiers par une démonstration formelle ? et la division eu
lidienne ? etle 
al
ul des dé
imales de π ?Commençons par voir 
omment les démonstrations permettent de représenter les entiers ; en théoriesi on peut faire 
ela, alors il n'y a pas de limite à 
e que l'on peut programmer (après tout les ordinateursne 
onnaissent que les entiers, 
odés sous forme de suite de 0 et de 1). En pratique d'autres questions seposent relativement à l'e�
a
ité de 
e mode de 
al
ul.Nous allons examiner les preuves sans 
oupures de la formule (A → A) → (A → A) que nous noterons
N . Une fois de plus insistons sur le fait que 
ette formule ne nous intéresse pas pour 
e qu'elle dit (dureste elle ne dit rien, 
'est une tautologie), mais pour les propriétés de ses preuves sans 
oupures.Le 
al
ul des séquents, et plus parti
ulièrement les règles du 
onne
teur →, nous dit que démontrer
ette formule revient à démontrer la formule A en supposant les hypothèses A → A et A, 
'est à dire leséquent A → A, A ⊢ A. Il y a une in�nité de manière de faire sans utiliser la règle de 
oupure selon lenombre de fois que l'on utilise l'hypothèse A → A.Plus pré
isément, au prix de quelques 
ontraintes te
hniques, on peut assurer que pour 
haque entier
n il existe une preuve sans 
oupure de la formule N qui utilise exa
tement n fois l'hypothèse A → A.Ces preuves sont des 
andidats naturels à représenter les entiers et l'on peut dire qu'elles � 
odent � lesentiers dans le 
al
ul des séquents. Voi
i par exemple les preuves représentant les entiers 0 et 2 :ax

A ⊢ A a�-gau
he
A → A, A ⊢ A

→-droite
A → A ⊢ A → A

→-droite
⊢ (A → A) → (A → A)

ax
A ⊢ A

ax
A ⊢ A

→-gau
he
A → A, A ⊢ A

ax
A ⊢ A a�-gau
he

A → A, A ⊢ A
→-gau
he

A → A, A → A, A ⊢ A idem-gau
he
A → A, A ⊢ A

→-droite
A → A ⊢ A → A

→-droite
⊢ (A → A) → (A → A)La première utilise 0 fois l'hypothèse A → A qui a été introduite par une règle d'a�nité ; la se
ondel'utilise 2 fois, et pour 
e faire elle utilise une règle d'idempoten
e.Pour résumer on a trouvé une 
lasse de preuves de la même formule N qui représente les entiers. Unepreuve du séquent N ⊢ N peut alors être 
omprise 
omme un programme qui rend un entier lorsqu'onlui donne un entier en entrée. Il s'avère que l'on peut ainsi 
onstruire des preuves qui vont représentertoutes les opérations usuelles sur les entiers.
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Logique de la programmationNous allons �nir 
et arti
le en donnant un aperçu rapide de 
ertains dé�s modernes qui sont adressésà la logique de la programmation. On a pris le parti i
i d'exposer prioritairement 
eux qui sont en rapportave
 l'informatique, et omis un 
ertain nombre de travaux 
ourants sur des sujets dont les motivationssont moins tournées vers les appli
ations. On peut 
lassi�er 
es dé�s selon les di�érents niveaux de la
orrespondan
e preuve/programme.Au niveau des formules. L'isomorphisme de Curry-Howard nous dit que les formules de la logique peuventêtre vues 
omme des types, 
'est à dire des spé
i�
ations de programmes. Le théorème de Gentzen peutalors être 
ompris 
omme énonçant la 
orre
tion du programme/preuve, 
'est à dire qu'il garantit que lerésultat du 
al
ul sera bien du type spé
i�é, don
 véri�era bien la spé
i�
ation.En d'autres termes, si on sait exprimer une spé
i�
ation de programme (on dit aussi un 
ahier des
harges) 
omme une formule mathématique, alors toute preuve de 
ette formule est un programme dont lethéorème de Gentzen nous assure qu'il réalise 
ette spé
i�
ation. On obtient ainsi une méthode généralepour 
onstruire des programmes prouvés, en un sens le programme est en même temps la preuve de sa
orre
tion.Cette méthode pose toutefois plusieurs problèmes. En premier lieu il n'est pas toujours évident detransformer une spé
i�
ation en une formule. En se
ond lieu, même lorsque l'on réussit à passer 
ettepremière étape, le programme que l'on obtient en prouvant la formule n'est pas toujours très e�
a
e. Plusgénéralement le problème est de 
onstruire des systèmes logiques su�samment expressifs pour pouvoird'une part exprimer des spé
i�
ations de programmes élaborées, d'autre part fournir des méthodesde preuves qui tout en restant 
ompatibles ave
 le théorème de Gentzen, autorisent l'implémentationd'algorithmes performants. Ces deux problèmes font aujourd'hui l'objet de re
her
hes a
tives.On peut aussi prendre la question des spé
i�
ations à l'envers. Considérons un théorème de mathéma-tiques. La 
orrespondan
e de Curry-Howard nous dit qu'une preuve de 
e théorème est un programme,mais que fait 
e programme ? Autrement dit, 
omment 
omprendre un énon
é mathématique 
omme untype ? On a vu une réponse à 
ette question pour la formuleN , dont les preuves peuvent être vues 
ommedes représentations des entiers, et pour la formule N → N dont les preuves implémentent des fon
tionssur les entiers. Que se passe-t-il lorsque l'on prend des formules plus élaborées, de vrais théorèmes ma-thématiques ? Ces questions ont été posées par le logi
ien Jean-Louis Krivine, qui a obtenu un 
ertainnombre de résultats remarquables, en parti
ulier en analysant les programmes réalisant le théorème de
omplétude, ou 
ertains axiomes de la théorie des ensembles.Au niveau de l'élimination des 
oupures. La logique mathématique ne s'o

upe pas vraiment de dé�nirla vérité, 
on
ept qui lui é
happe 
omme le démontre le théorème de Gödel. Se pose alors la questionde justi�er ses règles. On peut adopter une appro
he pragmatique en disant simplement qu'elles sont
orre
tes par
equ'elles permettent la formalisation des mathématiques et que 
elles-
i ont amplementjusti�é leur pertinen
e par les réalisations s
ienti�ques et te
hnologiques qui en dé
oulent. Mais on peutégalement 
her
her une expli
ation plus intrinsèque. Une appro
he possible à 
e problème est fournie parle théorème de Gentzen, qui dit : � les règles sont 
orre
tes par
equ'elles permettent l'élimination des
oupures � ; 
ette appro
he fait de l'élimination des 
oupures l'objet primitif à partir duquel on devraitpouvoir re
onstruire la logique.Ce programme a été formulé expli
itement dans la ludique de Jean-Yves Girard, qui le résume par leslogan évo
ateur : � des règles de la logique à la logique des règles �. Les � règles de la logique � sontdé�nies par les systèmes formels et une analyse �ne de leur intera
tion au travers de l'élimination des
oupures devrait mener à � la logique des règles �, 
'est à dire aux lois profondes de la logique.Au niveau des preuves. Si d'après l'isomorphisme de Curry-Howard les preuves sont des programmes,elles ne sont pas tous les programmes, tant s'en faut. L'informatique moderne a développé un grandnombre de 
on
epts, de plus en plus abstraits, visant à fa
iliter la 
onstru
tion et la 
oordination de grosprojets, le déboguage et la maintenan
e des logi
iels, la mise en pla
e de servi
es réseau, et
. Il existedon
 énormément de programmes, mais peu d'entre eux peuvent être vus 
omme des preuves dans unsystème logique adéquat.C'est pourquoi une partie de l'a
tivité en logique de la programmation 
onsiste à 
her
her à rendre
ompte par des moyens logiques de divers prin
ipes informatiques. Dans les dix dernières années on aainsi dé
ouvert que l'isomorphisme de Curry-Howard, qui originellement établissait une 
orrespondan
eentre la logique intuitionniste et les langages de programmation fon
tionnels, pouvait être étendu à la9



logique 
lassique. La logique intuitionniste est une restri
tion de la logique 
lassique qui refuse le prin
ipedu tiers ex
lu. On a dé
ouvert que 
elui-
i (et d'autres équivalents) avait une interprétation 
al
ulatoireen termes de stru
ture de 
ontr�le, 
omme les ex
eptions ou les 
ontinuations utilisées dans les langagesinformatiques modernes.Probablement l'un des problèmes les plus intéressants est 
elui du temps en logique. Les systèmeslogiques 
onnus aujourd'hui (logique 
lassique, intuitionniste, linéaire. . .) ne permettent de représentervia l'isomorphisme de Curry-Howard, que des programmes séquentiels, 
'est à dire des suites d'instru
-tions s'exé
utant l'une après l'autre dans un temps linéaire. Or une bonne partie de l'informatiquemoderne s'o

upe de réseaux, 
'est à dire de proto
oles de 
ommuni
ation, d'algorithmes répartis oùles programmes ont tendan
e à se séparer en plusieurs mor
eaux s'exé
utant indépendamment sur desma
hines distin
tes (ou des pro
esseurs distin
ts) en utilisant des pro
édures sophistiquées pour se syn-
hroniser, selon un temps qui n'est plus linéaire mais est plut�t organisé 
omme une trame où les �ls seséparent et se rejoignent.On ne sait pas aujourd'hui si la logique est apte à prendre en 
ompte le temps non linéaire mis enjeu dans l'algorithmique répartie, 
omme elle prend en 
ompte au travers de l'isomorphisme de Curry-Howard le temps séquentiel des programmes fon
tionnels. Il se peut que l'élimination des 
oupures soitintrinsèquement séquentielle mais 
ela semble douteux et la question reste ouverte.Référen
es[1℄ Jean-Yves Girard. Du pourquoi au 
omment : la théorie de la démonstration de 1950 à nos jours.Birkhäuser, 2000.[2℄ Jean-Louis Krivine. Mathématiques des programmes et programme des mathématiques. Turbulen
e,1, 1994.[3℄ Jean-Louis Krivine. Ensembles et preuves. Quadrature, 33, 1998.
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