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Préesentations de monoides

générateurs relations monoide
a az=1 Z> (entiers modulo 2)
a a2=a N2 (idempotent libre)
a, a aa’=1,aa=1 Fi1 =Z (groupe libre)
a,b ab = ba N2=NxN
: , |laa’=1,aa=1, _ ,
a,a,b,b bb' =1, b'b = 1 Fo=Z % Z (groupe libre)
a2=1,b%2=1, Ay
a, b aba = bab Ss (groupe symeétrique)
a, b aba = bab Bs* (fresses positives)

Exercice : Donner une présentation pour Z2 et pour Bs.

Présentation standard

Remarque : Tout monoide (fini) a une présentation (finie).

Soit M un monoide quelconque.

présentation générateurs relations
axay = axy,
standard ax (x € M) Xay 1xy

1 —_

axay = axy (Xy * 1),

standard réduite | ax(x e M, x # 1) 2y =1 (xy = 1)
xdy = =

Exercice : Expliciter la présentation standard
et la présentation standard réduite de Zo.




Réductions et dérivations

notion notation définition
alphabet 2 ensemble de symboles
mot X suite de symboles x € 2*
regle p:X—Yy couple p=(x,y) e 2* x 2*
réduction _ avecp:X —y
élémentaire |1PY - UXV TR UYV dansRc 2* x 2*
reduction X 2 RY chaine x =?r *** ?RY
,dérivatiop X R Y X =Ry OU Y =R X
élementaire
dérivation X <*RY chaine X &R - ©<RY

Définition : Une présentation de M est la donnée d’un
alphabet Z etde R c 2* x 2* tels que M = X*/<*g.

Terminaison

Définition : Un ordre de terminaison sur Z*
est un bon ordre compatible avec le produit.

Théoreme : Pour une présentation (Z,R),
les conditions suivantes sont équivalentes :

[ Il n’existe pas de réduction infinie : ]

Xo PR X1 PR """

R Xn R Xn+1 R """

[l existe un ordre de terminaison sur >* tel que
X >y pour chaque regle p : x = y dans R.

(Z,R) satisfait le principe de récurrence noetherienne
(Vx (Vy x =2ry = P(y)) = P(x)) = Vx P(x)

On dit alors que la présentation (2,R) est noetherienne.




Confluence

Théoréeme : Pour une présentation noetherienne,
les quatre conditions suivantes sont equivalentes :

(Unicité de la) (  Church- ) ( Confluence ) { Confluence
forme réduite Rosser (globale) locale
X x X X
/NG yIT—27 Y N v N\
- ped N0 N /S
y et z réduits ot P g

Démonstration: 1 = 2 = 3 = 4 (évident)
4 = 1 (par récurrence noetherienne)

Exercice : Les regles suivantes verifient la
confluence locale, mais pas la confluence :
a—b, b—a, a—a’, b—Db’.

Confluence des pics critiques

Théoréme : Pour vérifier la confluence locale,
il suffit de tester la confluence des pics critiques.

Exemple : aa Av 1, bb §> 1, aba 9 bab

bbb

aaa
[ga/zxaﬂ [Bbb/zbiJ

aaba

Aba

\aC

abab
le

babb

ba/baB

~N

s

J

) 4

abaa ababa
Ca 1/ Cba 1/ \abC
baba babba abbab
bCl abA baBal laBab
bba\b‘ bai ;ab
\ Bab b I bA b Ab )

Exercice : La présentation standard est confluente.




Présentations convergentes

présentation propriétés
convergente terminaison + confluence

générateurs reduits
réduite + membres gauches minimaux
+ membres droits reduits

orthogonale pas de pics critiques

Remarque : Toute présentation convergente (finie) est

équivalente a une présentation convergente réduite (finie).

Exercice : Toute présentation orthogonale est confluente.

Exercice : Les groupes (non triviaux) n’ont pas
de présentation convergente orthogonale.

Complétion de Knuth-Bendix

Remarque : |l existe un ordre de terminaison total sur 2*.

Algorithme : Réduire les 2 c6tés de chaque pic critique :
X e siu =y, le pic est confluent
y/ \z * siu>v, ajouter laregleu = v
o le esiu<y, ajouter lareglev = u
. V'« gliminer les régles superflues

Exercice : Appliquer cet algorithme aux regles suivantes :
aa’ »1,aa—1,bb’—1,b’b—» 1,ba = ab

Exercice : Appliquer cet algorithme a la regle bab — aba.
ldem en ajoutant le générateur ¢ avec la regle ab — c.




Problemes de décision

Soit (£,R) un présentation finie.

probléme données question
équivalence X,y€Zx* X <Ry ?
unité (par derivation) Xex* Xe*'R17?
unité (par réduction) Xe* X—*r17

Remarque : Dans un groupe, x =y < xy' =1.

Remarque : Dans le cas d’une présentation
convergente, ces problemes sont décidables.

Exercice : Il existe une présentation orthogonale telle que ces
problémes soient indécidables. [Coder le probleme de l'arrét.]

Théoréme (Novikov-Boone) : Il existe un groupe tel que
le probleme de l'unité (par dérivation) soit indecidable.
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Theorie des groupes abeliens

1. Un sous-groupe de Z est de la forme :
O ou kZ (= Z) avec k> 0.

2. Un groupe abelien a 1 générateur est de la forme :
Z ou Zx = ZIKZ avec k > 0.

3. Un sous-groupe de Zn=2Z @ -+ ® Z est isomorphe a :
ZP avec p = n.

4. Un groupe abelien a n générateurs est de la forme :
2P D Zy D - © Zy,avec p + q<n.

=> classification des groupes abeliens (de type fini)

Exercice : Comparer Z> @ Z> avec Za, et Z> ® Z3 avec Zs.
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Complexes de chaines

Définition : Un complexe de chaines est une suite infinie
aO 81 an an+1

C:Co—C1 e Co¢ - «Cp ¢ Cnst & Cpyp — -

de groupes abeliens, telle que dn dn+1 = 0 pour tout n.

Exemple : Le triangle (plein) Az

Q
adb aoyba1 A
0 B[ e

doa=Q-P dob=R-Q doc=R-P oJdiA=a+b-c
d d
DNo:Z3 735 Z 00+ - 3001 =0
Exercice : Décrire les complexes de chaines associés
au triangle vide 0z, au carré [ 1>, et au tétraedre As.




Morphismes et homotopies

Définition : morphisme de complexesf:C — D

d d d On+
Co  C1 & Cp ¢ =+ ¢ Cn ¢ Cne1 & Crup ¢ ==
lfO lf1 lfz lfn lfn+1 lfn+2 fn an = an fn+1
+ D 40— e
Doé—oD1é—1D2<— ‘_Dné;Dn1aE1n2
Définition : homotopie entre deux morphismes f,g:C = D
d d e) On+
Co © C1 & Cp ¢ = ¢ Cn = Cpu1 & Cup = ==
U NDo ~br g TR LN TN LR
Do ¢ D1 ¢ D2 ¢ ++- & D & Dny1,¢ Dny2 & -+
aO 81 an an+1

aoho=go-fo fo X hoao+a1h1=g1-f1 foX‘ f1u foy

go X X y goX g1u Qoy

plus généralement : hn On + In+1 Nne1 = Gnet - frad

Homologie des complexes

SoitC: Co L C1 G e v = Cn & Cout ™Gy = oo

Remarque : on dn+1 = 0 < im Jne1 C Ker on
=> tout bord est un cycle

Définition : C est exact si im dn+1 = ker dn pour tout n.
=> tout cycle est un bord
Exemples : Le complexe Az est exact, mais pas dAo.

Définition : Les groupes d’homologie de C sont
Ho(C) = Co/im do et Hn+1(C) = ker on / im In+1.




Homologie des complexes

L’homologie des complexes est fonctorielle -
e f: C = D donne Hx(f) : Hr(C) = Hn(D) ;
* Hn(g f) = Hn(g) Hn(f) et Hn(id) = id.

Exercice : Sif,g : C = D sont homotopes, alors Hn(f) = Hn(Qg).

Définition : C et D sont homotopiquement équivalents s’il
existe des morphismesf: C - Detg:D — Ctels que:

° i - f
gfet !dc sont homotopes; g f@CZ’D@f g
 f g et idp sont homotopes. g

Remarque : Dans ce cas, C et D ont la méme homologie.

Exercice : Az, [ ]2, Az sont homotopiquement équivalents
au point Ao : Z + 0 « 0 « ---, mais pas a dAz.

Corrige de I’exercice

Le triangle A2 est homotopiquement équivalent au point Ao :

doa=Q-P
dob=R-Q
ng’. { ]‘Ofg doc =R - P
A dlA=a+b-c
2
foP=P goP=goQ=goR=P gia=gib=gic=0 @gA=0
239223?124—0 do ho=ido - fo go
U\ g ho do + 1 hi=id1 - f1 g1 =id1
ZS‘B_ZS:B_Z‘_O hid1+ d2 ha=id2 - fo go=id2
0 1

hoP=0 hoQ=a hoR=c hia=hic=0 hib=A hsA=0

Le triangle vide n’est pas homotopiquement équivalent a Ao :
H1(0A2) =Z Hi(Ao) =0




Homologie des monoides

Définition : Complexe canonique C associé a un monoide M :
» Cn est le groupe abelien libre engendré par 'ensemble M";
* les générateurs de Cn sont notés [x1 | *** [ Xn] ;

* les dn : Cnhs1 = Cinh sont donnés par les formules suivantes :

3o[x] =[] - [] (= 0) O
31[x1y] = [y] - [xy] + [X] N

alx1y1zl=[y12]-Ixy 121+ [x1yz] - [x1y] )
d3[XIylzit]=[ylzIt]-[xylzIt]+[xIyzIt]-[xIylzt]+[xIyI2Z]

Exercice : Ecrire la formule générale pour on[X1 | *** | Xn+1].

Définition : L’homologie de M est celle du complexe C.

Homologie des monoides

Définition : Complexe canonique réduit C associé a M :
« Cn est le groupe abelien libre engendré par (M\{1})";
* les dn sont définis par les mémes formules, en posant :
[X1 1= [ X1 [ 1] Xis1 | == I Xn] = 0.

Exercice : Calculer les complexes C et C pour Z»
et montrer qu’ils definissent la méme homologie.

En fait, C et C ont toujours la méme homologie.

Exercice : Construire une homotopie entre
id : C = C et le morphisme p : C = C défini par
P[X1 1 "I Xn] =[X1 1" | Xn] Si X1,...Xn # 1, O SinON.

Peut-on calculer ’'hnomologie de M avec d’autres complexes ?
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ZM-modules

Définition : ZM est I'anneau de M, c’est-a-dire le groupe
abelien libre engendreé par 'ensemble M, muni du produit
(2xem Px X)(Zyem Qy Y) = Zxyem PxQy XY.

Remarque : Un ZM-module U est donné par une
action additive de M sur un groupe abelien U :
Xy-u=x-(y-u), 1T-u=u, X (U+V)=XU+X-VW
Un morphisme de ZM-module f : U — V est alors un
morphisme de groupes compatible avec cette action :
f(x-u)=x-fu.

Définition : Le ZM-module libre ZM-S engendré par

I’ensemble S est le groupe abelien libre engendré par

I'ensemble M-S ={x's ; x € M, s € S}, muni de I'action
X" (ZyeM;ses Py Y 'S) = ZyeM,ses Py XY S.
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Résolutions libres

Définition : Une résolution libre est un complexe exact

£ o .0 B0 . One
Z < Co+ C1 & Ca e ¢ Cn ¢ Crut & Gy &

qui definit un complexe augmente de ZM-modules libres.

En trivialisant I'action de M, on obtient un complexe C.

Théoréme : L’homologie du complexe C™ ne dépend pas
du choix de la résolution libre : C’est I’'homologie de M.

Exemple : Le complexe canonique s’obtient en trivialisant
la bar-résolution, qui est définie de la fagon suivante :
Oo[x] =x"[] - []
O1[x 1yl =x-[y] - [xy] + [X]
O2x1ylz]=x"[ylz]-[xylz] +[xlyz] - [xIy]
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Homologie des reductions

Toute présentation convergente (2,R) définit un complexe :

Z?—OZ-Z 46—12-R ?—ZZ-PF -+ avecodo=0

Exemple : aa A 1, bb B 1, aba g bab d1A = -2a
aaa bbb 01B =-2b
Aa s NaA| |Bb o \bB L
( aaba | [ abaa | [ ababa )
\aC Ca/ Cba/ \abC
abab baba babba abbab
Abal U le bCl V |abA baBal w 1aBab
babb bbab baa aab
\ ba/baB) \ Bab\ab In bAN #Ab /

0oX=03Y=0 U=2C+B-A 3V=A-B-2C »W=0
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Homologie des reductions

Théoreme (Anick, Squier, Kobayashi) : L’homologie de
ce complexe est ’'hnomologie du monoide M = Z*/<*g.

Corollaire : Si M a une présentation convergente finie,
alors le groupe abelien Hz(M) est de type fini.

Application : |l existe un monoide M tel que :
* M a une présentation finie (Z,R) ;
* le probleme des mots pour M est décidable ;
* M n’a aucune présentation convergente finie.

Il suffit de montrer que le groupe H3z(M) n’est pas de type fini.
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