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Avertissements

Les exercices intégrés sont une composante essentielle du cours. Certains seront résolus en cours magistral,
et d’autres en séance de travaux dirigés, mais dans tous les cas, il est conseillé de les faire ou de les refaire
soi-méme. Les autres exercices seront distribués séparément : ils doivent permettre de se familiariser avec
les notions et les méthodes du cours, et donc de réussir & I’examen. Il est conseillé de les préparer avant
chaque séance de travaux dirigés.

Notations

En principe, une lettre, qu’elle soit minuscule ou majuscule, latine ou grecque, peut désigner un nombre,
une fonction, un ensemble, ou tout autre objet mathématique. En fait, certaines lettres désignent des
constantes réelles ou complezes, par exemple e = 2,71828..., m = 3,14159..., € = 6,55957, i = /—1, et
j = _1+T“/§ De méme, N, Z, Q, R, et C, désignent les ensembles de nombres usuels (entiers naturels,
entiers relatifs, rationnels, réels, et compleres). Les autres lettres permettent de désigner des objets
arbitraires. Nous utiliserons parfois le ’ et le ” pour en fabriquer de nouvelles. Toutefois, si f est une
fonction, f’ sera toujours sa dérivée, et f” sa dérivée seconde. De ce point de vue, la variable y d’une
équation différentielle doit étre considérée comme une fonction.

Nous utiliserons de préférence : n, m,p,q pour des entiers naturels ou relatifs; r, s pour des rationnels ;
x,y,z,t pour des réels; z,u,v,w pour des complezxes; a,b,c,d pour des paramétres; A\, u,v pour des
coefficients ; uy,, vy, w, pour des suites; f, g, h pour des fonctions; F,G, H pour des primitives; P,Q, R
pour des polynémes ; X,Y, Z pour des ensembles ; I, J pour des intervalles.



1 Complexes

1.1 Forme algébrique

Définition des complexes : un complexe z est la donnée de deux réels x = Re(z) (partie réelle de z) et
y = Jm(z) (partie imaginaire de z). On écrit alors z = = + iy. On a donc C = R + iR.

Remarque : si x +iy = 2’ +iy’ avec z,y,2’,y’ € R, alors z = 2’ et y = ¢ (unicité de la forme algébrigque).
q

Interprétation géométrique : on représente z = x + iy par le point d’affize z, c’est-a-dire de coordonnées
z et y dans le plan. Les ensembles R, R, et C sont appelés aze réel, axe imaginaire, et plan complexe.
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Définition alternative : C est ’ensemble des matrices de similitudes <§ ;y> avec z,y € R.

On pose i2 = —1 et on définit 1’addition, I’ opposé, la soustraction, et la multiplication des complexes en
respectant les régles usuelles de I’algébre. En particulier, on a (x+iy) (2’ +iy’) = (xa’ —yy') +i(zy +yz').
Interprétation géométrique : 'opposé correspond & la symétrie centrale par rapport a ’origine, ’addition

d’un complexe & une translation, et la multiplication par un complexe non nul & une similitude. En
particulier, la multiplication par un réel non nul correspond & une homothétie.

Exercice 1. Montrer que 22 = —1 si et seulement si z = +i.

1.2 Conjugué et module
Définition du conjugué et du module : si z = x + iy, on pose z = © — iy et |z| = V2Z = /22 + y2.

Interprétation géométrique : la conjugaison correspond & la symétrie orthogonale par rapport a ’axe réel,
et le module de z est la distance euclidienne entre 'origine et le point d’affixe z.

La conjugaison permet de calculer l'inverse : si z =  + iy # 0, alors = Z = % =
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Par exemple, % =17 = —i. On peut aussi calculer le quotient % (exercice 2).

La conjugaison permet aussi de retrouver la partie réelle et la partie imaginaire :

Re(z) = 24Z,  Om(z) = 5Z = {52,

En particulier, z € R si et seulement si Z = z, et z € iR si et seulement si Z = —=z.

Quelques propriétés de la conjugaison :

2+2 =z+72, —z=-7, 2=z, 1/2=1/z, zZ=1z
Quelques propriétés du module :
2+ 2| < el + 12, =2l =2, Jzl=0ssiz=0, [z2'|=[l],  |il=g, [Zl=
Définition du cercle unité : on note U I’ensemble des complexes de module 1.
Quelques propriétés du cercle unité :
1€, si u,u’ € U alors uu’ € U, siueUalors 2 =ueUet —ueUl.

Exercice 2. Quelle est la forme algébrique du quotient % pour z =z +iy et 2’ =2’ + iy’ ?
Exercice 3. Retrouver les propriétés de la conjugaison et du module & partir de leur définition.

Exercice 4. Quelle est 'interprétation géométrique de la fonction f(z) = —z7?



1.3 Racines carrées

Racines carrées d’un compleze : tout complexe non nul admet deux racines carrées opposées.

Calcul des racines carrées : si ¢ = a + ib avec b # 0, on cherche v = z + iy tel que v? = ¢, c’est-a-dire
22 —y% = a et 22y = b. Dans ce cas, on a aussi 72 + 3> = |[v|?> = [v?| = |c|, si bien que X = 22 et Y = ¢/?

sont les solutions du systéme linéaire suivant :

X-Y =a,

X+Y =
Cela donne quatre possibilités pour v = x + iy, mais comme ’équation 2zy = b impose que z et y aient
le méme signe si b > 0, ou des signes différents si b < 0, il ne reste que deux solutions opposées.

Exemple : les racines carrées de 1 — i sont + (\/ @ — z\/ %)

Exercice 5. Quelles sont les racines carrées de z € R?

Exercice 6. Résoudre les équations suivantes et représenter toutes les solutions dans le plan complexe :

22=1, 2t=1, 28 =1.

1.4 Equations du second degré

Equation du second degré : si a,b, c € C avec a # 0, 'équation az? + bz + ¢ = 0 admet pour solutions (ou

racines) ’gaiv ol +v sont les racines carrées du discriminant A = b*> — 4ac. Si A = 0, alors g—f est une

racine double. Dans le cas ol a, b, ¢ sont réels, les racines sont réelles (si A > 0) ou conjuguées (si A < 0).

Remarque : si b = 2b’, les racines sont

Exemple : les racines de 22 4+ 2iz = 2 — i sont \/@—i (\/@—i-l) et — @—H( @ —1).

Si « et 3 sont les racines de 'équation az?+bz+c = 0, on a la factorisation az*+bz+c = a(z —a)(z —f3).
Deplus,ona a+ (= —g et af = 2.

’ ’ . ,
% ou +v’ sont les racines carrées de A’ = % = b2 — qc.

Exercice 7. Sachant que o + 3 = 72 et a3 = -, retrouver les formules pour les racines o et 3 de

I'équation az? + bz + ¢ = 0. [Exprimer (a — 3)? en fonction de (o + 3)? et de af3.]

Exercice 8. Soit o une racine de I’équation az2 + bz + ¢ = 0. Montrer que cette racine est double si et
seulement si elle est aussi racine de I’équation dérivée 2az + b = 0.

Exercice 9. Résoudre les équations suivantes et représenter toutes les solutions dans le plan complexe :
23 =1, 2% =1, 212 =1.

[Commencer par factoriser z* — 1.

1.5 Exponentielle imaginaire

0

Définition de I’ exponentielle imaginaire : si § € R, on pose ¢? = cosf + isin#.

Quelques propriétés de ’exponentielle imaginaire (pour 6,60’ € R) :

. . ’ . Y . —_— .
|ez0| =1, ez(0+9) — ¢ib it , e~ 10 — i — 1 e2im — 0 — 1

XL = 1.

L’exponentielle imaginaire est périodique, de période 27, et son image est le cercle unité (exercice 10).

On retrouve le cosinus et le sinus & partir de I’exponentielle imaginaire (formules d’Euler) :

] —i0 —wieie)

cos = Re(e®) = <4 ging = Jm(e?) = Lot — A

Si u=e? et n €7, alors u™ = e™? d’ot la formule de Moivre : (cos @ + isin )" = cos(n#) + isin(nf).

Exercice 10. Montrer que si |z| = 1, alors il existe 6 € R tel que z = . [Utiliser la fonction arcsin.]

Exercice 11. Retrouver les formules pour cos(—0), sin(—8), cos(0486"), sin(0+6"), cosf cos &, sinfsin @',
et sinf cos @’ & partir des formules d’Euler.



1.6 Forme trigonométrique

Forme trigonométrique (ou exponentielle) : tout z € C* est de la forme pe? = pcosf+ipsinf avec p > 0
et 6 € R. Dans ce cas, p est le module de z et 0 s’appelle ’argument de z. Ce dernier est unique si on

le choisit dans [0, 27[. Sinon, il est défini modulo 27. Autrement dit, pour p,p’ > 0 et 0,0’ € R, on a
pet? = ple?? si et seulement si p = p’ et  — 0 € 21,

Interprétation géométrique : p et 0 sont les coordonnées polaires du point d’affixe z.
iR C
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Régles de calcul (pour p,p' > 0et 0,0’ € R) :

2 = peif

. . -n! . 7 . . . - :
lpet®| = p, pep'el? = pp'el0+0), —pelz-e = %e*w, —pe'? = peilf+m), pei® = pe=.

Remarque : il n’y a pas de régle simple pour calculer la forme trigonométrique de pe®® + pe®®’.
Interprétation géométrique : la multiplication par e correspond 4 la rotation d’angle 6. La multiplication
par pe'? correspond donc a la composée de I’homothétie de rapport p et de la rotation d’angle 6.

Exercice 12. Quelle est la forme trigonométrique du quotient % pour z = pe'® et 2/ = p'ei’ ?

Exercice 13. Retrouver les régles de calcul a partir des propriétés de ’exponentielle imaginaire.

1.7 Racines n-iémes
Sin > 1 est un entier, une racine n-ieme de z € C est un complexe v tel que v™ = z.

2im

n , et c’est

Racines n-iémes de l'unité : 1 admet n racines n-iémes distinctes 1, u, u2, ..., u" Lot u=c¢

dans cet ordre qu’apparaissent les racines si on parcourt U dans le sens trigonométrigue.

Exemples (racines n-iémes de I"unité pour n =1, 2, 3, 4) :

j:
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J

S’il existe un entier n > 1 tel que u est une racine n-iéme de 1, on dit que u est une racine de l'unité.
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Racines n-iémes d’un compleze : tout complexe non nul z = pe” admet n racines n-iémes distinctes

n— N i6 2im
v, vu, vu?,..., vu" "t ol v = ypen ebu=en .

Interprétation géométrique : les racines n-iémes de z s’obtiennent en appliquant une similitude aux racines
n-iémes de I'unité. Elles forment un polygone régulier a n sommets.

Exercice 14. A quelles conditions sur p > 0 et # € R le complexe z = pe®® est-il une racine de ’unité ?
Exercice 15. A partir des exercices 6 et 9, retrouver les valeurs remarquables du cosinus et du sinus.

Exercice 16. Quelle est 1la somme des racines n-iémes de z ?

1.8 Exponentielle complexe
Définition de I’ ezponentielle compleze : si z = x+iy avec z,y € R, on pose e* = e%e™¥ = e cosy+ie®siny.

Quelques propriétés de ’exponentielle complexe :

’ ! —
|ez| — emt(z), ez+z = e%e? , e % = 1 % = ez,

Exercice 17. Etant donné ¢ = pe®® avec p > 0 et # € R, résoudre I’équation e* = ¢ dans C.



2 Ensembles et fonctions

2.1 Appartenance et inclusion
Appartenance : on écrit © € X si x est un élément de X. Par exemple, v/2 € |1, 2].

Définition d’un ensemble en extension : {z1,...,x,} est 'ensemble dont les seuls éléments sont z1, . .., Zp.
En particulier, {z} est le singleton z, et ) = {} est I’ensemble vide.

Dans une telle définition, ’ordre ne compte pas, ni les répétitions. Par exemple, {0,1} = {1,0} = {0,0, 1}.

Définition d’un ensemble en compréhension : si P est une propriété, {x € X | P(z)} est 'ensemble des
x € X qui satisfont P.

Exemple : ]0,1[ = {x € R | 0 < & < 1} est l'intervalle ouvert borné par 0 et 1.
De méme, si f est une fonction, {f(z) | z € X} est ensemble de tous les f(z) pour z € X.
Exemple : 7Z = {nmw | n € Z} est ’ensemble des multiples entiers de 7.
Inclusion : on écrit X C Y si tout élément de X est un élément de Y. On dit alors que X est une partie
de Y ou un sous-ensemble de Y. Par exemple, |0, 1[ C [0, 1].
Quelques propriétés de l’inclusion :
hcX, X CX, siXCYetY CZalors X C Z, siXCYetY CXalors X =Y.

Si X CYetY ¢ X, on dit que 'inclusion X C Y est stricte.

Exemple : Vinclusion 0, 1] C [0, 1] est stricte, car 0 € [0,1] et 0 ¢ ]0, 1].

On peut aussi avoir X ¢ Y et Y ¢ X. On dit alors que X et Y sont incomparables pour I’inclusion.
Exemple : [0, 1] et ]0, 1] sont incomparables pour l'inclusion.

Exercice 18. Sia < b et ¢ < d, & quelle condition a-t-on |a, b C ]¢, d[? Dans quels cas l'inclusion est-elle
stricte ? A quelle condition ]a, b[ et ]c, d[ sont-ils incomparables ?

2.2 Union, intersection, et complémentaire

Définition de 'union et de U'intersection : on note X UY l’ensemble des éléments qui sont dans X ou
dans Y (éventuellement dans les deux), et X N'Y I’ensemble des éléments qui sont dans X et dans Y.

Exemples : |—00,0] U [0, +00[ = R et |—o0, 0] N [0, +00] = {0}.

Si XNY =0, c’est-a-dire si X et Y n’ont pas d’élément commun, on dit que X et Y sont disjoints. Dans
ce cas, on dit que 'union X UY est disjointe.

Exemples : I'union R = ]—o00, 0] U [0, +o00[ n’est pas disjointe, mais 'union R = ]—o0, 0[ U [0, +o0[ lest.
Définition de 'union infinie et de Uintersection infinie : si X,, est un ensemble défini pour tout n € N,

on note | J, .y Xn 'ensemble des éléments qui sont dans au moins un X, et X, 'ensemble des
éléments qui sont dans tous les X,,.

neN

Exemples : | J,,cn]—7,n[ = R et ﬂneN]fnLJrl’ %ﬂ[ = {0}.

Si les X, sont disjoints deuz a deuz, on dit que l'union | J, .y Xn est disjointe.

Dans ces définitions, on peut remplacer N par Z (exercice 20).

Définition du complémentaire : si Y C X, on note X \ Y l’ensemble des éléments de X qui ne sont pas
dans Y, c’est-a-dire X \Y ={z e X |z ¢ Y}.

Exemple : R\ |0, 1[ = ]—o00,0] U [1, +o0].

Notation : si 0 € X, on pose X* = X \ {0}. Par exemple, R* =R\ {0} = ]—00,0[U]0, +o0].

Exercice 19. Si a < b et ¢ < d, que peut-on dire de Ja,b[N]e,d[?

Exercice 20. Que peut-on dire de |J,,.,[n, 7 + 1] ? Méme question pour |J,,.,[n,n + 1[.



2.3 Intervalles
Un intervalle est une partie I de R telle que si z,y € [ et z < z < y, alors z € 1.

Exemples : |0, 1] est un intervalle, car si 0 < z,y < 1 et < z < y, alors 0 < z < 1. L’ensemble vide est
aussi un intervalle, mais R* n’est pas un intervalle, car —1,1 € R*, -1 <0< 1, et 0 ¢ R*.

Si I est un intervalle, on appelle bord de I ’ensemble O des éléments de I qui sont des bornes de I, et
on appelle intérieur de I le complémentaire I° =1\ JI.

Exemples : on a 9]0, 1[ = 0, 9]0, 1[ = {0}, 9]0,1] = {0,1}, et ]0,1[° = [0, 1[° = [0,1]° =]0, 1[.

On dit que deux intervalles non vides I et J sont séparés si ’ensemble I U J n’est pas un intervalle,
c’est-a-dire s’il existe z tel que < z pour tout x € I et z < y pour tout y € J, ou vice-versa.

Exemples : ]0, 1 et |1, 2] sont séparés par 1, mais |0, 1] et ]1, 2[ ne sont pas séparés, car |0, 1]U]1,2[ =0, 2[.
Les notions de bord et d’intérieur s’étendent naturellement aux unions d’intervalles séparés deux & deux.

Exemple : si X =]0,1] U [2, +o0], alors 0X = {1,2} et X° =]0,1[U]2, +o0].

Exercice 21. Quels sont les intervalles de R? [Il y a 11 types d’intervalle.]

Exercice 22. Pour chaque type d’intervalle I, exprimer ’ensemble R\ I comme un intervalle ou comme
I'union de deux intervalles séparés.

Exercice 23. Si a < b et ¢ < d, & quelle condition les intervalles ]a, b] et ]c, d[ sont-ils séparés? Méme
question pour [a, b] et [c, d].

Exercice 24. Exprimer R \ Z comme une union infinie d’intervalles séparés deux a deux.

Exercice 25. Montrer que 'intersection de deux intervalles est toujours un intervalle.

2.4 Produit cartésien

Définition du produit cartésien : on note X x Y P’ensemble des couples (z,y) pour z € X et y € Y. Plus
généralement, on note X; x --- x X,, I'ensemble des n-uplets (z1,...,x,) pour 1 € X1, ..., zp € Xp.
Dans le cas o1 X7 = --- = X,, = X, on note cet ensemble X".

Exemples : R? = R x R est ensemble des couples de réels (,7), qu’'on identifie avec les points du plan,
et R3 = R x R x R est I’ensemble des triplets de réels (z,y, z), qu’on identifie avec les points de I’espace.

Dans un n-uplet, l'ordre et les répétitions comptent. Par exemple, (0, 1), (1,0), et (0,0,1) sont distincts.

Exercice 26. Si a < b et ¢ < d, quelle est 'interprétation géométrique des ensembles X = [a, b] X [¢, d]
et Y =[a,b] x {c} U {b} x [¢,d] U [a,b] x {d} U {a} x [¢,d]? Quelle relation a-t-on entre X et Y ?
2.5 Domaine de définition et graphe

On considére une fonction f & variable réelle et & valeur réelle. Autrement dit, f(z) est un réel défini
pour certaines valeurs de x € R. On dit alors que f est une fonction numérique.

Définition du domaine de définition : on note Dy I’ensemble des réels x tels que f(z) est défini.
Exemples : pour f(z) = 1, on a Dy =R*, et pour g(z) = ==, on a D; = R\ nZ = |J,,o;, In7, (n+1)7].
Définition du graphe (ou de la courbe) : on pose Gy = {(z, f(z)) | # € Ds}. C’est une partie de R2.
Exemples : pour f(z) = 2%, on a G = {(z,22) | z € R} = {(z,y) € R? | y = 22} (parabole), et pour
glz)y =2, onagG ={(z.2)|zeR}={(z,y) € R? | 2y = 1} (hyperbole).

Exercice 27. Préciser le domaine de définition de chacune des fonctions suivantes :

fi(z) = 2], fa(x) = Va, f3(x) =V, fa(z) =Inz, f5(z) = tan .

Exercice 28. Quelles sont les fonctions dont le graphe est une droite ?



2.6 Monotonie

On dit qu'une fonction numérique f est croissante sur 'ensemble X C D si elle est compatible avec
Pordre : autrement dit, si z,y € X et x < y, alors f(z) < f(y). De méme, on dit que f est décroissante
sur X si elle inverse l'ordre : autrement dit, si z,y € X et z < y, alors f(z) > f(y).

croissance : décroissance :

Enfin, on dit que f est monotone sur X si elle est croissante ou décroissante sur X.

On dit qu’une fonction numérique f est strictement croissante sur 'ensemble X C D si elle est compatible
avec lordre strict : autrement dit, si z,y € X et < y, alors f(z) < f(y). De méme, on a la notion de
fonction strictement décroissante, et celle de fonction strictement monotone.

croissance stricte : décroissance stricte :

Remarque : la croissance stricte implique la croissance, et la décroissance stricte implique la décroissance.
Exemple : la fonction f(z) = 1 est strictement décroissante (et donc strictement monotone) sur ]0, +oo|
ainsi que sur ]—oo, 0, mais elle n’est pas monotone sur Dy = |—o0, 0[ U]0, +o0].

Exercice 29. Parmi les fonctions suivantes, lesquelles sont monotones sur R ?
f@) =z,  fol@)=-z,  fa@) =z, fal@)=27,  fi(z) =2a".

Exercice 30. Si f et g sont croissantes sur R, qu’en est-il de f + ¢ ? Méme question pour Af si A € R.

2.7 Image directe et image réciproque

Définition de I’image directe : si X C Dy, on pose f(X) = {f(z) | z € X}.

Exemple : pour f(z) = 2?%, on a f(]—1,2[) = [0,4].

Théoréme : si a < b et si f est continue et strictement croissante sur [a, b], alors f([a,b]) = [f(a), f(b)].

Les fonctions usuelles (voir chapitre 5) sont continues. Plus généralement, toute fonction définie par une
formule & partir de fonctions continues est continue. Cette régle ne s’applique pas aux fonctions définies
par cas. Par exemple, la fonction o définie par o(z) = 1siz > 0 et o(x) = —1 si x < 0 n’est pas continue.

Il y a une régle analogue pour chaque type d’intervalle : selon le cas, il faut remplacer les valeurs de f
aux bornes de lintervalle par les limites de f aux bornes de I'intervalle. Il y a des régles analogues pour
le cas ou f est décroissante : il suffit alors d’échanger les bornes.

Exemple : pour £(r) = &, on a £([1,2)) = [£.1], £00.1]) = [L,-+o0], et £(0,+oc]) = 0, +oc].
Définition de 'image réciproque : si Y C R, on pose f~*(Y) ={z € D; | f(z) € Y}.
Exemple : pour f(z) =22, ona f~(]1,2]) =]—v2, -1[U]1,V2[.

Exercice 31. Montrer les propriétés suivantes :

fO)=0,  fXUY)=f(X)UfY), fO)=0, [fTR)=Dy,
fHXUY) =X UfHY), X NY) =) N Y.

Exercice 32. Quelle relation a-t-on entre X et f~!(f(X))? Méme question pour Y et f(f~1(Y)).



2.8 Applications

Si X et Y sont des ensembles, une application de X vers Y est la donnée d’une fonction f telle que si
x € X, alors f(z) est défini et f(x) € Y. On écrit alors f: X — Y.

Exemples : toute fonction numérique f définit une application f : Dy — R. De méme, une opération telle
que ’addition définit une application de R? vers R. D’autre part, pour tout ensemble X, on a ’application
identité id : X — X définie par id(z) = .

On dit que deux applications f,g: X — Y sont égales si on a f(z) = g(x) pour tout z € X.
Par exemple, les applications f, g : [0, +00[ — R définies par f(z) = z et g(x) = |x| sont égales.
On dit qu’une application f : X — Y est injective (ou que f est une injection de X dans Y) si tout

élément de Y est 'image d’au plus un élément de X . Autrement dit, si 2,y € X et x # y alors f(z) # f(y).
Formulation alternative : si x,y € X et f(z) = f(y) alors x = y.

Remarque : toute fonction strictement monotone est injective.
On dit qu’une application f : X — Y est surjective (ou que f est une surjection de X sur Y)si f(X) =Y,

c’est-a-dire si tout élément de Y est 'image d’au moins un élément de X. Autrement dit, si y € Y alors
il existe x € X tel que y = f(z).

On dit qu’une application f : X — Y est bijective (ou que f est une bijection entre X et Y) si elle est
injective et surjective, c’est-a-dire si tout élément de Y est I'image d’un et un seul élément de X. Dans
ce cas, f admet une unique application réciprogue f~':Y — X, qui est aussi bijective et qui satisfait les
propriétés suivantes :

fHf@) ==z (pour z € X),  f(f'(y) =y (pour y €Y).
Exemple : ’exponentielle définit une bijection entre R et ]0, +oc|, et sa réciproque est le logarithme.

Exercice 33. Pour chacune des applications suivantes, préciser lesquelles sont injectives, surjectives, ou
bijectives. Dans le cas bijectif, donner la réciproque.

fi:N—>N fo:N—>N fz3: N—>Z fi:N—>N f5:72 —7 fe:7 —7

r+—0 T x T T r—x+1 r—x+1 Tr— —T

f1:Z—7Z fs:Z —N fo:Z — 7 f10: Q—-Q f11: Q" — Q*

x|z T |z T2z x 2z x—1/x

f12:Q—Qt f13: QT —QF fia :R—>R*T fis : RT—= R fis :R—R

T — x? x — x? X — 22 x — 2 x— 23
fir:R—=R fistR—[-1,1]  fie:[-3, 5] >R fo i[5, 5] = [-11]
T+ sinx T+ sine T+ sinx T+ sinx

Exercice 34. Etant donnés a < b, construire une bijection entre |0, 1] et ]a, b].

2.9 Composition

Définition de la composition : étant données deux applications f: X — Y et g:Y — Z, on note go f
Papplication h : X — Z définie par h(z) = g(f(x)).

Exemple : si f : R — R* est définie par f(z) = 22 et g : RT — R est définie par g(z) = \/7, la composée
go f est I'application h : R — R™ définie par h(z) = Va2 = |z|.

Exercice 35. Que peut-on dire de la composée de deux applications croissantes 7 Méme question pour
les injections, les surjections, et les bijections.

Exercice 36. Montrer qu’entre deux intervalles ouverts non vides, c’est-a-dire de la forme ]a, b[ avec
a € RU{—o0} et b € RU {400}, il existe toujours une bijection.



3 Calcul différentiel et intégral

3.1 Dérivée
Définition de la dérivée : si f est une fonction numérique et si x est & l'intérieur de Dy, on pose
f(x)—f(

7o) = limy_,, 18 S@) — iy, S@ott) —f(@o)
f'(z0) = lim , 18 mofv) li f(zo+t)—f(z0)

t

Si cette limite existe et si elle est finie, on dit que f est dérivable en x¢. En posant a = f(zq) et b = f'(x0),
on obtient I’équation de la tangente y = a +b(x — xy), et le développement limité a Uordre 1 de f en xg :

flxo +1) =a+ bt +te(t) avec }il% e(t) = 0.

Exemple : /T +1 =1+ 3t + te(t) avec limy_g£(t) = 0.

Si zg est sur le bord de Dy, la dérivée de f en zg n’existe pas, mais selon le cas, on peut définir la dérivée

a droite ou a gauche en xg : il suffit de remplacer lim,_,,, par hmxﬁxg ou par hmx_%f.

On dit que f est dérivable si elle est dérivable en tout point de son domaine de définition.

Exemples : les fonctions usuelles (voir chapitre 5) sont dérivables, & quelques exceptions prés :

— la fonction f(z) = |z| n’est pas dérivable en 0, car les dérivées & gauche et & droite ne coincident pas;
— la fonction f(z) = \/x n’est pas dérivable & droite en 0, car la dérivée & droite est infinie;

— la fonction f(z) = ¢z n’est pas dérivable en 0, car la dérivée est infinie.

Plus généralement, les fonctions construites & partir de la valeur absolue, du mazimum, du minimum, ou
de la racine n-iéme présentent de telles singularités.

Regles de dérivation :
(f+9)=f+d. (f9)=Ffa+fd. (gof) =(g"of)f"
De plus, f' =0 si f est constante et f' =1 si f est application identité.

Exercice 37. Ecrire le développement limité & ’ordre 1 : en 0 pour e*, cosz, sinx ; en 1 pour ;, Inz.

Exercice 38. Montrer que si f(zg+t) = a+bt +te(t) avec limy_,g e(t) = 0, alors a = f(zg) et b = f'(xg).

Exercice 39. A partir des régles de dérivation, retrouver les dérivées de \f, —f, %, g, fL

3.2 Notation différentielle
Si f est une fonction, et si on pose I’équation y = f(x), on écrit f'(z) = %, ou encore dy = f'(z) dz.
Exemple : si on pose y = sinx, on a dy = cosx dx.
Régles de différentiation :

dz=de+dy si z=2x+y, dz:ydx—i—xdy si z =uay, dr = 0 si x est constant.
Exemple 1 : pour calculer la dérivée de f(z) = 1, on pose y = f(z) = 1, c’est-a-dire zy = 1. On a alors
ydr +xdy =0, doudy———dx——%d f() dy:—x%.
h =

Exemple 2 : pour calculer la dérivée de h = go f, on pose y = f(z) et z = g(y) = h(x). On a alors
dz = ¢'(y)dy = ¢'(y)f'(x) dz = ¢'(f(2)) ' (x) dz, dou I (x) = & = ¢ (f(2))f'(z) et (go f) = (90 /).

Autres notations utilisées en mathématiques ou en physique : £ pour f’ et y pour %.

Exercice 40. A partir des régles de différentiation ainsi que des dérivées de I’exponentielle, du cosinus,
et du sinus, retrouver les dérivées des fonctions 2, \/z, Inx, tanz, arctan z.

Exercice 41. A partir des régles de différentiation, retrouver les dérivées de f + g, fg, id, g, FfL.



3.3 Variation

On suppose que a < b et que f est une fonction continue sur [a, b] et dérivable sur ]a,b].
Théoréme de variation : si f'(x) > 0 pour tout x € Ja, b|, alors f(b) > f(a).

Dans cet énoncé, on peut remplacer > par <, =, >, ou < (exercice 42). On en déduit que si f’ est positive
(respectivement négative, nulle, strictement positive, strictement négative) sur Uintervalle I, alors f est
croissante (respectivement décroissante, constante, strictement croissante, strictement décroissante) sur 1.

Réciproquement, si f est croissante (respectivement décroissante, constante) sur I, alors f’ est positive
(respectivement négative, nulle) sur I (exercice 43).

Théoréme des accroissements finis : si A < f'(z) < p pour tout x € ]a, b[, alors A < W < p.

Théoréme de ’extremum : si f est dérivable sur l'intervalle I et si f admet un mazimum ou un minimum

en xg & lintérieur de I, alors f'(x¢) = 0.

Remarque : ce théoréme ne s’applique pas au cas ol zg est sur le bord de I.
Exercice 42. A partir du théoréme de variation, montrer chacune des variantes de ce théoréme ot1 > est
remplacé par <, =, >, ou <. [Pour le cas de l'inégalité stricte, faire un raisonnement par ’absurde.]

Exercice 43. Montrer que si f est croissante et dérivable sur I, alors f’ est positive sur I. Si f est
strictement croissante, peut-on en déduire que f’ est strictement positive ? [Considérer f(x) = 23.]

Exercice 44. A partir du théoréme de variation, montrer le théoréme des accroissement finis.

3.4 Dérivée seconde

Si f est dérivable en x¢ et si f’ est dérivable en zg, on dit que f est deuz fois dérivable en . En posant

a= f(xo), b= f'(x0), et c= @, on obtient le développement limité a ordre 2 de f en xg :

fzo+1t) =a+bt+ct? +t?e(t) avec }iH(l] e(t) =0.

Exemple : /T+1 =1+ 3t — £t% + t?(t) avec limy_ e(t) = 0.

Les développements limités permettent de lever les indéterminations dans certains calculs de limites.

Exemple : lim,_.q 1*;3” = %
. d3y 7" . d%r 1" . d?y
Autres notations : ¢ pour f”(z) si on pose y = f(r), =% pour f”, et §j pour .

Exercice 45. Ecrire le développement limité & ’ordre 2 : en 0 pour €7, cosz, sinx; en 1 pour %, Inz.

3.5 Convexité

On dit qu'une fonction numérique f est conveze sur 'intervalle I C Dy si on a la propriété suivante :
siz,yelTet\uel0,1] avec \+p =1, alors f(Az + py) < Af(z) + nf(y).

En particulier f (%y) < w La convexité signifie que la courbe est toujours en dessous de la corde :
Az
f(z) +nf(y) F()
f(x)

FOx + py)
Si on remplace < par > dans la définition ci-dessus, on obtient la notion de fonction concave.
Critére de convezité : si f est dérivable sur I, alors f est convexe sur [ si et seulement si f’ est croissante
sur I. Dans le cas ou [ est deux fois dérivable sur I, cela revient & dire que f” est positive sur I.
Exercice 46. Montrer que si f’ est croissante sur 7, alors f est convexe sur I. [Etant donné x € I, étudier
les variations de g(y) = Af(x) + nf(y) — fQx + py).|

Exercice 47. Montrer que f est concave sur I si et seulement si —f est convexe sur /. En déduire le
critére de concavité.



3.6 Primitives
Théoréme d’intégration : si f est continue sur l'intervalle I, alors f est la dérivée d’une fonction F' sur I.

Dans ce cas, on dit que F' est une primitive de f sur I : elle est définie a4 une constante prés. Autrement
dit, si Fp est une primitive de f sur I, les autres primitives sont de la forme Fy + ¢ avec ¢ € R.

Exemples (primitives & connaitre) :

f(x) || 1|a*poura+—1| 2 H—% €’ | cosz | sinx
F(z) || f;_: In|z| | arctanz | €® | sinx | —cosz

Quelques régles pour calculer des primitives :

— si f a pour primitive F' et g a pour primitive G, alors f + g a pour primitive F'+ G ;

— si A € R et f a pour primitive F, alors Af a pour primitive A\F';

— si g a pour primitive G, alors f’(go f) a pour primitive G o f.

Il n’y a pas de régle pour calculer une primitive de fg ou de go f & partir de primitives de f et de g.

Exercice 48. Préciser le domaine de définition de chaque fonction f et de sa primitive F' dans le tableau
ci-dessus. [ Traiter 4 part le cas de la fonction f(z) = ™ pour n € Z.]

’

Exercice 49. Si f est dérivable, quelles sont les primitives de f’f¢, fT, 1]:;,2, f'ef, f'cos f, f'sin f?

3.7 Intégrale

Définition de I’intégrale : si f est continue sur [a, b] ou sur [b, a], on pose f; f(x)dz = [F(2)]’ = F(b)—F(a)

a
ol F est une primitive de f sur [a, b] ou sur [b, a]. Cette définition ne dépend pas du choix de la primitive.

Remarque : si f est continue sur U'intervalle I et si a € I, alors la fonction F'(x f f(t) dt est 'unique
primitive de f sur I telle que F(a) = 0.

Notation : on pose f doz = f 1dz = b — a. De méme, on pose fb da_ :fa Ty d2-

Quelques propriétés de ’intégrale :
[ f(@)dz =0,  [Cf(@)dz = [ f@)dz+ [ f(x)dz, [ flx)de=— [ f(x
[2(f(@) + g@)de = [P f@)da + [Lg(z)dz,  [CAf(z)dz =\ [’ f(z)da

De plus, si a < bet si f > 0 sur |a, b, alors f;f(x) dz > 0. Idem en remplacant > par <, =, >, ou <.
f: f(z)dz
b

Plus généralement, si a < b et si A < f(z) < p pour tout = € Ja, b, alors A < #e—— <

Interprétation géométrique : sia < b et si f > 0 sur ]a, b[, alors fab f(x)dz est Vaire du domaine délimité
par la courbe d’équation y = f(z) et les trois droites d’équations respectives y = 0, z = a, et = = b.

y = f(x)

a b

b
Interprétation statistique : W est la valeur moyenne de f entre a et b.

Intégration par parties : fb f’ (z)g(x)dz = [f(z)g(x)]% — f:f(:v)g’(a:) dz

Exemple 1: [ tetdt = — Jyetdt = (z—1)e” +1.

Exemple 2 : si « > 0 alors fl Intdt = [tnt]f — [[dt = (Inz — 1)z + 1.

Exemple 3 : [ elcostdt = [e'sint]§ — [[elsintdt = [e!sint]§ + [’ cost]§ — [ et costdt. 11 vient

2 [, e'costdt = e"(cosx + sinz) — 1, et donc [ e’ costdt = %L;mr)*l

Exercice 50. A partir des régles de dérivation et du théoréme de variation, retrouver les propriétés de
I'intégrale et la régle d’intégration par parties.



3.8 Changement de variable
Intégration par changement de variable : fjfc((;)) g(x)de = f:g(f(t))f'(t) dt.
En pratique, on pose = f(t) et on utilise la notation différentielle.

Exemple 1 : pour calculer S = fol v1—ax2dx, on pose x = cost. Alors x varie de 0 & 1 lorsque ¢ varie

de Z 24 0. Comme V1 —122 = /I —cos?t = Vsin®t = sint pour 0 < ¢t < Z, et dz = —sintdt, il vient
Bl

fud s _Llg
§ = [ysin?tdt = [F sin?de = [F Losp2ar = [AgnR] Y 2,

Interprétation géométrique : S est 'aire d’un quart de disque de rayon 1, et le changement de variable
x = cost consiste & paramétrer le quart de cercle par ’angle plutét que par ’abcisse.

_ 1 [Ab
" ANJXa

Exemple 2 : si A # 0 alors f; fQz)de f(t)dt par le changement de variable linéaire x = .
¢

Interprétation géométrique : le changement de variable 2 = { (ou t = Ax) consiste & faire subir au graphe
de la fonction une affinité orthogonale de rapport .

Y y = () Y y=f)

a b T Aa Ab t

Exercice 51. Retrouver la régle de changement de variable & partir des régles de dérivation.

Exercice 52. Calculer S = fol V1 — 22 dz en posant x = sint.

3.9 Fonctions a valeur complexe

On dit que f est une fonction a valeur compleze si f(t) est un complexe défini pour certaines valeurs de
t € R. On a alors f = g+ ih, c’est-a-dire f(t) = g(t) + ih(t), o g et h sont des fonctions & valeur réelle.

Définition de la dérivée d’une fonction a valeur compleze : si f = g + ih ou g et h sont dérivables sur
lintervalle I C Dy, on dit que f est dérivable sur I, et on pose f'(t) = ¢'(t) +ih/(t) pour tout ¢t € I.

Interprétation cinématique : si f(t) est laffixe d’un point mobile dans le plan & Pinstant ¢, le vecteur
défini par le point d’affixe f/(t) est la vitesse de ce point mobile & Uinstant ¢.

[t

AR/

Exemple : pour f(t) = €%, on a f'(t) = if(t) = ie" (mouvement circulaire uniforme).

,L'ezt

Plus généralement, pour f(t) = e avec ¢ € C, on a f'(t) = cf(t) = ce” (exercice 53)
Les régles du calcul différentiel et intégral sont les mémes que pour les fonctions & valeur réelle.

LT G L P PG L G T [e'(cost+sint)
0 2 20+ T 209, 2

* _ e”(cosz+sinz)—1
= > .

Exemple : [ e’ costdt =
0

Exercice 53. Pour ¢ = a +ib avec a,b € R, calculer la dérivée de f(t) = .

Exercice 54. Soit ¢ = a+ib avec a,b € R et b # 0. Montrer que f(t) = e décrit la spirale logarithmique
d’équation p = €% (en coordonnées polaires) o1 v est un réel qui s’exprime en fonction de a et b.



4 Dynamique discréte et continue

4.1 Suites définies par récurrence

Une suite peut étre définie par une équation de la forme u, 1 = f(u,) & partir de sa valeur initiale ug.
On peut alors calculer successivement u; = f(ug), uz = f(u1), ug = f(uz), ...

Exemple 1 : u,+1 = u,, + 2 avec ug = 3. On obtient
ur =95, ups="7u3=9, ug =11, us =13, ..., up =2n+3, ...
Plus généralement, une équation de la forme u,, 11 = u,, + a définit une suite arithmétique de raison a.

Exemple 2 : u, 1 = 2u,, avec up = 3. On obtient

uy =6, ug =12, ug =24, ug =48, us =96, ..., u, =3 x 2", ...
Plus généralement, une équation de la forme u, 1 = au,, définit une suite géométrique de raison a.
Exemple 3 : u,+1 = —u, avec ug = 1. On obtient

up=—lug=1 uz==-1, us =1, us = -1, ..., u, = (=1)", ...
Cette suite géométrique est dite 2-périodique, car on a u,+2 = u, pour tout n € N. Plus généralement,
une suite u,, est dite périodique s’il existe un entier p > 1 tel que u,4, = u,, pour tout n € N.

Exemple 4 : u, 1 = u2 avec ug = 2. On obtient
Uy =4, uy = 16, uz = 256, uy = 65536, us — 4294967296, ..., u, = 22", ...

Exercice 55. Si u,, est une suite arithmétique de raison a € C, que peut-on dire de la suite v,, = e ?
Exercice 56. Si u,, est une suite géométrique de raison a > 0, que peut-on dire de la suite v, = lnwu, ?
Exercice 57. Si u, est la suite de ’exemple 4, que peut-on dire de la suite v, = Inwu,, ?

Exercice 58. Etant donnée une suite arithmétique u,, de raison a, calculer ug =+ - - - + .-

Exercice 59. Etant donnée une suite géométrique u,, de raison a, calculer ug + - - - + w, et ug - - - Up.

Exercice 60. A quelle condition une suite géométrique de raison a € C est-elle périodique ?

4.2 Reécurrences linéaires du premier ordre

On étudie les suites définies par une équation de la forme u,+1 = f(u,) lorsque Papplication f est
linéaire, c’est-a-dire de la forme f(z) = ax, ou affine, c’est-a-dire de la forme f(x) = ax 4+ b. On cherche
une formule pour u,, en fonction de wuy.

Equation homogéne : un 41 = aun, c’est-a-dire u, 1 — au, = 0 (Hy).

La formule est u,, = uga™ (suite géométrique de raison a).

Equation avec second membre constant : up41 = au, + b, c’est-a-dire u, 11 — au, = b (Gy).

Exemple 1 : u,4+1 = 3u, + 1 avec ug = 2. On obtient

uy =7, us = 22, uz = 67, ug = 202, us = 607, ..., u, = 2L

Remarque : si les suites u, et v, satisfont Péquation (G1), alors la suite w,, = u,, — v, satisfait ’équation
homogeéne (H;). Autrement dit, w, 1 = aw,, et donc u,, = v, +w, = v, +wea™. On peut ainsi retrouver
toutes les solutions de (G1) a partir d’une solution particuliére de (G1).

On commence par rechercher une solution particuliére constante u,, = -y : la formule est alors u,, = Aa™+~
ou le coefficient A\ se calcule & partir de ug. Dans le cas ou ¢ = 1, il n’y a pas de solution particuliére
constante : la formule est alors u,, = ug + nb (suite arithmétique de raison b).

Exercice 61. Si u,, est une suite qui satisfait (G;) avec a # 1, quelle est la formule pour u, ?

Exercice 62. Si u,, est une suite qui satisfait (G;), montrer que la suite v, = up41 — u, satisfait une
équation linéaire homogéne. Exprimer u,, en fonction de v, ..., v,_1 et retrouver la formule pour u,,.



4.3 Récurrences linéaires du second ordre

On étudie les suites définies par une équation de la forme wu, 12 = f(un11,u,) lorsque Papplication f est
linéaire, c’est-a-dire de la forme f(z,y) = ax + by, ou affine, c’est-a-dire de la forme f(x,y) = az+by +c.
A partir des valeurs initiales ug et u1, on peut calculer successivement uy = f(ug,u1), uz = f(u1,us),
ug = f(ug,us), ... On cherche une formule pour u, en fonction de wug et u;.

Equation homogéne : tny2 = Qln i1 + by, c’est-a-dire u, o — aty 1 — bu, = 0 (Hy).

Exemple 1 : up42 = upt1 + uy avec ug = 0 et w3 = 1. On obtient

U =1, us =2, ug =3, us =95, ug =8, uy =13, ..., up =

Exemple 2 : upyo2 = Upt1 — Uy avec ug = 0 et ug = 1. On obtient

. C )TL
1 nmw
2 __ 2sin &F

e =5

U/2:1, U3:0, U4:—1, U5:—1, UGZO, U7:1, ceey Up =
Exemple 3 : upi2 = 2up41 — 4u, avec ug = 0 et w3 = 1. On obtient

_ (+iV3)"—(-iV3)" _ 2"sin 27
= — =

’U,2:2, U3:0, U4:—8, U5:—16, UGZO, U7:64, ceey Up
Exemple 4 : w42 = 4uy 1 — 4u,, avec ug = 0 et u; = 1. On obtient
Uy =4, uz = 12, uy = 32, us = 80, ug = 192, uy =448, ..., u, =n2" L, ...

On calcule le discriminant A et les racines «, 3 de 1’égquation caractéristique 2> —az —b =0 (Cy) :

— si A #0, alors a # (3 et la formule est u,, = \a" + pS";

- si A =0, alors a = 3 = § et la formule est u, = (A + un)a™ = Xa” + pna™.

Dans les deux cas, les coefficients \ et p se calculent & partir de ug et u; en résolvant un systéme linéaire.
En général les coeflicients a, b sont réels, et on cherche une formule pour les solutions réelles :

— si A >0 alors o, 5 € R et les solutions réelles s’obtiennent en prenant A\, u € R;

— si A <0 alors 3 =@ et les solutions réelles s’obtiennent en posant p = \.

Dans le second cas, il y a des formules sans complexes : si on pose a = pe’?, avec p > 0 et 6 € R, une
formule alternative pour les solutions réelles est u, = p"™(Acosnf + pusinnf) avec \, u € R (exercice 65).
Ici encore, les coefficients A et p se calculent & partir de ug et u; en résolvant un systéme linéaire. Une
autre formule alternative est u, = Ap" cos(nf — @) avec A € R et ¢ € [0, 7| (exercice 66).

Remarque : on n’a pas toujours une formule simple pour l’argument @ comme dans les exemples 2 et 3.
E‘quation avec second membre constant : Upy2 = alni1+bu,+c, est-a-dire up 42— auy+1—bu, = ¢ (Ga).
Exemple 5 : up42 = dup4+1 — 6uy, + 1 avec ug = u; = 0. On obtient

Uy =1, uz = 6, ug = 25, us = 90, ug = 301, ur = 966, ..., u, = 5L —27 .
Exemple 6 : upy2 = 3upt1 — 2u, + 1 avec ug = u; = 0. On obtient

us =1, ug =4, ug = 11, us = 26, ug =57, uy =120, ..., up, =2"—n-—1, ...
Exemple 7 : w42 = 2up41 — Uy + 1 avec ug = ug = 0. On obtient

n(n—1)
g e

uz =1, us =3, ug =6, us =10, ug =15, ur =21, ..., u, =

Pour trouver la formule, on commence par rechercher une solution particuliére constante u, = 7. Si 1
est racine de l’équation (Cs), c’est-a-dire si a + b = 1, on cherche une solution de la forme yn, et si 1
est racine double, c’est-a-dire si @ = 2 et b = —1, on cherche une solution de la forme yn2. Dans tous les
cas, les solutions de (G3) s’obtiennent en ajoutant cette solution particuliére aux solutions de (Hy), et
les coefficients A et p se calculent & partir de ug et u; en résolvant un systéme linéaire.

Exercice 63. Montrer que la suite o™ satisfait (H2) si et seulement si « est une racine de (Cs).

Exercice 64. Montrer que la suite na™ satisfait (Hs) si et seulement si « est une racine double de (Cs).

Exercice 65. Soit a = pe avec p > 0 et # € R. Etant donné v € C, trouver )\, u € R tels que
va" +7a" = p"(Acosnd + psinnf). Réciproquement, exprimer v en fonction de A et p.

Exercice 66. Etant donnés v, ¢ € R, trouver \, 1 € R tels que veos(x — ) = Acosx + psinz. Etant
donnés A, i € R, montrer qu'il existe v € R et ¢ € [0, 7] tels que Acosz + psinz = v cos(z — ).



4.4 Equations différentielles

Etant donnée une fonction h de deux variables réelles, on dit que y = f(x) est solution de 1’équation
différentielle y' = h(z,y) si on a f/'(x) = h(x, f(x)). Intégrer cette équation, c’est trouver toutes ses
solutions, qui sont des fonctions d’une variable réelle. En général, il suffit d’ajouter une condition initiale
du type f(zo) = yo pour avoir ’existence d’une solution et son unicité (sur un intervalle contenant ).

Exemple 1 : y' = 2 avec f(0) = 1. On obtient y = 22 + 1.

Plus généralement, 1’équation y' = a avec f(xo) = yo définit la fonction f(z) = yo + a(x — xo).
Exemple 2 : y' = x avec f(0) = 1. On obtient y = % + 1.

Plus généralement, ’équation ¢y’ = g(z) avec f(zg) = yo définit la fonction f(x) = yo + f;z g(t) dt.

Exemple 3 : y' = y avec f(0) = 1. On obtient y = e®.

Plus généralement, I’équation 3’ = ay avec f(z¢) = yo définit la fonction f(z) = yoe®® %0),
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Exemple 4 : y' = zy avec f(0) = 1. On obtient y = e
Exemple 5 : y' = y? avec f(0) = 1. On obtient y = ﬁ pour z € |—o0, 1[.

Exercice 67. Soient f et g deux applications de R vers R telles que f' = f, ¢’ =g, et f(0) = g(0) = 1.
Montrer que f(z)g(—z) =1 et en déduire que f = g.

4.5 Equations différentielles linéaires du premier ordre

On étudie les équations différentielles linéaires du premier ordre a coefficients constants. On cherche une
formule pour la solution y = f(x) en fonction de la condition initiale f(zg) = yo.

Equation homogéne : y' = ay, c’est-a-dire y' — ay = 0 (Hy).

La formule est y = \e®”® ou le coefficient A se calcule & partir de la condition initiale.

Equation avec second membre : y' = ay + g(x), c’est-a-dire y' — ay = g(z) (G1).
Exemple 1: 3y’ =y + x avec f(0) = 1. On obtient y = 2¢* — = — 1.

Exemple 2 : y' =y + ¢ avec f(0) = 1. On obtient y = BMTJFEI

Exemple 3 : y' = y + €® avec f(0) = 1. On obtient y = (x + 1)e”.

. — _ . _ 3e®4tsinz—
Exemple 4 : y' =y + cosx avec f(0) = 1. On obtient y = S¢S0 E_CoST,

On commence par chercher une solution particuliére y = fo(z), sans tenir compte de la condition initiale :
— par exemple, si g(z) est un polynome P(x) de degré n, on cherche une solution Q(z) du méme type;
— plus généralement si g(z) = P(z)e’ avec b # a, on cherche une solution du type Q(z)e’";

— si g(x) = P(x)e*”, on cherche une solution du type zQ(z)e”;

— si g(x) = P(z) cosbx ou g(x) = P(x)sin bz, on cherche une solution du type Q(z) cos bz + R(x) sin bz ;
— si g = g1 + g2, on additionne une solution de ' — ay = g1(z) avec une solution de y’ — ay = g2(x).
La formule est alors y = Ae®® + fo(x) ou le coefficient A se calcule & partir de la condition initiale.

Méthode alternative (variation de la constante) : on pose y = ze®*, c’est-a-dire z = ye **. L’équation
devient alors 2’ = g(x)e™%* et on obtient une solution de (G1) en multipliant une primitive de g(z)e™**
par e**. Cette méthode est particuliérement indiquée dans le cas ou g(z) est de la forme h(x)e®*.

Remarque : si la fonction ¢ est définie et continue sur R, alors I’équation (G1) avec f(ro) = yo a une
unique solution définie sur R (exercice 69). De plus, si a # 0, on peut remplacer la condition f(x¢) = yo
par une condition initiale du type f’(zo) = 2o.

Exercice 68. Parmi les 5 exemples de la section précédente, quelles sont les équations du type (H;) et
celles du type (G1)?

Exercice 69. Si la fonction g est définie et continue sur R, quelle est la formule pour 'unique solution
y = f(z) de (G1) telle que f(x0) = yo 7 [Utiliser la méthode de la variation de la constante.]



4.6 Equations différentielles linéaires du second ordre

On étudie les équations différentielles linéaires du second ordre a coefficients constants. On cherche une
formule pour la solution y = f(x) en fonction des conditions initiales f(zg) = yo et f'(zo) = 2o0.

/

Equation homogéne : y" = ay’ + by, c’est-a-dire y" — ay’ — by = 0 (Hy).

Interprétation dynamique : si y = f(t) € R est la position d’un point mobile & I'instant ¢, alors y’ est sa
vitesse et y” est son accélération. Dans 1’ équation du mouvement (Haz), le terme by représente une force
attractive (si b < 0) ou répulsive (si b > 0), et le terme ay’ représente une force de frottement (si a < 0).

Exemple 1 : 4" = —y avec f(0) =0 et f/(0) = 1. On obtient y = e _ Ging.
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Exemple 2 : y”’ = -2y’ — 2y avec f(0) =0 et f/(0) = 1. On obtient y = e “sinz.
Exemple 3 : y” = —3y’ — 2y avec f(0) =0 et f/(0) = 1. On obtient y = ¢ % — e 22.
Exemple 4 : y”’ = -2y’ — y avec f(0) =0 et f/(0) = 1. On obtient y = xze .

On calcule le discriminant A et les racines «, 8 de 1’éguation caractéristique z*> —az —b =0 (Ca) :

— si A #0, alors o # 3 et la formule est y = \e®® + pef®;

—si A =0, alors @ = f = § et la formule est y = (A 4 px)e™® = X\e®® + pwe®”® (régime critique).

Dans les deux cas, les coefficients \ et p se calculent & partir des conditions initiales en résolvant un
systéme linéaire.

En général, les coefficients a, b sont réels, et on cherche une formule pour les solutions réelles :

— si A >0 alors a, 8 € R et les solutions réelles s’obtiennent en prenant A\, u € R (régime apériodique) ;

~ si A < 0 alors 3 =@ et les solutions réelles s’obtiennent en posant y = \ (régime pseudo-périodique).

Dans le second cas, il y a des formules sans complexes : si on pose a = v + iw, avec v = 5 et w > 0, une
formule alternative pour les solutions réelles est y = ¢7* (A coswz + psinwz) avec A, 4 € R (exercice 72).
Ici encore, les coefficients A et p se calculent & partir des conditions initiales en résolvant un systéme

linéaire. Une autre formule alternative est y = A\e?® cos(wx — ) avec A € R et ¢ € [0, 7].

Dans le cas ot a = 0 et b = —w? < 0, on retrouve la formule y = \coswz + psinwax avec A\, u € R, ou
encore y = Acos(wz — @) avec A € R et o € [0, 7| (régime périodique).

Remarque : si a = 0 et si y = f(z) satisfait (Hs), alors y = f(—x) aussi.

Interprétation dynamique : en I’absence de frottement, le mouvement est réversible.

Equation avec second membre : y' = ay’ + by + g(x), c’est-a-dire v — ay’ — by = g(x) (G2).

Exemple 5 : y/ = —2y' —2y+cosx avec f(0) = 0 et f/(0) = 1. On obtient y = coset2sinate *(2sinz—cosz)
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. — : _ _ : __ 3sinxz—xcosx
Exemple 6 : " = —y +sinx avec f(0) = 0 et f’(0) = 1. On obtient y = =SREZ2ST,

Exemple 7: y”" = -2y —y+ e * avec f(0) =0 et f(0) = 1. On obtient y = M

On commence par chercher une solution particuliére y = fo(z) comme pour (G1). Cas particuliers :

— si g(x) = P(x)e™” ol « est une racine simple de (Cz), on cherche une solution du type zQ(x)e®® ;

— si g(z) = P(x)e*® ol « est une racine double de (C3), on cherche une solution du type 22Q(x)e®® ;

— si g(z) = P(x) coswa ou g(x) = P(x)sinwz, et si iw est une racine de (Cz), on cherche une solution
du type z(Q(x) coswz + R(x)sinwx).

Les solutions de (G3) s’obtiennent en ajoutant cette solution particuliére aux solutions de (Hs), et les

coefficients \ et u se calculent & partir des conditions initiales en résolvant un systéme linéaire.

Remarque : si la fonction ¢ est définie et continue sur R, alors I’équation (Gi) avec f(xzg9) = yo et
f'(z0) = zo a une unique solution définie sur R. On peut aussi remplacer les conditions initiales par des
conditions auz limites f(xo) = yo et f(z1) = y1, sauf dans le cas du régime périodique (exercice 73).
Exercice 70. Montrer que y = ¢** satisfait (Hs) si et seulement si «v est une racine de (Cy).

Exercice 71. Montrer que y = ze®® satisfait (Hsz) si et seulement si « est une racine double de (Cs).

Exercice 72. Soit & = v + iw avec v € R et w > 0. Etant donné v € C, trouver \, 1 € R tels que
ve® + U™ = V() coswx + psinwz). Réciproquement, exprimer v en fonction de \ et .

Exercice 73. A quelle condition (H) admet-elle une solution y = f(z) telle que f(0) =0et f(1) =17



5 Annexe : fonctions usuelles

5.1 Valeur absolue et distance

Définition de la valeur absolue : |x| = { _;: : i i 8’
Définitions alternatives (a partir du mazimum ou de la racine carrée) : |z| = max(x, —z) = Vz2.
Quelques propriétés de la valeur absolue :

eyl <lel+lyl,  [-2l=l2l, |el=0ssiz=0  |ayl=l2llyl, Izl=r1
Remarque : la fonction f(x) = |x| n’est pas dérivable en 0 (les dérivées & gauche et & droite sont distinctes).
Définition de la distance : d(x,y) = |z — y|.
Quelques propriétés de la distance :

d(z, z) < d(z,y) + d(y, 2), d(z,y) = d(y, x), d(z,y) =0 ssi z =y.

Exercice 74. Retrouver les propriétés de la valeur absolue et de la distance a partir de leur définition.

Exercice 75. Montrer que | |z| — |y|| < |z + y|- [Appliquer la premiére propriété a v+ y et —y.]

5.2 Maximum et minimum

T siz <y,
ysiz>uy.

T sz >y,
ysiz<uy,

et min(x,y) = {

Définitions alternatives (& partir de la distance ou de la valeur absolue) :

Définition du mazimum et du minimum : max(x,y) = {

max(z, y) = m+y+2d(w,y) — m+y+2\m*y\, min(z,y) = w+y*2d(m,y) — r+y*2\m*y\_
Quelques propriétés du maximum :
max(z, r) = z, max(z,y) = max(y, x), max(z, max(y, z)) = max(max(z,y), z).

On a des propriétés analogues pour le minimum.

Exercice 76. Quelles sont les formules pour max(z + z,y + z), max(—z, —y), et max(zz,yz)?

Exercice 77. Définir le minimum & partir du maximum, et réciproquement.

5.3 Racine n-iéme

Définition de la racine carrée : si x > 0, \/z = ¥z est 'unique y > 0 tel que y? = z. Autrement dit, la
racine carrée est la réciproque de la bijection f : [0, +oo[ — [0, +00[ définie par f(x) = 2. On a donc :

vz’ =z = V2?2 (pour z > 0).

Définition de la racine cubique : si * € R, /7 est 'unique y € R tel que y* = x. Autrement dit, la racine
cubique est la réciproque de la bijection f : R — R définie par f(z) = x3. On a donc :

\3/53:1’: Va3,

Définition de la racine n-iéme : pour tout entier n > 1, on définit de méme ¢/ pour x > 0 (si n est pair)
ou pour z € R (si n est impair).

Quelques propriétés de la racine n-iéme :
/0 =0, Y1=1, {/xy = {/x 3/y (pour n pair et x,y > 0, ou pour n impair),
Y/—x = — /x (pour n impair), vi= "%/E’ rfx = ¥/ Y, v = .
Remarque : pour n > 2, la fonction f(z) = {/x n’est pas dérivable en 0 (la dérivée est infinie).

Exercice 78. Retrouver les propriétés de la racine n-iéme a partir de sa définition.
Exercice 79. Calculer la dérivée de la fonction f(z) = /x.

Exercice 80. Etudier la fonction racine carrée et la fonction racine cubique.



5.4 Exponentielle
Définition de 1’ezponentielle : exp est 1'unique application de R vers R telle que exp’ = exp et exp0 = 1.
Définition alternative (& partir du logarithme neperien) : exp x est 'unique y > 0 tel que Iny = z.
Notation : on pose ¢ = exp1l et ¥ = expx.
Quelques propriétés de ’exponentielle :

e =1, el =e, erTY = e%eY, e T = .
De plus, on a e® > 0 pour tout x € R.
Egcercice 81. Montrer que €” > = + 1. En déduire la valeur de lim,_, . €”, puis celle de lim,_,_ e*.
[Etudier les variations de la fonction f(x) =e® —xz —1.]

Exercice 82. Soit f une application de R vers R telle que f' = f et f(0) = 1. Montrer successivement
les propriétés suivantes :

f@)f(=z) =1, fla+y)f(-z)=[fly), [fle+y)=f@)f(y), [flz)>0.

[Pour la derniére propriété, montrer que f(x) est un carré.]

5.5 Logarithme

Définition du logarithme neperien : si x > 0, Inz est 'unique y € R tel que €Y = z. Autrement dit, le
logarithme neperien est la réciproque de la bijection f : R — ]0,+oco[ définie par f(z) = e®. On a donc :
e™® =z (pour z > 0), Ine” = x.

Définition alternative : Inz = [,” 1 dt.
Quelques propriétés du logarithme neperien :
Inl =0, Ine =1, Inzy =Inz +Iny (pour z,y > 0), ln%:flnz.
Définition du logarithme en base b : pour tout réel b > 1, on pose log, z = 11’:1—9; pour x > 0. En particulier,
log, 1 =0, log, b =1, et log, x = Inx. C’est pourquoi on dit que e est la base du logarithme neperien.

Définition alternative (& partir de la puissance) : log, = est 'unique y € R tel que b¥ = x.

Exercice 83. Retrouver les propriétés du logarithme neperien & partir de sa définition.
Exercice 84. Etudier la fonction logarithme neperien. [Commencer par retrouver sa dérivée.]

Exercice 85. Si x > 0 est un entier qui s’écrit avec n chiffres, que peut-on dire de log,;qz ?

5.6 Puissance
Définition de la puissance : si x > 0 et y € R, on pose z¥ = e¥!n %,
Quelques propriétés de la puissance :
20 =1, ot =z, YT = a¥a?, Y=L Y% = (2Y)?,
17 =1, (zy)* = 2*y* (pour z,y > 0), (L =1L,
De plus, on a z¥ > 0 pour tout =z > 0 et pour tout y € R.

Remarque : la puissance réelle ¥ étend la puissance entiére x™ pour x > 0. De plus, si z > 0 et n € N*
q p p p plus, ,

1 2 2 . . .
on a = = {/z. Plus généralement, si r = %’ avecp € Z et g € N*, onaz" = ¢z¥ = ¢/zP. On peut ainsi,

dans certains cas, définir la puissance rationnelle " méme si x est négatif (exercice 86).

Exercice 86. Si r = % avec p € Z et ¢ € N* premiers entre eux, quel est le domaine de définition de la
fonction f(z) = ¢/z" ? [Distinguer plusieurs cas selon la valeur de r.|

Exercice 87. Etudier la fonction f(z) = 2 pour x > 0. [Distinguer plusieurs cas selon la valeur de a.]

Exercice 88. Etudier la fonction f(x) = b* pour b > 0. [Distinguer plusieurs cas selon la valeur de b.]



5.7 Cosinus, sinus, et tangente

Définition du cosinus et du sinus : cos et sin sont les deux seules applications de R vers R telles que
{ cos' = —sin, {cosO =1,
sin’ = cos, sin0 = 0.
Définition alternative (& partir de I’ezponentielle imaginaire) : cosz = Re(e'®) et sinz = IJm(e'®).
Quelques propriétés du cosinus et du sinus :

. cos(x + = €OSX Cosy — sin x sin cos(—x) = cosx
cos o 4 sin’z = 1, { (z+y) y v, { (=) ,

sin(z + y) = sinz cosy + coszsiny, sin(—z) = —sinz.
Définition de 7 : 7 est le plus petit x > 0 tel que cosz = 0.

Définitions alternatives (exercice 91) : 7 est le plus petit x > 0 tel que sinz = 1; 7 est le plus petit = > 0
tel que cosz = —1 ou tel que sinz = 0; 27 est le plus petit > 0 tel que cosz = 1.

On en déduit que le cosinus et le sinus sont périodiques, de période 27 (exercice 91). De plus,
sinz =0 ssi x € 7Z = {nw | n € Z}, cosx=0ssiz el +7Z={%+nm|necl}
Remarque : le cosinus et le sinus n’ont pas de limite en 400 et en —cc.

sinx
cosz”

Définition de la tangente : si z € R\ (5 + 7Z) = U, cz](n — 3)7, (n + $)7[, on pose tanz =

Exercice 89. Retrouver les formules pour cos(z — y) et sin(z — y).

Exercice 90. Retrouver les formules pour cos 2z et sin 2x en fonction de cos z et sin z, puis les formules
pour cos? z et sin® z en fonction de cos 2.

Exercice 91. A partir de la définition de 7, retrouver la valeur de sin 7. En déduire les valeurs du cosinus
et du sinus en 7 et 27, les formules pour le cosinus et le sinus en = + 3, v+, et + 27, puis les variations
du cosinus et du sinus sur [0, 27]. [Commencer par étudier les variations du sinus et du cosinus sur [0, 5].]

Exercice 92. Retrouver les valeurs du cosinus, du sinus, et de la tangente en 7. [Utiliser ’exercice 90.]
Exercice 93. Retrouver les formules pour tan(z + y), tan(—x), et tan(z — y).

Exercice 94. Etudier la fonction tangente. [Commencer par retrouver sa période.]

5.8 Arc sinus, arc cosinus, et arc tangente

2, %] tel que siny = x. Autrement
é

nie par f(z) =sinz. On a donc :

Définition de 'arc sinus : si € [—1,1], arcsinz est I'unique y € [—
dit, 'arc sinus est la réciproque de la bijection f : [~F, 7] — [~1,1] d
sin(arcsinz) = x (pour = € [—1,1]), arcsin(sinz) = x (pour = € [-F, 3]).

Définition de I'arc cosinus : si @ € [—1,1], arccosz est 'unique y € [0, 7] tel que cosy = z. Autrement
dit, larc cosinus est la réciproque de la bijection f : [0, 7] — [—1, 1] définie par f(z) = cosz. On a donc :
cos(arccosz) = x (pour z € [—1,1]), arccos(cosz) = x (pour = € [0, 7]).

Définition alternative (& partir de I’arc sinus) : arccosz = § — arcsin z.

Définition de 'arc tangente : si x € R, arctanz est 'unique y € |—%, Z[ tel que tany = x. Autrement
dit, ’arc tangente est la réciproque de la bijection f : ]—%, 5[ — R définie par f(z) = tanz. On a donc :
tan(arctanz) = z, arctan(tanx) = x (pour z € |-%, T).

Définition alternative : arctanz = fom # dt.

Exercice 95. Etudier les fonctions arc sinus et arc cosinus.

Exercice 96. Etudier la fonction arc tangente. [Commencer par retrouver sa dérivée.|

Exercice 97. Calculer fol # dt.
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