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1 Calcul vectoriel

1.1 Scalaires

Dans ce cours, les scalaires sont les réels. Les opérations sur les scalaires sont la somme et le produit, qui
vérifient les identités suivantes :

At(p+v)=A+p)+v, A+0=X A+p=p+A,
AMpv) = Ay, A=A Ap=pr, A+pv=I+pury, 0X=0.

De plus, tout scalaire A a un opposé —\, tel que A + (—\) = 0, et tout scalaire \ # 0 a un inverse A1,

tel que AA\™1 = 1. On a aussi (—=A\)p = —Ap. On écrit A — p pour A\ + (—pu) et A\/p pour A\~ *.

Pour résumer ces propriétés, on dit que R est un corps.

Exercice 1. Parmi les ensembles N, Z, Q, RT, U, C, lesquels sont des corps ?

1.2 Vecteurs

Dans ce cours, les vecteurs sont les éléments de R? ou ceux de R®. Les opérations sur les vecteurs sont la
somme et le produit externe (par un scalaire). Ainsi, pour R?, on pose (z,y) + (z/,9') = (x + 2",y +¥/),
Az, y) = (Az, Ay), et le vecteur nul (0,0) est noté 0. Ces opérations vérifient les identités suivantes :

u+W+w) =(w+v)+w, u+0=u, u+v=1v+u,
Mu = MNpu), lu=u, \+pu=c+pu, Ou=0, MNu+v)=> 4+, =0

De ces identités, on déduit le fait que tout vecteur u a un opposé —u = (—1)u, tel que u + (—u) = 0. On
a aussi (—A)u = A(—u) = —Au. On écrit u — v pour u + (—v).
Pour résumer ces propriétés, on dit que R? est un espace vectoriel sur le corps R. Idem pour R3.

Interprétation géométrique des opérations sur les vecteurs :

u

Y

AU

Tout vecteur u = (x,y) € R? peut s’écrire sous la forme u = 27+ y7ou 7= (1,0) et 7= (0,1). Le systéme
7.7 est la base canonique de R?, et les scalaires x,y sont les composantes du vecteur v dans cette base.
Idem pour R3, avec 7= (1,0,0), 7= (0,1,0), et k = (0,0,1).

Exercice 2. En utilisant les identités ci-dessus, montrer que si A # 0 et Au = 0, alors u = 0.

1.3 Produit scalaire

Siu=(z,y) et v = (2/,y), on pose u-u = xzz’ + yy'. De méme, si u = (z,y,2) et v’ = (2,9, 2’), on
pose u - u' = za’ + yy' + 2z’. Autre notation : (u,u’).

C’est le produit scalaire de u par v/, qui vérifie les identités suivantes :

—

(u+v) - w=v-w+v-w, 0-u=0 Au)-v=ANu-v), v-v=0v-u.
En posant A = —1 dans la troisiéme identité, on obtient (—u) - v = —(u - v).

Le produit scalaire se calcule & partir de la table du produit scalaire (figure 1) en utilisant ces identités.
Exemple : (1,-2)-(0,3) = (—27)-37=3(¢-7— 27 J) = —6.

On dit que les vecteurs u et v sont orthogoneux et on écrit v L v sion a u-v = 0.

Exemples : 7L Jet 0 L u pour tout vecteur w.

Exercice 3. Etant donné u = (z,y) # 0, construire v # 0 tel que u L v. Idem pour u = (z,y,2) # 0.
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1.4 Déterminant dans R?
xx
vy
C’est le déterminant de u et u’, qui vérifie les identités suivantes :
det(u + v, w) = det(u, w) + det(v,w), det(0,u) =0, det(Au,v) = Adet(u,v),
det(u,u) =0, det(v,u) = — det(u,v).

=xzy —yx'.

Siu=(x,y)etu = (a',y), on pose det(u,u) =

De ces propriétés, on déduit la régle de transformation élémentaire : det(u,v) = det(u + v, v).
— ‘ z oy

/ /|-

x
'y

y/

On a aussi la régle de transposition (symétrie par rapport a la diagonale du tableau) :

Exercice 4. En utilisant les identités ci-dessus, montrer les identités suivantes :

det(u, v+w) = det(u,v)+det(u, w), det(u,0) =0, det(u, \v) = Adet(u,v), det(u,v) = det(u,v+u).

1.5 Produit vectoriel

—

z z
“, | k. Autre notation : u x u’.

vy

/ /
Siu=(x,y,2)etu =(a',y,2), on pose uNu' = Z'g, - gi, 7+

C’est le produit vectoriel de u par v’, qui vérifie les identités suivantes :
(ut+v)Aw=uAw)+@wAw), 0Au=0, u)Av=>AuAv),
uhu=0, vAu=—(uAv).

Attention : le produit vectoriel n’est ni commutatif (par exemple, 7A 7' 7A7) ni associatif (exercice 5).

Exercice 5. Trouver u, v, w tels que u A (v A w) # (u Av) Aw.

Exercice 6. Montrer que u L u Avetv L uAw.

F1G. 1 — Tables du produit scalaire, du déterminant dans R2, et du produit vectoriel

S T 7k S AT 7k
i I AT 00 det | 7 T S5 % =7
711 0 ) 710 1 N IR
710 1 J 71=1 0 Tk 0

k{0 0 1 k| 7 - 0

1.6 Déterminant dans R?

T
Siu=(x,y,2), v =@y, 2),etu ="y’ 2"), on pose det(u, v, u") = |y y: y;: =u- (u Au"),
z 2z
d’oul
! 1!
r x/ CE// y’ y” ' " ' " /i 1" o N " !
yy Yy l=x|lul =yl |tz s o n|l=2y2 —x2Y +yzxr —yrz +zry —zyxr .
JAA z oz z oz Yy

C’est le déterminant (ou produit mizte) de u,u’,u”, qui vérifie les identités suivantes :
det(u + v/, v, w) = det(u, v, w) + det(v/,v,w), det(0,u,v) =0, det(Au,v,w)= Adet(u,v,w),

det(u, u,v) = det(v, u,u) = det(u,v,u) = 0, det(v,u,w) = det(u,w,v) = det(w,v,u) = — det(u, v, w).
On a aussi une régle de transformation élémentaire : det(u, v, w) = det(u + v, v, w) = det(u + Aw, v, w).
Exercice 7. Exprimer det(v,w,u) en fonction de det(u, v, w).
Exercice 8. Calculer det(7,7,7), det(%, 7, 7), det(, 7, 2), - - - , det(E, k, E) (table du déterminant dans R?).
Exercice 9. Etablir une régle de transposition pour le déterminant dans R3.
Exercice 10. Montrer les identités suivantes :

uAN(wAw) = (u-w—(u-v)w, mAL) - (VAVY)=(u-v)(u V) —(u-v)u-v).
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2 Sous-espaces

2.1 Combinaisons linéaires

On dit que le vecteur v est combinaison linéaire des vecteurs uq, ..., u, s’il existe des scalaires A1,..., A\,
tels que v = A\ug + - - + A u,. Exemple : le vecteur w = (a,b, c) est combinaison linéaire des vecteurs
uw=(1,1,1) et v = (2, 3,4) ¢’il existe des scalaires \ et u tels que w = Au + pv, c’est-a-dire si le systéme
linéaire suivant a au moins une solution :

A+2u =a

A+3u =0

A+4dp =
C’est le cas, par exemple, pour w = (2, 1,0), mais pas pour w = (1,0, 0).
Remarque : 0 est toujours combinaison linéaire des vecteurs u1, - - . , u,. Il suffit de poser \; = --- = A\, = 0.
On dit que le systéme de vecteurs uq,...,u, est lié, ou que les vecteurs sont linéairement dépendants,
'l existe une relation linéaire non triviale, c’est-d-dire des scalaires \1,...,\, non tous nuls tels que

Aug + -+ - + Ayu, = 0. Sinon, on dit que le systéme est libre, ou que les vecteurs sont linéairement
indépendants.

Exemples :

— le systéme u est lié si et seulement si le vecteur u est nul ;

— le systéme u, v est lié si et seulement si u est nul ou s’il existe un scalaire A tel que v = Au. On dit
alors que les deux vecteurs sont colinéaires ;

— le systéme u, v, w est lié si et seulement si v et v sont colinéaires ou s’il existe des scalaires X\ et u tels
que w = Au + pv. On dit alors que les trois vecteurs sont coplanaires.

Théoréme : un systéme de k + 1 vecteurs de R* est toujours lié.
Par exemple, trois vecteurs de R? sont toujours coplanaires.

Pour déterminer si un systéme est lié, on peut utiliser les critéres suivants :

u et v sont colinéaires dans R? det(u,v) =0

u et v sont colinéaires dans R3 uANv=>0

u, v, et w sont coplanaires dans R? | det(u,v,w) =0

’

Pour u = (x,y,2) et v’ = (¢/,y/,2'), le critére de colinéarité s’écrit aussi vy

Exercice 11. Parmi les systémes de vecteurs suivants, lesquels sont liés ?

(0,0), (2,4),(3,5), (2,4),(3,6), (2,4),(0,0), (2,4,10),(3,6,14), (2,4,10),(3,6,15)

(1,1,1),(2,3,4).(1,0,0), (1,1.1),(2.3,4).(2,1,0), (1,1,1),(2,4,10),(3,6,15).

Dans le cas ou le systéme est lié, on donnera une relation linéaire non triviale.

Exercice 12. Soit u = (a, b, ¢) un vecteur non nul. Montrer que dans le critére de colinéarité pour u et
v = (z,y, ), une des trois conditions est superflue. Indication : commencer par le cas ot a # 0.

2.2 Sous-espaces vectoriels

Un sous-espace vectoriel de R¥ est un sous-ensemble de R* qui contient 0 et qui est clos par les opérations
sur les vecteurs. Autrement dit, si u,v € V, alors u+v € V, et si u € V, alors Au € V pour tout A € R.

Si uy,...,u, sont des vecteurs de R¥, ensemble V = {\ju1 + --- + Mt | A1y..., Ay € R} est un
sous-espace vectoriel de R* : c’est le sous-espace vectoriel engendré par uy,. .., u,.

Remarque : on ne change pas le sous-espace vectoriel engendré si on échange deux vecteurs, si on multiplie
un vecteur par un scalaire non nul, ou si on ajoute un multiple d’un vecteur & un autre vecteur.
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Exemples :

— le sous-espace vectoriel engendré par le systéme vide est le singleton {6} aussi appelé espace nul;

— si u est un vecteur non nul, Pensemble Ru = {\u | A € R} est la droite vectorielle engendrée par u ;

— si u et v sont deux vecteurs non colinéaires, ’ensemble Ru + Rv = {Au + pv | A\, u € R} est le plan
vectoriel engendré - par u et v. En particulier, R? = R7+ R7 est un sous-espace vectoriel de R?;

- R3 =R+ R7+ Rk est un sous- espace vectoriel de R3.

Cette liste est exhaustive : il n’y a pas d’autre sous-espace vectoriel de R? ou de R3.

En général, si V est engendré par le systéme libre u, ..., u,, on dit que ce systéme est une base de V
L’entier naturel n ne dépend pas du choix de la base : c’est la dimension de V, que I’on note dim V. Cette
dimension vaut 0 pour I’espace nul, 1 pour une droite vectorielle, 2 pour un plan vectoriel (en particulier
pour R?), et 3 pour I’espace R>.

Théoréme : tout systéme libre de n vecteurs dans un sous-espace V de dimension n est une base de V.
Exemple : le systéme (1,1), (1, —1) est libre dans le plan vectoriel R%. C’est donc une base de R2.

Théoréme (unicité de la décomposition) : si ui, ..., u, forment une base de V, tout vecteur v € V s’écrit
de fagon unique sous la forme v = Ajug + - -+ + Apup.

Exercice 13. Montrer que toute droite vectorielle de R? est engendrée par un vecteur de la forme 7'+ a’
ou bien J. De méme, montrer que toute droite vectorielle de R3 est engendrée par un vecteur de la forme
T+aj+ bk ou bien 7+ ak _ou bien k Enfin, montrer que tout plan vectoriel de R3 est engendré par deux
vecteurs de la forme 7'+ ak et 7+ bk ou b1en 7+ ajet k ou bien 7et k.

2.3 Orthogonalité

Si U est un ensemble de vecteurs de R”, alors I’ensemble U+ = {v € R* | v L v pour tout u € U} est un
sous-espace vectoriel de R* appelé orthogonal de U.

Exemples :

— si u = (a,b) # (0,0), alors {u}* = {(z,y) € R? | az + by = 0} est une droite vectorielle de R?;

- siu=(a,b,c) # (0,0,0), alors {u}* = {(z,y,2) € R® | az + by + cz = 0} est un plan vectoriel de R?;

—si u = (a,b,c) et v’ = (a’,b,c’) sont deux vecteurs non colinéaires, alors {u,u'}+ = {u}*t N {v'}+ =
{(z,y,2) ER3 | ax + by + cz =0 et 'z + b'y + 2z = 0} est une droite vectorielle de R3.

Autrement dit :

— dans R?, une équation linéaire homogéne non nulle définit une droite vectorielle

— dans R3, une équation linéaire homogéne non nulle définit un plan vectoriel, et deux équations linéaires
homogeénes indépendantes définissent une droite vectorielle.

Pour trouver une base, on résout ’équation ou le systéme linéaire (méthode du pivot).

Exemple : {(1,2,3)}* = {(2,y,2) € R3 |2+ 2y +32 =0} = {(-2y — 32,¥,2) | y, 2 € R} = Ru+ Rov avec
= (=2,1,0) et v = (—3,0,1).

Propriétés de ’orthogonalité :
siUcValosVtcU', UcU', U'=U""

Si V est un sous-espace vectoriel, alors V = V1. Si U = {us,...,u,} et V est le sous-espace vectoriel
de R* engendré par ui,...,uy, alors V1 = U, et donc V = Uil

Dans R?, 'orthogonal d’une droite vectorielle est une droite vectorielle. Dans R3, I'orthogonal d’une droite
vectorielle est un plan vectoriel. De plus, ’orthogonal de 1’espace nul est R*. On a donc :

| dim V + dim V1 = k.|

Exercice 14. Trouver une base pour chacun des sous-espaces vectoriels suivants :

(LD, {@23)F {(LLDM, {23,491 {(1,1,1),(2,3,4}, {(1.1,1),(2,3,4),(1,0,0)} .

Exercice 15. Montrer les trois propriétés de ’orthogonalité.
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2.4 Sous-espace affines et équations paramétriques

Un sous-espace affine de R* est un sous-ensemble de R¥ de la forme A = ug +V = {ug + v | v € V} ot
ug € RF et V est un sous-espace vectoriel de R¥. On a alors ug € A, et A = u + V pour tout © € A. On
dit que A est le sous-espace (affine) passant par ug et paralléle ¢ V : il s’obtient en translatant V. On dit
aussi que V est la direction de A. La dimension de A est celle de V.

Remarque : un sous-espace vectoriel est un sous-espace affine qui contient 0.

Exemples (pour ug quelconque dans R¥) :

— le singleton {ug} est un sous-espace affine appelé point ;

— si v est un vecteur non nul, up + Rv = {ug + Av | A € R} est la droite passant par ug et paralléle a v.
Si ug = (zo, yo) et v = (a,b), cette droite est définie par un systéme de deux équations paramétriques :

T = xg+al
Y = Yo+ bA

Dans ce systéme, les scalaires xg, yq, a, et b sont des constantes, et le paramétre A est une variable
scalaire qui sert & paramétrer la droite. De méme, une droite de R3 est définie par un systéme de trois
équations paramétriques avec un parameétre.

— si v et w sont deux vecteurs non colinéaires, ug + Rv + Rw = {ug + Av + pw | A\, € R} est le plan
passant par ug et paralléle & v et w. En particulier, R? est un sous-espace affine de R2. Un plan de R3
est défini par un systéme de trois équations paramétriques avec deux paramétres ;

— R? est un sous-espace affine de R3.

Cette liste est exhaustive : il n’y a pas d’autre sous-espace affine de R? ou de R3.

On peut aussi définir un sous-espace affine de dimension n & partir de n + 1 points. Par exemple, si u et
v sont distincts, la droite passant par u et v est la droite passant par u et paralléle & v — u. De méme, si
u, v, et w ne sont pas alignés, c’est-a-dire si v — u et w — u ne sont pas colinéaires, le plan passant par u,
v, et w est le plan passant par u et paralléle & v — u et w — u.

Exercice 16. Donner le systéme d’équations paramétriques pour le plan passant par ug = (g, Yo, 20) €t
parallele a v = (1,1,1) et w = (2, 3,4).

Exercice 17. Donner un systéme d’équations paramétriques pour la droite passant par (2,1) et (1,2),
pour la droite passant par (1,2,3) et (2,1,4), et pour le plan passant par (1,2,3), (2,1,4), et (3,3,2).

Exercice 18. Montrer que la droite passant par u et v est ’ensemble {\u+puv | A\+p = 1} des barycentres
de u et v. Etablir un résultat analogue pour le plan passant par u, v, et w.

2.5 Equations cartésiennes

Si u = (a,b) # (0,0) et c est un scalaire, 'ensemble {v € R? | u-v = ¢} = {(x,y) € R? | ax + by = ¢}
est une droite de R? de direction {u}'. Dans ce cas, on dit que 1’équation linéaire az + by = ¢ est non
dégénérée. C’est une équation cartésienne de la droite.

Exemple : pour u = (1,1), ’ensemble {v € R? |u-v =1} = {(z,y) € R? | x+y = 1} est la droite passant
par (1,0) et parallele a (1,—1).

De méme, si u = (a,b) et ' = (a’,b’) sont deux vecteurs non colinéaires et c,c¢’ sont des scalaires,
I'ensemble {v € R? |u-v =cetu' -v =} ={(z,y) € R? |ax + by = cet a’x + b'y = ¢’} est un point
de R? : c’est I'intersection des deux droites d’équations cartésiennes ax + by = c et a’x + b’y = ¢/. Dans
ce cas, on dit que les deux équations linéaires sont indépendantes.

Exemple : I'intersection des deux droites d’équations cartésiennes v +y =1 et x —y = 0 est {(3,3)}.

Ainsi, dans R?, une équation linéaire non dégénérée définit une droite et deux équations linéaires indé-
pendantes définissent un point. De méme, dans R2, une équation linéaire non dégénérée définit un plan,
deux équations linéaires indépendantes définissent une droite, et trois équations linéaires indépendantes
définissent un point.
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Pour trouver un point et une base de la direction d’un sous-espace affine défini par une ou plusieurs
équations cartésiennes, on résout I’équation ou le systéme linéaire. Réciproquement, pour trouver une
équation ou un systéme linéaire & partir d’un point et d’une base, on peut utiliser les critéres de colinéarité
ou de coplanarité.

Exemples :
— siug = (29, y0) et v = (a,b) # (0,0), la droite ug + Rv a pour équation cartésienne

T—Togal| .
y—yo b ’ =0;
— si ug = (o, Y0, 20) et v = (a,b,c) avec a # 0, la droite ug + Rv a pour équations cartésiennes (voir
Pexercice 12)
r—x0al| _|x—1x9 a
Y—% b |z—z ¢
— si ug = (20, Y0, 20), €t s v = (a,b,c) et v/ = (d/, b, ') ne sont pas colinéaires, le plan ug + Rv + Rv’ a
pour équation cartésienne

-

T —x a a
y—vyo bV |=0, ouencore (r—0,y—Yo,2— 20)(vAV)=0.
z—2zy cc

Exercice 19. Trouver un point et une base de la direction pour le sous-espace affine défini par chacun
des systémes suivants :

r+y+z=1

2043y =1, 2x+3y+4z=1, {2m+3y—|—4z _3

Exercice 20. Donner un systéme d’équations cartésiennes pour chacun des sous-espaces affines suivants :

(1,0) + R(2,3), (1,0,0)+R(2,3,4), (1,0,0)+R(2,3,4) +R(1,1,1).

Exercices supplémentaires sur les sous-espaces affines

Exercice 21. Trouver l'intersection du plan d’équation =z — 3y + 5z = 1 avec la droite d’équations
% = y_—+21 =z+1.

Exercice 22. Trouver l'intersection du plan passant par les trois points (—3,1,4), (0,—1,1) et (—1,0,1)
avec le plan d’équation z + y + 2z = 3.

Exercice 23. Donner I’équation générale d’un plan passant par (0,1,3) et (1,1,2).

Exercice 24. Soit A la droite passant par les points (—1,0, 1) et (0,2, 1). Donner un systéme d’équations
paramétriques pour A, puis pour la droite Ay passant par le point (0,3,1) et coupant A au point
correspondant  la valeur A du paramétre. En déduire que la réunion des droites A, forme un plan dont
on donnera un systéme d’équations paramétriques, puis une équation cartésienne.
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3 Applications a la géométrie

3.1 Norme et distance

Siu=(x,y)€R? alors u-u = 2%+ y? > 0. On pose ||u|| = /u-u = /22 + y* (norme de u). Idem pour
u € R3. Si ||u|| = 1, on dit que le vecteur u est unitaire. Propriétés de la norme :

IXall = AUl el = 1ol < Jlu+oll < Jlull + [[o]l, Jul =0 si et seulement si u = 0.

On a |[u+v|? = |Jul|?+]|/v||* +2(u-v). Donc ||u+v||? = |[u||® + ||v]|? si et seulement si u L v (Pythagore).
On a aussi (u-v)? + det(u,v)? = ||ul|?||v]|? (dans R?) et (u-v)? + |[u Av||*> = ||Ju|?||v]* (dans R?), d’ou
- of < Hlullloll,  [det(u,v)] < [lull o]l [luAvll < full vl [det(w, v, w)] < [l o] lw]-

La distance entre u et v est d(u,v) = ||v — ul|. Des propriétés de la norme, on déduit :
|[d(u, v) — d(v,w)| < d(u, w) < d(u,v) +d(v,w), d(u,v) =0 siet seulement si u = v.
Application : I’équation du cercle (ou de la sphére) de centre ug et de rayon r est ||u — ugl|? = r2.

Exemple : I’équation du cercle de centre (1,0) et de rayon 2 est (z—1)% +y? = 4, soit 2% +y? —22—3 = 0.

Exercice 25. Montrer les identités (u - v)? + det(u,v)? = ||ul]?||v]|? et (v-v)? + |[u Av||? = |Ju]|?|v]?.
Exercice 26. Calculer les trois cotés du triangle (1,0, 0), (0,1,0),(0,0,1).

Exercice 27. Quelle est I’équation de la sphére de centre (2, 3,4) et de rayon 57

Exercice 28. Quel est I’ensemble défini par I’équation 22 +y> + 2z — 6y —6 =07

Exercice 29. A quelle condition I’équation 22 + y? + ax + by + ¢ = 0 définit-elle un cercle ? (On précisera
le centre et le rayon de ce cercle.)

3.2 Projections orthogonales

Si v est un vecteur non nul, tout vecteur u se décompose de fagon unique en u = u’ +u” avec v’ € Rv et
u” € {v}+. 1l suffit de poser
;) U-v " o__ /
===, u =u—u
o]
Le vecteur u' (respectivement u') est la projection orthogonale de u sur Rv (respectivement sur {v}).
La distance entre u et la droite (ou le plan) {v}+ est d(u, {v}*) = ||v/||. De méme, la distance entre u et

la droite Rv est d(u, Rv) = ||u”||. On a donc :

Alw {o}) = |det|il|t|’v) ||u||2|v H

Exemple : si v = (1,2), les projections orthogonales de u = (x,y) sur les droites Rv et {v}* sont les

vecteurs u/ = (LE2Y 22 o o = (£ 24 —2LH0) On a d(u, {v}t) = |I+2y‘ et d(u,Rv) = |21_ng

On définit aussi la distance entre u et une droite ou un plan affine : d(u, ug + {v}*) = d(u — ug, {v}+) et
d(u, ug + Rv) = d(u — uo, Ro).

Application : I’équation du cylindre d’axe ug + Rv et de rayon 7 est ||(u — ug) A v||? = r?||v

ju- vl

d(u, Rv) = (dans R?), d(u,Rv) = (dans R3).

loll

I2.

Exemple : I’équation du cylindre d’axe (0,0,2) + R(1,1,0) et de rayon 3 est :

2
‘;H +] .2 20‘ +|. 90| =18, soit a®+y? 4222 - 20y —82—10=0.

Exercice 30. Calculer la distance entre u = (z,y, z) et le plan vectoriel d’équation az + by + cz = 0, puis
la distance entre u et le plan affine d’équation ax + by + cz = d. Indication : considérer le plan vectomel
comme l'orthogonal d’un vecteur.

Exercice 31. Calculer I’équation du cyclindre d’axe R(0,1,1) et de rayon 2, puis l'intersection de ce
cylindre avec le plan d’équation z = 0. Quelle est la forme de cette intersection ?

Exercice 32. Pour u = (a,b) et v = (¢, d) donnés, montrer que d(u, Rv) est la distance minimale entre
u et un \v quelconque. Indication : étudier les variations de la fonction f(\) = d(u, Av)2.



Algepre lineaire. DibUG VIADO, MIIAS et oVl 1ere annee. Lalont & Lazzarinl. o janvier Z0UJ. o]

3.3 Angle
Si u et v sont deux vecteurs non nuls de R?, 1’angle uv entre u et v est 'unique 0 € |—m, 7] tel que
. det
cosezﬁ, sin@:m.
[l o] [l [[o]

Remarque : on a u L v si et seulement si uv = £7. On dit que deux vecteurs unitaires u et v forment
une base orthonormée directe de R* si on a uv = %, c’est-a-dire u - v = 0 et det(u,v) = 1.

Si u et v sont deux vecteurs non nuls de R3, 1’angle uv entre u et v est Punique 6 € [0, 7] tel que

cosf = “v sinf = A vl
[[wll o]’ [[ull o]l

Remarque : on prend @ € [0, 7] car dans l'espace R?, il n’y a pas de fagcon canonique de distinguer les
angles 0 et —0 (alors que dans le plan R?, I’orientation permet de les distinguer).
Exercice 33. Calculer les trois angles du triangle (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1).

Exercice 34. Pour v = (0,0, 1), calculer ’équation du cone {u € R® |wvo = § + }.

3.4 Aire et volume

On note A(u,v) Paire du parallélogramme défini par les vecteurs u et v de R2. L’aire orientée A(u,v)
est définie par :

A(u,v) = A(u,v) siuwo >0,  A(u,v) = —A(u,v) siuv <0, A(u,v) =0siav =0 ou .
Quelques propriétés de ’aire orientée :

Alu, v+ w) = A(u,v) + Alu,w),  Alu, ) = AM(u,v), A, u) = —A(u,v), AT =1

AU

S S
En utilisant ces propriétés, on montre que A(u,v) = det(u,v), d’ou A(u,v) = | det(u, v)].
De méme, laire du parallélogramme défini par deux vecteurs u et v de R3 est A(u,v) = |lu Av]|.

On peut aussi définir le volume orienté ]N/(u,v,w) du parallélépipéde défini par les vecteurs u, v et w
de R3, et on montre que V(u,v,w) = det(u,v,w). Le volume du parallélépipéde est donc V(u,v,w) =
| det(u, v, w)].

Exercice 35. Quelles sont les aires des figures suivantes :

SR

Exercice 36. Calculer 'aire du triangle (1,0, 0), (0,1,0),(0,0,1).
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4 Calcul matriciel

4.1 Applications linéaires et matrices carrées

On dit qu’une application f : R¥ — R* est linéaire si elle vérifie les propriétés suivantes :

fluto) = flu)+ fv),  fOu) =Af(u).

Exemples (dans R?) :

- f(z,y) = (azx,ay) (homothétie de rapport a). Cas particuliers : a = 1 (identité), a = —1 (symétrie
centrale), a = 0 (application nulle) ;

- flz,y) = (az,y) (affinité orthogonale d’axze RJ et de rapport a). Cas particuliers : « = —1 (symétrie
orthogonale d’aze R)), a = 0 (projection orthogonale sur l'aze R});

- flz,y) = (y,x) (symétrie orthogonale d’aze R(7+ J));

- f(z,y) = (xcosf — ysinb,xsin + y cos @) (rotation d’angle 0).

Toute application linéaire f : R? — R? est de la forme f(x,y) = (azx + by, cx + dy). On représente le

vecteur u = (z,y) par sa matrice colonne U = (Z) et Papplication f par sa matrice carrée (d’ordre 2)

A= <CCL 2) qui s’obtient en juxtaposant les matrices (g) et (2) des vecteurs f(7) et f(7). La matrice

am—f—by)

du vecteur f(u) est alors le produit AU = ( cx + dy

Exemples : les matrices des vecteurs 7, 7, et 0 sont respectivement (1) (?), et (8) La matrice de

I’identité est I = <(1) (1)) (matrice identité) et celle de 'application nulle est 0 = ( ) (matrice nulle).

De méme, toute application linéaire f : R® — R3 est représentée par une matrice carrée d’ordre 3.

Exercice 37. Ecrire la matrice de f pour chacun des exemples ci-dessus.

Exercice 38. Donner une interprétation géométrique pour les matrices carrées suivantes :

G G D Gn (D (28 (27

-1 0 O -1 0 0 10 0 001 cosf —sinf 0
0 -1 0 0 —-10 01 0 100 sinf cosf 0
0 0 -1 0 01 00 -1 010 0 0 1

4.2 Opérations sur les matrices

IR
N[ N[
w

N

La somme et le produit externe sont définis de facon évidente sur les matrices colonnes et sur les matrices
carrées. Cas des matrices carrées d’ordre 2 :

(ea)+ (o) =(ereirh) A(eh) =),
Les propriétés de ces opérations sont les mémes que pour les vecteurs. Cas des matrices carrées :
A+(B+C)=(A+B)+C, A+0=A, A+B=B+A,
(A)A = XpA), 1A=A, A+pA=XA+pA 0A=0, MNA+B)=XA+AB, X0=0.

Le produit de deux matrices carrées est défini de telle sorte que l'on ait (AB)U = A(BU). Cas des

matrices carrées d’ordre 2 :
(o) (h)=(wiiatim)
Propriétés du produit :
(AB)C = A(BC), (A+B)C=AC+BC, A(B+C)=AB+ AC,
IA=A=AI, 0A=0= A0, (M)B=XAB) = A(\B).
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On a des propriétés analogues pour le produit d’une matrice carrée par une matrice colonne.

Attention : le produit des matrices n’est pas commutatif (exercice 39). On dit que deux matrices A et B
commutent si on a AB = BA. De méme, si AB = 0, on ne peut pas en déduire que A =0 ou B =0.

Remarque : si A est la matrice de f : R¥ — R* et B est la matrice de g : R¥ — R¥ alors A + B est la
matrice de f + g et AB est la matrice de fog.

Exercice 39. Calculer SP, PS, et (SP)? pour S = ((1) (1)> et P= (é 8)

Exercice 40. Calculer les produits suivants :

(a 0) a 0 <1 a)(l a') (a—b) a =b (cos@—sin@) cosf —sin€’
0b 0v 01 01 b a vV od sinf cosf sinf’ cos @’
Exercice 41. Pour chacune des matrices de 1’exercice 38, calculer A2, A3, puis A" pour tout n > 0.

Exercice 42. A quelle condition a-t-on lidentité (A + B)? = A% + B? + 2AB? Méme question pour
(A+ B)(A— B) = A2 — B2,
Exercice 43. Soit A = ((1) %) Calculer A%, A3, A*, A5, puis A™ pour tout n > 0. Indication : Montrer

que A" = ( Z 1 u 11> ot la suite (un)nen vérifie une relation de récurrence.
n mn

4.3 Déterminant et inverse

Le déterminant d’une application linéaire f : R? — R? et de sa matrice A = (CCL 2) est

det f = det A = det(f (7). /(7)) = | & b | = ad b

Si u,v € R% on a det(f(u), f(v)) = det f det(u,v). Autrement dit, le déterminant det f est le facteur de
changement d’aire de f. On définit de méme le déterminant d’une application linéaire f : R> — R3 et de
sa matrice carrée d’ordre 3 : c’est le facteur de changement de volume de f.

Propriétés du déterminant d’une matrice carrée d’ordre & :
det(AB) = det Adet B = det(BA), detI =1, det(AA) = \*detA.

On dit qu’une matrice A est inversible s’il existe une matrice A’ telle que AA’ =1 = A’A. Cette inverse
A’ est unique (exercice 46) et se note A~1. On a donc

AA T =T=A714, (A H'1=A

Théoréme : pour une matrice carrée d’ordre k, les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. la matrice A est inversible;
2. les colonnes de A sont linéairement indépendantes ;
3. les lignes de A sont linéairement indépendantes;
4. le déterminant de A est non nul.

Cas des matrices carrées d’ordre 2 : pour A = (Lcl Z), ona Al = deiA ( d _b).

—c a
—1 — -2 1
Exemple:(éi) =—%<,43 12>:<% _%>

Remarque : si A est la matrice de f, alors A est inversible lorsque f est bijective et dans ce cas, A~! est
la matrice de la bijection réciproque f~!.

Exercice 44. Inverser les matrices suivantes :
a0 1a a —b cosf) —sinf
0b 01 b a sinf cos6
Exercice 45. Inverser les matrices (inversibles) de ’exercice 38.

Exercice 46. Montrer que si A’/A =1= AA", alors A’ = A”.

Exercice 47. Si A est inversible, que vaut det(A~1)?
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4.4 Matrices et systémes linéaires

’

7 .

.. (ab (= P ’a . - R ar+by = x
Si A= (C d)’ U = (y) et U' = <y,),1equat10n AU = U’ correspond au systéme {c:z;—l—dy —y

Si A est inversible, cette équation équivaut & U = A~'U’. Autrement dit, on résout le systéme ci-dessus
en inversant la matrice A, et réciproquement. Cela donne une méthode pour inverser les matrices.

42y =a

Srdy =y On obtient le

Exemple : pour inverser la matrice A = ( :1)) i), on résout le systéme {

x = —2a ! -2 1 . .
systéme { ;C/ 3 2,56 ﬁz, et donc A~! = ( 3 1 ) Attention & l'ordre des variables!
=37 —3 2 T2

Remarque : Si A n’est pas inversible, les équations ne sont pas indépendantes. On peut toujours résoudre
le systéme, mais on ne peut pas exprimer z et y en fonction de =’ et y’.

En fait, cette méthode est surtout utile pour les matrices carrées d’ordre 3 ou plus.

Exercice 48. Calculer z” et y” en fonction de x et y sachant que

' = ax + by " = dx’ + by
y/ — Cl‘+dy 9 y// — C/I/+d/y/ .

Si A est la matrice associée au premier systéme et B est la matrice associée au second systéme, quelle
est la matrice associée au systéme ainsi obtenu ?

Exercice 49. Inverser les matrices suivantes :

a00 lab a—-b0
0b0 01c b a0
00¢c 001 0 0 ¢

Dans chaque cas, on calculera le déterminant de la matrice et de son inverse.

Exercice 50. Inverser les matrices suivantes :

1 31 111
0-11 1 23
2 5 2 -123
Dans chaque cas, on calculera le déterminant de la matrice et de son inverse.

4.5 Changement de base

Si les vecteurs 7’ = a7+ ¢7 et 7' = b7’ + dj forment une base de R2, c’est-a-dire s’ils sont linéairement
indépendants, tout vecteur u = (z,y) = 27+ yJ s’écrit de fagon unique sous la forme v = 2'7"+ y'7". Le
passage d’une décomposition & l'autre se fait en utilisant la matrice de passage P de 7,74 7", 7", et son
inverse P~1, qui est la matrice de passage de 7",77 47,7 :

(=r() (5)-7(5). o P=(2h).

Les colonnes de P sont les matrices colonnes de 7’ et 7” dans la base 7, 7, et les colonnes de P! sont les

=

matrices colonnes de 7’ et 7 dans la base 77, 7"
Si f est ’application linéaire de matrice A, on peut calculer la matrice colonne V' de f(u) dans la base
=1

7”, 7" & partir de la matrice colonne U’ de u dans cette méme base :

1
Exemple : pour /=74 7et 7’=7—7ona P = =1y o p1— (2
11

MM

V' =AU, ou A =P AP

On dit que A’ = P~ 'AP est la matrice de f dans la base 7”,7". Les colonnes de A’ sont les matrices
colonnes de f(7”) et f(7”) dans la base 7", 7"
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Remarque : en particulier, A est la matrice de f dans la base canonique 7, 7. Ainsi, A et A’ = P~'AP
représentent la méme application linéaire f dans deux bases différentes : on dit que les matrices A et A’
sont semblables.

Exemple : pour /=747, 7'=7—7,et A= (?(1)),0naA': <(1) _01>

=

Exercice 51. Soit f 'application linéaire de matrice A. Calculer la matrice A’ de f dans la base 7”, )" ou
7"=7+ Jet 7= 7— 7 dans les cas suivants :

10 10 0 -1 0 —1
a=(p1) 4=(00) 4=(10) 4=("10) A:(
Exercice 52. Si B = P~!AP, trouver une formule pour calculer B" & partir de A™ pour tout n € N.

N[ N[
N[ N[

Exercice 53. Soit f ’application linéaire de matrice A = (8 _31 )

1. Déterminer les réels ) tels que Vy = {u € R? | f(u) = Au} contient des vecteurs non nuls.

2. Pour chacun des ) ci-dessus, montrer que V) est une droite vectorielle dont on donnera un vecteur
directeur.

3. Montrer que 'on peut choisir une base 77,7 de R? telle que f(7”) est colinéaire & 7", et f(7) est
colinéaire & 77, et donner la matrice B de f dans cette base.

4. Calculer B™ puis A™ pour tout n € N.

1
—=3

Exercice 54. Méme exercice que précédemment pour A = ( 2 9 )
T2

Exercices supplémentaires sur les matrices

Exercice 55. Dans le plan ou dans l’espace, quel est le déterminant d’une rotation, d’une symétrie
centrale, d’une symétrie orthogonale par rapport & une droite vectorielle, d’une homothétie de rapport
a, d’une projection orthogonale sur une droite vectorielle ? Dans 1’espace, quel est le déterminant d’une
symétrie orthogonale par rapport & un plan vectoriel, d’une projection sur un plan vectoriel ?

. " , . . ab
Exercice 56. Trouver une condition nécessaire et suffisante pour que la matrice A = ( c d) commute

avec toutes les autres matrices carrées d’ordre 2. Indication : utiliser B = ((1) 8) et C = (8 (1))
Exercice 57. Quelles sont les matrices semblables & <8 2) ? Indication : commencer par le cas ot a = 1.

Exercice 58. Si A = (CCL 2), on pose Tr A = a + d. Montrer que Tr(AB) = Tr(BA). En déduire que
Tr(A) = Tr(A’) si A et A’ sont des matrices semblables.

cos’f sinfcosf )

. . . , e . _
Exercice 59. Soit 6 € [0, 27| et soit f ’application linéaire de matrice A = (sin Dcosd  sin 0

1. Calculer A2.

2. Soit 77 = cos 07+ sin 7. Montrer que pour tout u € R? on a f(u) = (u-7")7".

3. Déterminer le vecteur 77 tel que 7’ et 7’ forment une base orthonormée directe de R2.
4

. Ecrire la matrice de f dans cette nouvelle base.

Exercice 60. Discuter suivant les valeurs du scalaire a les solutions de I’équation matricielle AU = V ou

a—35 4
A= 1 —a3 s V = 2 .
9 —-Ta 0



