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Semestre 2 Solutions pour Examen partiel 2007-2008

1. Soient A, X, et S des espaces de probabilité
A=1{AB,CD}, X={UVXY,Z2}, S={IS,NE}

avec les probabilités suivantes :

z |A B CD z |U VXY Z z |I 8 N E
() 111 1 (2) 111 11 (@) 11 1 1
T)|l=- = - = )|z = = = = )|l - = = =
P78 3 22 PWi3 3999 "WI1 156 3
et soient Cy : A — {0,1}*, Cy : X — {0,1,2}* et C5: S — {0,1}* les codages :
r | A B C D z |UV Y Z r |I 8 N E
z) |111 110 10 0 z)|2 1 2 01 00  Cs(z)[10 01 00 1

a. Calculez les entropies de A, X, et S, et déterminez les espérances mathématiques
des longueurs des mots dans C4(A), Cy(X), et C3(S).

b. Lesquels de ces codages sont uniquement décodables et lesquels sont optimaux ?

c. Comparez les espérances mathématiques des longueurs des mots de code avec
les entropies.

d. Pour chacune de ces comparaisons, déterminez si elle est compatible avec le
théoreme codage source de Shannon, ou sinon, expliquez pourquoi.

Solution.

a. Les entropies et espérances des longueurs sont :

X H(X) E(Sc,)
A 7/4 774
X 4/3logy(3) = 2.113 4/3
S T/6+1/2logy(3) =1.959 5/3

b. Les codes C et (5 sont des codages préfixes, alors uniquement décodables,
mais C3(IE) = C3(ES) (ou Co(ENE) = C5(IS)), alors C3 n’est pas uniquement
décodable. Parmi les codages uniquement décodables, C' et C5 sont optimaux
(seulement les codages uniquement décodable — tel que son extension C' : X* —
B* est sans perte — peut étre optimaux).



c. On a trouvé que les codages ' et Cy sont optimaux avec les comparaisons :

H(A) = B(Sc,) = 7/4
H(X) = E(Sc,) logy(3) = 4/3logy(3)
H(S) > E(Scy).

car 7/6 + 1/2log,(3) > 7/6 + 1/2 = 5/3. Le facteur log,(3) est nécessaire
parce que c¢’est un codage en {0, 1,2}*. Pour les codage binaires, ce facteur est
log,(2), qui est égal a 1.

d. La derniere comparaison semble étre un contradiction au théoreme de Shannon,
mais le borne du théoreme H(S) < E(S¢,) n’applique pas parce que C3 n’est
pas uniquement décodable.

Remarque. Pour un codage uniquement décodable C' : X — {0,1,...,m}*,
le borne H(X) < E(S¢)log,(m) est toujours verifié, mais selon le théoréeme de
Shannon (codage source), il existe un tel codage qui aussi verifié

H(X)
B(Se) < 1 tmy !

2. Soit I' = {«, 3,7, d,e} un espace de probabilité avec des probabilités suivantes :

x | a B v 0 ¢
p(x)|0.4 0.3 0.1 0.1 0.1

a. Trouvez un codage binaire préfixe B avec l'espérance mathématique de lon-
gueur borné par H(I') + 1.

b. Trouvez un codage préfixe C': T' — {0, 1,2}* avec E(S¢)log,(3) < E(Sp), ou
Sp(z) et Sc(x) sont les longueurs des mots B(z) et C(z).

Remarque : Vous pouvez utiliser l'estimation log,(3) = 1, 585.

Solution. Pour B nous prenons un codage de Huffman, mais les probabiités sont
plus proches a des puissances de 3 (0.333, 0.111) que des puissances de 2 (0.50,
0.250, 0.125). Par conséquence, les valeurs de — log;(p(x)) sont plus proches a des
entiers, et nous trouvons un codage préfixe C' avec longueurs des mots de code qui
sont proche a ces entiers.

x_p(x) —logy(p(x)) B(x) Sp(x) —logs(p(x)) C(x) Sc(x)
a 04 1.32 0 1 083 0 1
3 0.3 1.76 10 2 1.10 1 1
v 0.1 3.32 110 3 2.09 20 2
5 0.1 3.32 1110 4 2.09 21 2
e 0.1 3.32 1111 4 2.09 22 2

a. Comme B est un codage de Huffman, il verifié le borne E(Sgp) < H(T'
b. On calcule E(S¢)log,(3) = 1.31log,(3) < 1.3-1.6 = 2.08 < E(Sp)

)+ 1.
2.1.



3. Soit C': X ={a,b,c,d,e} — {0,1,2}* le codage
C(a) =0, C(b) =1, C(c) =20, C(d) =21, C(e) = 22,

étendu a X* par C(x;...x,) = C(xy)...C(xy).

a. Trouver les mots de codes de C'(X*) dans {0,1,2}" pour n = 1 et n = 2. Quels
mots de {0, 1,2}" ne sont pas dans C'(X*) N {0,1,2}"7

b. Démontrez 1’égalité

|IC(X*)n{0,1,2}" >2-3""'. [corrigd]

c. SiT: X — A est un codage, tel que pour un € > 0, la borne
T(X7) N A"| > e[ A"

est vérifiée, trouvez le taux de transmission de 7T'. Par conséquence, quel est le
taux de transmission de C'?
Solution.

a. Par calcule explicite, on trouve
C(x*)n{0,1,2} ={0,1} et C(X*)N{0,1,2}* = {00,01, 10, 11, 20, 21, 22}.

En générale, les mots de code de longueur n sont ceux qui ne termine pas avec
un nombre impair de 2.

b. Pour chaque z---x, 1 dans {0,1,2}""! et chaque x, dans {0,1}, le mot
T =Ty 17, est dans C(X*). Alors |C(X*) N {0,1,2}" > 2-3""1. Plus
precisement,

IC(X*)N{0,1,2}" =2(3" 1 +3" 3 4 ... + 39,

ou e = 0 si n est impair et e = 1 si n est pair.

c. Par définition,

r = lim sup log, [T/(2™) N.A"] > lim sup 710g2(6|¢4”|)
P T log (A i log, (1))
1 l
oy M0B(AD +logs(e) _
n—oo nlOgQ(‘AD

Le taux de transmission et alors 1 pour C, en prennant ¢ = 2/3.



4. Supposez qu'un canal binaire symétrique a probabilité d’erreur 0.1, et, pour ¢ = 1,
2 et 3, que C; : {0,1}" — {0,1}* sont les codages suivants
Ci(w1) = m121,
Co(7122) = 21027173 o0 T3 = Ty + T,

C3(z12273) = T1T2X3T4T526 OU Ty = Ty + Tg, Ty = X1 + X3, et x5 = To + T3,

pour I’addition binaire modulo 2.

a. Est-ce qu’il est possible d’avoir un codage correcteur d’erreurs avec taux de
transmission 1/2, tel que la probabilité qu’un mot re¢u ne puisse pas étre
corrigé est moins que 107167

b. Quels sont les distances minimums de ces codages ?

c. Pour C3 = C5({0,1}?), combien de mots est-ce qu'il y a dans U B(z,1)7

z €Cs

d. Pour une stratégie de correction d’erreurs, qui, pour chaque mot recu y, re-
tourne le mot de code z € Cs si y est dans B(z, 1), ou y si aucun tel mot x
existe : (i) quelle est la probabilité qu'un mot re¢u n’est pas corrigé en un mot
de code, et (ii) quelle est la probabilité qu'un mot recu est corrigé en un mot
de code autre que le mot transmis ?

Remarque : Vous pouvez utiliser I’estimation
H(0.1) = —0.110g,(0.1) — 0.910g,(0.9) = 0.469.

Pour 4.d. vous pouvez utiliser I’observation que les probabilités sont indépendantes
du mot transmis, et supposer que 000000 est le mot transmis.

Solution.

a. Oui. Selon le théoreme de Shannon (canal bruyant), il existe un tel codage car
r=1/2<C=1-0.469 = 0.531.

b. Les distances minimums sont d(C4) = d(Cy) = 2 et d(C3) = 3.

c. On a |B(z,1)] = 7, et alors I'union de huit boules a 56 éléments (comme
d(C3) = 3, les boules sont disjoints).

d. (i) Pour un canal bruyant avec probabilité d’erreur ¢ = 0.1, la probabilité de
correction de zéro ou d’un erreur est :

1
> (,)5(1 — )% = 0.9° 4 6(0.1)(0.9)° = 0.885735
)

=0



(ii) Le complement de cette probabilité sont les mots qui ne sont pas corrigés
ou qui sont corrigés vers le mauvais mot :

6
Z ( ) (1 —¢)%"=1—0.885735 = 0.114265.

=2

Mais il y a huit mots exceptionels y (les 64 mots moins les 56 dans les boules
B(x,1)) qui sonts a distance au moins 2 de tous les mots de codes :

C(X) y  d(000000,y)
000000 100001 2

001011 101010
010101 110100
011110 111111
100110 000111
101101 001100
110011 010010
111000 011001

WNDN WD WW

Ce sont les mots qui ne seront pas corrigés. Si on suppose que 000000 est le mot
transmis, il y a trois mots exceptionels a distance 2, quatre mots exceptionels a
distance 3 et un mot exceptionel a distance 6. Il faut enlever la probabilité de
ces mots non-corrigés pour trouver la probabilité d'une mauvaise correction :

ZG:( ) (1—e)%"— (31 —e)' +4£%(1 —g)® + &%) = 0.091665

1=



