
COMPLEXIT�E ET FACTEURS SP�ECIAUXJulien CassaigneR�esum�eDans l'ensemble des facteurs d'une suite in�nie �a valeurs dans un ensemble�ni, certains �el�ements jouent un rôle particulier : les facteurs sp�eciaux et bis-p�eciaux. Nous montrons comment ils peuvent servir �a calculer la complexit�ede suites, c'est-�a-dire le nombre de facteurs de longueur donn�ee, et �a prouverque certaines fonctions peuvent être obtenues comme complexit�es de suitesalors que d'autres ne le peuvent pas.AbstractAmong the factors of an in�nite sequence on a �nite alphabet, some ele-ments have a particular importance: special and bispecial factors. We showhow they can be used to compute the complexity of sequences, i.e. the num-ber of factors with a given length, and to prove that certain functions areobtainable as sequence complexity whereas other functions are not.1 IntroductionPour appr�ecier la structure d'une suite u = (un)n2N de symboles d'un alphabet�ni �, et en particulier pour mesurer la diversit�e des motifs qui apparaissent danscette suite, on peut utiliser la fonction de complexit�e de la suite, qui est une fonctionde N dans N, habituellement not�ee pu ou simplement p, qui �a tout entier n associele nombre de facteurs de longueur n de u, c'est-�a-dire le nombre de mots w 2 �ntels que w = ukuk+1 : : : uk+n�1 pour un certain entier k.Ainsi, la suite la plus simple possible, la suite constante a! avec a 2 �, a pourcomplexit�e la fonction constante p(n) = 1, alors qu'une suite al�eatoire a presquesûrement pour complexit�e p(n) = (#�)n, o�u #� d�esigne le cardinal de l'alphabet�. Entre ces deux extrêmes, on trouve par exemple les suites ultimement p�eriodiques,dont la complexit�e est born�ee, les suites sturmiennes, de complexit�e p(n) = n+1, lessuites automatiques, pour lesquelles p(n) = O (n), et les suites substitutives, dontla complexit�e peut atteindre O (n2). Dans son survol [2], Allouche cite de nombreuxautres exemples de suites ou de familles de suites dont on connâ�t la complexit�e.Dans cet article, nous pr�esentons un outil qui permet d'obtenir un certain nombrede r�esultats int�eressants sur la complexit�e des suites : les facteurs sp�eciaux, qui sontles facteurs de la suite qui peuvent être prolong�es de plusieurs mani�eres, et les fac-teurs bisp�eciaux qui sont sp�eciaux dans les deux directions �a la fois. Il se trouveAMS Mathematics Subject Classi�cation: 68R15, 11B85.Keywords: subword complexity, special factors, substitutive sequences.1



que les nombres de facteurs sp�eciaux et bisp�eciaux sont reli�es aux di��erences pre-mi�ere et seconde de la fonction de complexit�e. Dans le cas, qui est celui d'un grandnombre de suites classiques, o�u la complexit�e est su�samment basse, le nombre defacteurs bisp�eciaux est tr�es faible et il est souvent ais�e de l'�evaluer, et d'obtenir ainsila complexit�e beaucoup plus facilement qu'avec un calcul direct. Nous montrons no-tamment comment cette technique s'applique aux suites substitutives d�e�nies parun morphisme circulaire.Nous envisageons �egalement un autre point de vue sur la complexit�e des suites :trouver quelles fonctions peuvent être des fonctions de complexit�e. On se rend ra-pidement compte en e�et que ce n'est pas le cas de n'importe quelle fonction, etque les quelques conditions n�ecessaires naturelles (p est une fonction croissante et1 6 p(n) 6 (#�)n, par exemple) sont loin d'être su�santes. En particulier, un r�esul-tat classique [10] dit que les fonctions de complexit�e non born�ees sont sup�erieures �an+1 : une fonction qui crô�t commepn par exemple n'est donc certainement pas unefonction de complexit�e. Une autre zone interdite, moins connue, se trouve �a l'autreextr�emit�e du spectre : si p(n) n'est pas (#�)n pour tout n, alors p(n) = O (�n) avec� < #�, �a cause de la relation p(m + n) 6 p(m)p(n), valable quels que soient lesentiers m et n. Une fonction telle que (#�)n= log n n'est donc pas une fonction decomplexit�e. L'utilisation des facteurs sp�eciaux nous permet d'approcher des deuxcôt�es la fronti�ere des fonctions de complexit�e : d'une part nous construisons des fa-milles de suites qui permettent de prouver que certaines fonctions sont r�ealis�ees, etd'autre part nous donnons une condition n�ecessaire plus �ne qui limite les variationsde p(n + 1)� p(n) quand p(n) crô�t lentement.2 Suites et langages2.1 Complexit�e d'un langage factorielLa complexit�e d'une suite est en fait un cas particulier de la complexit�e d'unlangage : �etant donn�e un langage L � ��, la fonction de complexit�e de L est lafonction pL d�e�nie par pL(n) = #(L \ �n). La complexit�e de la suite u n'est autreque la complexit�e du langage F (u) form�e de tous les facteurs de u.Il n'y a pas grand chose de g�en�eral �a dire sur les complexit�es de langages arbi-traires : n'importe quelle fonction restant dans les bornes 0 6 p(n) 6 (#�)n peutêtre obtenue. Il faut donc se restreindre �a une classe donn�ee de langages, par exempleles familles classiques : langages rationnels, langages alg�ebriques, etc. Nous nous in-t�eresserons ici exclusivement �a la classe des langages factoriels, dont font partie tousles langages de facteurs de suites F (u) : un langage L est dit factoriel si tout facteurd'un �el�ement de L est �egalement �el�ement de L.Toutefois, la plupart des langages factoriels ne sont pas de la forme F (u), et leurcomplexit�e n'est pas toujours la complexit�e d'une suite. En particulier, pL n'est pasn�ecessairement une fonction croissante, alors que pu l'est toujours : c'est par exemplele cas du langage des mots sans chevauchements sur l'alphabet fa; bg [5, 6]. La raisonde cette di��erence est assez simple : dans le langage des mots sans chevauchements,il existe des mots non prolongeables �a droite, par exemple abbabb qui ne peut êtreprolong�e ni par a ni par b sans faire apparâ�tre un chevauchement (abbabba ou bbb).2



Cela ne se produit jamais avec les facteurs d'une suite, qui peuvent toujours êtreprolong�es d'une mani�ere au moins.2.2 Le probl�eme des suites non r�ecurrentesUn avantage des langages factoriels sur les suites est que les propri�et�es des pre-miers sont ind�ependantes du sens de lecture des mots. Les suites par contre sontdissym�etriques (pour �eviter cela il faudrait consid�erer des suites biin�nies, c'est-�a-dire index�ees parZ), et en particulier la propri�et�e de prolongeabilit�e �a droite �enonc�eeci-dessus n'est pas vraie �a gauche : il peut exister des pr�e�xes de u dont aucun pro-longement n'est facteur de u. Les suites pour lesquelles cela ne se produit pas sontdites r�ecurrentes, et la plupart des suites classiques en font partie.En pratique, nous travaillerons soit avec des langages factoriels dont tous les�el�ements sont prolongeables �a droite et �a gauche (appel�es langages factoriels prolon-geables), soit avec des suites r�ecurrentes, dont les langages de facteurs sont toujoursfactoriels prolongeables. Nous pourrons ainsi traiter de mani�ere sym�etrique les deuxextr�emit�es des mots.Pour calculer la complexit�e d'une suite non r�ecurrente u sur un alphabet �, ilsu�ra d'ajouter �a l'alphabet � une nouvelle lettre z et d'�etudier le langageL = F (u) [ f znw j n 2 N et w pr�e�xe de u g(qui est l'ensemble des facteurs de la suite biin�nie !zu, et donc factoriel et prolon-geable). Il sera ensuite facile de passer �a u au moyen de la relationpL(n) = pu(n) + n :3 Facteurs sp�eciaux et bisp�eciauxDans toute cette section, L est un langage factoriel prolongeable sur l'alphabet�. On suppose pour le moment que � n'a que deux �el�ements : � = fa; bg.3.1 Arbres et graphes de facteurs3.1.1 L'arbre des facteurs �a droiteIl est commode de repr�esenter le langage L sous forme d'un arbre, appel�e arbredes facteurs �a droite de L (on d�e�nit �egalement l'arbre des facteurs �a gauche). C'estun arbre in�ni dont les sommets sont �etiquet�es par les �el�ements de L et les arêtespar les lettres, de sorte qu'il y a une arête d'�etiquette x entre les sommets u et v siet seulement si v = ux. On le repr�esente conventionnellement en pla�cant la racine,�etiquet�ee par le mot vide, �a gauche, si bien que quand on lit de la gauche vers ladroite les �etiquettes du chemin entre la racine et le sommet �etiquet�e u on retrouve lemot u; on peut alors se contenter d'indiquer les �etiquettes des arêtes, ou la derni�erelettre des �etiquettes de sommet. Par exemple, l'arbre des facteurs �a droite de la suitede Fibonacci f = abaababaabaababaababaabaababaabaababaaba : : :3



(point �xe de la substitution qui transforme a en ab et b en a) est repr�esent�e sur la�gure 1. " a aa aa aaab b bb bb abbaaa
baaaabb

aaabbbaa
bbbbaaaaa

aaaaabbbba
abbbbaaaaa
a � � �� � �� � �� � �� � �� � �� � �� � �� � �� � �� � �Fig. 1 - Arbre �a droite des facteurs de la suite de FibonacciLa complexit�e p(n) est clairement le nombre de sommets de l'arbre situ�es �a l'ab-cisse n. Comme le langage L est prolongeable, toutes les branches de l'arbre sontin�nies, et la complexit�e ne peut donc qu'augmenter quand n crô�t. Cela se produitchaque fois que l'arbre comporte un embranchement, et s'il y a k embranchements�a l'abcisse n on a pr�ecis�ement p(n+1) = p(n) + k. Autrement dit, le nombre d'em-branchements �a l'abcisse n est la di��erence premi�ere de la complexit�e. Ce sont les�etiquettes de ces embranchements que nous nommerons facteurs sp�eciaux �a droite.Dans l'exemple de la suite de Fibonacci (et pour les suites sturmiennes en g�en�e-ral) p(n) = n + 1 donc p(n + 1) � p(n) = 1 pour tout n : il y a exactement unembranchement �a chaque abcisse.3.1.2 Graphes de RauzyUne autre repr�esentation agr�eable de L utilise non plus un arbre in�ni mais unefamille de graphes �nis. Pour tout entier n, le graphe de Rauzy d'ordre n de L est legraphe �ni dont les sommets sont �etiquet�es par les mots de L de longueur n et lesarêtes par les mots de L de longueur n + 1, l'arête �etiquet�ee w joignant le sommet�etiquet�e par le pr�e�xe de longueur n de w �a celui �etiquet�e par son su�xe de longueurn. Les premiers graphes pour la suite de Fibonacci sont repr�esent�es sur la �gure 2.�A cause de la prolongeabilit�e de L, tout sommet a au moins une arête entrante etune arête sortante. Ceux qui ont deux arêtes sortantes sont pr�ecis�ement les mots qui�etiquetaient les embranchements �a l'abcisse n dans l'arbre des facteurs �a droite, lesfacteurs sp�eciaux �a droite. De même, nous appellerons facteurs sp�eciaux �a gaucheles �etiquettes des sommets o�u arrivent deux arêtes. Quand ces facteurs sp�eciauxsont peu nombreux, il est parfois possible de d�ecrire explicitement la structure desgraphes de Rauzy [3, 13], ce qui en fait un outil tr�es e�cace pour �etudier les suitesde faible complexit�e. 4



baab aabaabaa babaababn = 4aabbaa aba babn = 3"n = 0 a bn = 1 aa abban = 2
aabaabbaabaa abaaba baababbabaab aababaababaan = 6
aabaa baabaabaab aabab ababababaan = 5sp�eciaux �a gauche sp�eciaux �a droite bisp�eciauxFig. 2 - Graphes de Rauzy d'ordre 0 �a 6 de la suite de Fibonacci3.2 Facteurs sp�eciauxFormellement, un mot u 2 L est dit sp�ecial �a droite pour L si les mots ua et ubsont tous deux dans L, sp�ecial �a gauche si au et bu sont dans L.Proposition 3.1. Soit L un langage factoriel prolongeable sur un alphabet binaire.Le langage L poss�ede le même nombre de facteurs sp�eciaux de longueur n �a gaucheou �a droite, et nous noterons ce nombre s(n). Il v�eri�es(n) = p(n+ 1) � p(n) :Preuve. Soit sd(n) le nombre de facteurs sp�eciaux �a droite de longueur n. Parmi lesp(n) facteurs de longueur n, il y a sd(n) facteurs qui se prolongent de deux mani�eres �adroite, et les autres p(n)� sd(n) facteurs ne se prolongent que d'une seule mani�ere.On obtient ainsi une fois et une seule tous les facteurs de longueur n + 1, doncp(n + 1) = 2sd(n) + (p(n) � sd(n)), d'o�u la relation sd(n) = p(n + 1) � p(n). Ond�emontre de même que sg(n) = p(n+1)� p(n), o�u sg(n) est le nombre de facteurssp�eciaux �a gauche, et on en d�eduit que sd(n) = sg(n).Une cons�equence imm�ediate de cette proposition est que la complexit�e du langageL est une fonction croissante. 5



3.3 Facteurs bisp�eciauxLorsqu'un facteur u est sp�ecial �a la fois �a gauche et �a droite, on dit qu'il estbisp�ecial. Trois cas peuvent se pr�esenter, selon le nombre d'�el�ements de L\�u� : sicet ensemble a quatre �el�ements (le maximum), on dit que u est bisp�ecial strict. S'iln'en a que trois, u est bisp�ecial ordinaire. En�n, il est possible que cet ensemble aitdeux �el�ements (faua; bubg ou faub; buag) et on dit dans ce cas que u est bisp�ecialfaible.Quand on prolonge �a droite un facteur sp�ecial �a gauche u, on obtient un ou deuxfacteurs qui peuvent être sp�eciaux �a gauche ou non, en fonction de la nature de u :{ aucun n'est sp�ecial �a gauche si u est bisp�ecial faible;{ un seul est sp�ecial �a gauche si u est non bisp�ecial ou bisp�ecial ordinaire;{ les deux sont sp�eciaux �a gauche si u est bisp�ecial strict.R�eciproquement, un pr�e�xe de facteur sp�ecial �a gauche est sp�ecial �a gauche,donc on peut construire l'arbre des facteurs sp�eciaux �a gauche, qui est un sous-arbre de l'arbre des facteurs �a droite, dans lequel on ne garde que les sommets dontles �etiquettes sont sp�eciales �a gauche. Dans cet arbre, un embranchement indique unbisp�ecial strict et une feuille indique un bisp�ecial faible. Cet arbre est souvent plusfacile �a d�ecrire que l'arbre de tous les facteurs, le cas extrême �etant celui des suitessturmiennes pour lesquelles il est �liforme. On peut bien entendu aussi construirel'arbre des facteurs sp�eciaux �a droite, qui est orient�e vers la gauche. Pour bienindiquer qu'il s'agit de facteurs sp�eciaux, on indique �a la racine les deux lettres a etb par lesquelles les facteurs sp�eciaux peuvent se prolonger (�gures 3 et 4).� � � b a b a a b a a b a b a a b a " abFig. 3 - Arbre des facteurs sp�eciaux �a droite pour la suite de Fibonacci
bisp�eciaux faiblesbisp�eciaux stricts� � �� � �� � �� � � ab ab ba ba ab ba ab aba b a a b a b b a a b b a b a a bb a b b a b a a b b a a b a b b a " abFig. 4 - Arbre des facteurs sp�eciaux �a droite pour la suite de Thue-MorseLes di��erents types de facteurs bisp�eciaux interviennent �egalement lors de l'ex-pansion des graphes de Rauzy : pour passer du graphe des facteurs de longueur n�a celui des facteurs de longueur n+ 1, on remplace chaque arête par un sommet et6



chaque sommet par une, deux, trois ou quatre arêtes selon que le mot qui �etiquettece sommet est non sp�ecial, sp�ecial non bisp�ecial ou bisp�ecial faible, bisp�ecial ordi-naire, bisp�ecial strict (cf. �gure 5). En particulier, si aucun facteur de longueur nn'est bisp�ecial, il n'y a qu'une expansion possible.rang nrang n+ 1 bisp. strictbisp. ordinairebisp. faiblesp. �a gauchesp. �a droitenon sp�ecial Fig. 5 - Expansion des graphes de RauzyProposition 3.2. Soit L un langage factoriel prolongeable sur un alphabet binaire,et s, bs et bf les fonctions comptant les facteurs sp�eciaux, bisp�eciaux stricts, etbisp�eciaux faibles de L. On a alorsbs(n)� bf(n) = s(n+ 1)� s(n) :Preuve. Voir la construction des arbres de facteurs sp�eciaux ci-dessus.Pour calculer p(n), il est donc su�sant de connâ�tre bs(n) et bf(n) et d'appliquerles propositions 3.2 puis 3.1.On peut �egalement utiliser des s�eries g�en�eratrices : �a la fonction p on associe la s�e-rie P (X) = 1Pn=0 p(n)Xn, et de même les s�eries S(X),BS(X) etBF (X) sont associ�ees�a s, bs et bf . Les relations entre ces s�eries sont r�esum�ees dans la proposition 3.3.Proposition 3.3. Soit L un langage factoriel prolongeable sur un alphabet binaire,et P , S, BS et BF les s�eries g�en�eratrices des fonctions p, s, bs et bf associ�ees �a L.On suppose de plus que p(1) = 2. AlorsP (X) = 11 �X (1 +XS(X))et S(X) = 11 �X (1 +X(BS(X)�BF (X)))soit P (X) = 1(1 �X)2 �1 +X2(BS(X)�BF (X))� :Preuve. Il su�t de sommer les relations des propositions 3.1 et 3.2. L'hypoth�esep(1) = 2, qui dit que les deux lettres de l'alphabet sont e�ectivement utilis�ees, assureque le mot vide est un facteur sp�ecial et donc que s(0) = 1.7



3.4 Le cas des alphabets plus grandsQuand l'alphabet � a plus de deux �el�ements, la situation se complique quelquepeu, surtout en ce qui concerne les facteurs bisp�eciaux, car un mot peut être pro-longeable par plusieurs lettres de l'alphabet sans l'être par toutes. Supposons doncque � a k �el�ements.Soit u un �el�ement quelconque de L. On d�e�nit l'ordre �a droite de u, not�e md(u),par md(u) = # f x 2 � j ux 2 L g � 1 ;de sorte que md(u) est un entier compris entre 0 et k � 1. Un �el�ement de L seradit sp�ecial �a droite si son ordre �a droite est non nul. On d�e�nit de même l'ordre �agauche mg(u) et les �el�ements sp�eciaux �a gauche. Cette d�e�nition est bien compatibleavec celle donn�ee plus haut dans le cas k = 2; mais alors que sur l'alphabet binaireles facteurs sp�eciaux sont tous d'ordre (�a droite ou �a gauche) 1, si l'alphabet est plusgrand ils n'ont pas n�ecessairement tous le même ordre.Comme avec un alphabet binaire, les facteurs sp�eciaux correspondent �a des em-branchements dans les arbres de facteurs et les graphes de Rauzy. Le nombre debranches est �egal �a l'ordre du facteur sp�ecial, augment�e d'une unit�e.Proposition 3.4. Soit L un langage factoriel prolongeable. AlorsXu2L\�n md(u) = Xu2L\�n mg(u) = p(n+ 1) � p(n) :Cette quantit�e sera not�ee s(n).Preuve. Puisque md(u) + 1 compte les mots de longueur juj+ 1 de L commen�cantpar u, la somme Xu2L\�n (md(u) + 1)compte donc tous les mots de longueur n+1 de L et vaut donc p(n+1), et de mêmeavec les ordres �a gauche, ce qui donne les �egalit�es annonc�ees.Le nombre s(n) peut encore être consid�er�e comme le nombre de facteurs sp�eciaux�a droite (ou �a gauche) de L �a condition de compter m fois un facteur dont l'ordre�a droite est m. Aussi, nous l'appellerons parfois, par abus de langage, nombre defacteurs sp�eciaux de L, en sous-entendant que ceux-ci doivent être compt�es avecmultiplicit�e.Un facteur u sp�ecial �a droite et �a gauche est encore dit bisp�ecial. Notons que lesordres �a droite et �a gauche d'un facteur bisp�ecial sont tous les deux non nuls maisn'ont aucune raison d'être �egaux. Nous allons encore classer les facteurs bisp�eciauxen fonction du nombre d'�el�ements de l'ensemble L \ �u�. Celui-ci vaut au plus(md(u) + 1)(mg(u) + 1), et si c'est le cas on dit que u est bisp�ecial strict ; il vaut aumoins max(md(u);mg(u)) + 1, car chaque prolongement de u �a droite ou �a gauchedonne au moins un �el�ement de L\�u� : c'est le cas que nous avons appel�e bisp�ecialfaible pour un alphabet binaire. Mais cette fois tous les interm�ediaires sont possibles8



entre ces deux extrêmes : on peut quanti�er cela au moyen d'un troisi�eme entierm(u), l'ordre bilat�ere du facteur bisp�ecial, d�e�ni ainsi :m(u) = #(L \ �u�)�md(u)�mg(u)� 1 :C'est un entier relatif, compris entre�min(md(u);mg(u)) etmd(u)mg(u), donc entre�(k�1) et (k�1)2; si k = 2, on retrouve les trois cat�egories de facteurs bisp�eciaux,qui correspondent aux trois ordres (bilat�eres) possibles, �1, 0 et 1. Notons que si uest un �el�ement non bisp�ecial, on peut �egalement d�e�nir son ordre bilat�ere, qui esttoujours nul.Proposition 3.5. Soit L un langage factoriel prolongeable. AlorsXu2L\�n m(u) = s(n+ 1)� s(n) :Cette quantit�e sera not�ee b(n).Preuve. Quand on prolonge par une lettre �a droite un facteur sp�ecial �a gauche u,la nature de u permet de d�eterminer, non le nombre de facteurs sp�eciaux �a gaucheobtenus, mais la somme de leurs ordres �a gauche :{ si u n'est pas bisp�ecial, on obtient un facteur sp�ecial �a gauche de même ordreque u;{ si u est bisp�ecial, on obtient un certain nombre de facteurs sp�eciaux �a gauchedont la somme des ordres �a gauche est mg(u) +m(u).Comme s(n) est la somme des ordres �a gauche de tous les facteurs u de longueur n,la variation de s(n) est donc la somme des m(u).Comme dans le cas de l'alphabet binaire, les propositions 3.4 et 3.5 peuventd'exprimer en termes de s�eries g�en�eratrices :Proposition 3.6. Soit L un langage factoriel prolongeable, et P , S et B les s�eriesg�en�eratrices des fonctions p, s et b associ�ees �a L. AlorsP (X) = 11 �X (1 +XS(X))et S(X) = 11�X (s(0) +XB(X))soit P (X) = 1(1�X)2 �1 + (p(1) � 2)X +X2B(X)� :Preuve. La seule di��erence notable avec la proposition 3.3 est le terme constant deS, qui vaut s(0) = p(1)�1, soit k�1 si toutes les lettres de l'alphabet sont utilis�ees.9



Pour que la notion d'arbre de facteurs sp�eciaux soit utilisable, il faut un crit�ereplus �n que l'ordre : �etant donn�ee une partie �0 de � �a au moins deux �el�ements, onconstruit l'arbre des facteurs sp�eciaux �a gauche de type �0 en ne conservant dansl'arbre des facteurs �a droite que ceux qui se prolongent �a gauche par chacune deslettres de �0. L'ensemble des facteurs sp�eciaux �a gauche est donc d�ecrit par unefamille d'arbres (un pour chaque partie �0), mais en pratique on peut se limiter auxarbres non vides avec �0 maximal (i.e. aucune partie plus grande ne donne le mêmearbre), ce qui en g�en�eral donne un petit nombre d'arbres, qu'on pourra appeler basede la famille des arbres des facteurs sp�eciaux �a gauche. Dans ces arbres, tous lesembranchements et toutes les extr�emit�es de branches (feuilles) sont �etiquet�es pardes facteurs bisp�eciaux, et r�eciproquement tous les facteurs bisp�eciaux d'ordre nonnul donnent un embranchement ou une feuille sur au moins l'un des arbres de base :on peut donc d�eterminer les facteurs bisp�eciaux qui contribuent �a la complexit�e parsimple observation de la base, et il est alors facile de calculer leur ordre.4 Calcul de la complexit�e de suites d�e�nies parmorphismesDans cette section, nous montrons, �a l'aide de quelques exemples, comment lesoutils que nous venons de pr�esenter peuvent être utilis�es pour calculer la complexit�ede certaines suites d�e�nies au moyen de morphismes de mono��des libres, ce qui estle cas d'un grand nombre de suites classiques. Nous entendons par suites d�e�niespar morphismes non seulement les suites qui sont point �xe d'un morphisme, maisaussi les images de tels points �xes par un second morphisme, et plus g�en�eralementles suites d�e�nies par des syst�emes S-adiques, c'est-�a-dire par application successived'une suite de morphismes pris dans un ensemble �ni.4.1 Suite de Thue-MorseLa suite de Thue-Morse est le point �xet = abbabaabbaababbabaababbaabbabaabbaababbaabbabaababbabaabbaab : : :du morphisme � : �� �! ��a 7�! abb 7�! ba :Comme la suite de Thue-Morse est r�ecurrente, les constructions de la section 3s'appliquent et il su�t de connâ�tre ses facteurs bisp�eciaux pour calculer sa com-plexit�e.Proposition 4.1. Les facteurs bisp�eciaux de la suite de Thue-Morse sontbisp�eciaux stricts : ", �m(ab), �m(ba) pour m > 0;bisp�eciaux ordinaires : a, b; 10



bisp�eciaux faibles : �m(aba), �m(bab) pour m > 0.La �gure 4, qui montre l'arbre des facteurs sp�eciaux �a droite de la suite de Thue-Morse, illustre bien ce r�esultat. La preuve repose sur le lemme classique suivant :Lemme 4.2. Tout facteur de t est de la forme y = r1:�(x):r2 avec x 2 F (t) etri 2 f"; a; bg. Si jyj > 5 cette d�ecomposition est unique.Preuve de la proposition. Soit y un facteur tel que jyj > 5. D'apr�es le lemme,y s'�ecrit de mani�ere unique y = r1:�(x):r2. Supposons que r2 = a. Si le mot ya �etaitfacteur de t, on pourrait aussi lui appliquer le lemme : ya = r01:�(x0):r02. Comme �(x0)ne peut pas se terminer par aa, on aurait n�ecessairement r02 = a, donc y = r01:�(x0):",ce qui contredirait l'unicit�e dans le lemme. Le facteur y ne peut donc se prolonger�a droite que par un b. De même, si r2 = b le seul prolongement possible est ya. Si yest sp�ecial �a droite, alors n�ecessairement r2 = ". Le prolongement ya se d�ecomposealors sous la forme ya = r1:�(x):a, donc a un prolongement unique yab dont lad�ecomposition est n�ecessairement r1:�(xa):", donc xa est facteur de t, et pour lamême raison xb est aussi facteur de t, donc x est sp�ecial �a droite.On voit donc que les facteurs sp�eciaux �a droite de longueur au moins 5 sont tousde la forme y = r1�(x) avec x lui-même sp�ecial �a droite. Une propri�et�e sym�etriqueest v�eri��ee �a gauche, donc les facteurs bisp�eciaux de longueur au moins 5 sont tousdes images par � de facteurs bisp�eciaux, qui de plus ont même ordre. Il ne reste plusqu'�a �enum�erer les facteurs bisp�eciaux courts pour pouvoir conclure : ", ab, ba, abba,baab sont stricts, a et b sont ordinaires, et aba et bab sont faibles.On a donc : BS(X)�BF (X) = 1 + 2 1Xn=0 �X2:2n �X3:2n�et on en d�eduit imm�ediatement les s�eries S(X) et P (X). On retrouve ainsi lesformules classiques [4] : s(n) = 8>><>>: 1 si n = 02 si 0 < n 6 24 si 2:2m < n 6 3:2m2 si 3:2m < n 6 4:2mp(n) =8>>>><>>>>: 1 si n = 02 si n = 14 si n = 24n � 2:2m � 4 si 2:2m < n 6 3:2m2n+ 4:2m � 2 si 3:2m < n 6 4:2mo�u m est un entier positif ou nul.La suite de Thue-Morse est un cas particuli�erement simple, mais de nombreusessuites d�e�nies par morphisme peuvent être trait�ees sur le même mod�ele, �a conditiond'avoir un lemme de synchronisation similaire au lemme 4.2, qui assure un d�ecou-page unique des facteurs su�samment longs. Cela se produit notamment quand lesmorphismes sont circulaires. 11



4.2 Action d'un morphisme circulaire4.2.1 Morphismes circulairesNous appelons morphisme circulaire un morphisme injectif f : �� ! �0� tel quef(�) est un code circulaire, c'est-�a-dire8u 2 ��;8v 2 ��;8x 2 �;8t 2 �0�;8s 2 �0+;[(f(x) = ts et f(u) = sf(v)t) =) (t = " et u = xv)](voir [6]).Remarque. Il existe une autre d�e�nition de la circularit�e, plus faible, adopt�eepar exemple par Mignosi et S�e�ebold [9]. Cette notion n'est utile que dans le casde morphismes destin�es �a être it�er�es (i.e. dont on consid�ere un point �xe), car lelemme de synchronisation correspondant ne vaut que pour les facteurs de ce point�xe. Pour des morphismes qui ne sont pas it�er�es, par exemple un morphisme decodage appliqu�e une seule fois, comme le morphisme g du th�eor�eme 5.1, elle n'estplus utilisable : on peut alors recourir �a une notion plus g�en�erale de circularit�e surun langage [6]; nous conservons ici la d�e�nition la plus restrictive a�n de simpli�erl'expos�e. Notons que le morphisme � d�e�nissant la suite de Thue-Morse n'est pascirculaire selon cette d�e�nition.Pour les morphismes circulaires, on a le lemme de synchronisation suivant [6]:Lemme 4.3. Soit f un morphisme circulaire. Il existe trois ensembles �nis N , R1et R2 de mots de �0� tels que que tout mot u 2 F (f(��)) n N s'�ecrit de mani�ereunique u = r1:f(v):r2 avec v 2 �� et ri 2 Ri. Par ailleurs, si f(v0) = u1uu2 avecv0 2 ��, alors on reconnâ�t v dans v0 : v0 = v1vv2 avec f(v1) = u1r1 et f(v2) = r2u2.Il peut y avoir plusieurs choix possibles pour les ensembles Ri. Quand f(�) estun code bipr�e�xe (i.e. si f(u) est pr�e�xe de f(v), alors u est pr�e�xe de v, et de mêmeavec les su�xes), on peut prendre pour R1 l'ensemble des su�xes stricts d'images delettres, et pour R2 l'ensemble des pr�e�xes stricts. Cela n'est pas possible en g�en�eral.Par exemple, pour le morphisme sur fa; bg� d�e�ni par f(a) = ab et f(b) = aba, onpeut prendre N = f"; a; b; aa; ba; baag,R1 = f"; a; b; bag et R2 = fab; aba; abaag :R1ne pose pas de probl�eme car le code est su�xe, mais par contre R2 ne peut contenir" et a.Pour simpli�er, nous supposerons donc que f(�) est un code bipr�e�xe. Cettehypoth�ese n'est en fait pas indispensable, ce qui compte est que f(�) est un code �ad�elai de d�echi�rage born�e, et c'est le cas pour tout morphisme circulaire. Il pourratoutefois être n�ecessaire, quand le code n'est pas bipr�e�xe, de distinguer les facteurssp�eciaux en fonction des mots d'une certaine longueur par lesquels ils se prolongent,et non plus seulement les lettres.4.2.2 Action sur les facteurs bisp�eciauxSoit L � �� un langage factoriel prolongeable, et L0 = F (f(L)) la clôture fac-torielle de son image par le morphisme circulaire f (L0 est �egalement un langagefactoriel prolongeable). Nous allons montrer, dans le cas o�u f(�) est bipr�e�xe, qu'il12



est possible de d�ecrire les facteurs bisp�eciaux de L0 connaissant ceux de L et lescouples de lettres qui peuvent les prolonger. De même, on peut construire les arbresde facteurs sp�eciaux de L0 en fonction de ceux de L. En pratique, il est souvent plussimple de repr�esenter d'abord ces arbres et d'y lire les facteurs bisp�eciaux d'ordrenon nul.Soit u un facteur bisp�ecial de L0 n'appartenant pas �a N . Grâce au lemme 4.3, lemot u s'�ecrit de mani�ere unique u = r1:f(v):r2 avec r1 2 R1, r2 2 R2 et v 2 ��. Deplus, la deuxi�eme partie du lemme implique que v 2 L. Puisqu'on a suppos�e f(�)bipr�e�xe, on peut choisir R1 et R2 de sorte que r1 soit un su�xe strict et r2 unpr�e�xe strict d'image de lettre.Comme u est sp�ecial �a droite, il se prolonge au moins de deux mani�eres ua etub. Les mots r2a et r2b ne peuvent être pr�e�xes de la même image de lettre, donc vse prolonge par au moins deux lettres di��erentes x et y, avec r2a pr�e�xe de f(x) etr2b pr�e�xe de f(y), c'est-�a-dire que v est sp�ecial �a droite dans L; son ordre �a droiteest sup�erieur ou �egal �a celui de u. De même, v est sp�ecial gauche dans L, donc estbisp�ecial.R�eciproquement, si v est un facteur bisp�ecial, l'ensemble R1f(v)R2 contient uncertain nombre de facteurs bisp�eciaux, dont la somme des ordres est exactementl'ordre de v �a condition qu'aucun d'entre eux ne soit dans N . Les couples (r1; r2)tels que r1f(v)r2 est bisp�ecial, et les ordres correspondants, ne d�ependent que del'ensemble des couples de lettres (x1; x2) tels que x1vx2 2 L.On voit donc que, connaissant les facteurs bisp�eciaux de L, on peut calculer desfacteurs bisp�eciaux de L0 en appliquant f et en ajoutant un ou plusieurs pr�e�xes etsu�xes r1 et r2, qui ne d�ependent que des lettres par lesquelles le facteur consid�er�ese prolonge. On obtient ainsi tous les facteurs bisp�eciaux de L0, sauf peut-être ceuxqui sont �el�ements de N , qu'il faut d�eterminer �a la main, et que nous appelleronsfacteurs bisp�eciaux exceptionnels.4.3 Complexit�e du point �xe d'un morphisme�A tout morphisme f : �� ! ��, on associe le langageL(f) = F (f fn(x) j n 2 N et x 2 � g)(c'est la clôture factorielle d'un DOL-langage o�u toutes les lettres de l'alphabetservent d'axiomes), qui est prolongeable pourvu que f soit non-e�a�cant (l'imaged'une lettre n'est jamais le mot vide) et que chaque lettre soit prolongeable desdeux côt�es, c'est-�a-dire 8x 2 �;9a; b 2 �; axb 2 L(f)ce qui exclut les morphismes du type (a 7! ab; b 7! bb). Si de plus il existe une lettrea 2 � telle que f(a) 2 a�� et que Sn2NAlph (fn(a)) = �, la suite de mots (fn(a))a pour limite un mot in�ni u = f!(a) dont l'ensemble des facteurs est exactementL(f).Quand f est circulaire il est possible, en it�erant le proc�ed�e d�ecrit ci-dessus,de d�ecrire l'ensemble des facteurs bisp�eciaux de L(f) �a partir des seuls bisp�eciaux13



exceptionnels, ce qui permet de construire les arbres de facteurs sp�eciaux. Si f estbipr�e�xe, les facteurs bisp�eciaux de L(f) sont tous de la formeu = s0f(s1)f2(s2) : : : fk�1(sk�1)fk(v)fk�1(pk�1)fk�2(pk�2) : : : f2(p2)f(p1)p0avec v bisp�ecial exceptionnel, pi plus grand pr�e�xe commun de deux images delettres, et si plus grand su�xe commun (pas n�ecessairement des mêmes lettres).4.4 Un exemple non primitifConsid�erons le morphisme suivant :f : �� �! ��a 7�! abab 7�! bb :Ce morphisme n'est pas primitif, car les images successives de b ne contiennentaucun a (un morphisme f est dit primitif s'il existe un entier n tel que l'image dechaque lettre par fn contient toutes les lettres). La suite qu'il engendre,f!(a) = ababbababbbbababbababbbbbbbbababbababbbbababbababbbbbbbbbbbbbbbbab : : :est r�ecurrente (tout facteur apparâ�t une in�nit�e de fois), mais pas uniform�ementr�ecurrente puisqu'il existe des facteurs arbitrairement longs qui ne contiennent pasde a.Le morphisme f est bipr�e�xe, mais n'est pas circulaire. Toutefois, tout facteurde longueur sup�erieure ou �egale �a 4 qui n'est pas une puissance de b se synchronise.On va donc appliquer la m�ethode d�ecrite en 4.3, en traitant �a part les puissances deb. Parmi les petits facteurs (longueur inf�erieure �a 4) non puissances de b, on trouveque seul bab est bisp�ecial : c'est donc le seul bisp�ecial exceptionnel. Les autres facteursbisp�eciaux non puissances de b seront les images it�er�ees de ce mot par f , car pi =si = " est le seul pr�e�xe ou su�xe commun �a f(a) et f(b). Les puissances de b sonttoutes des facteurs bisp�eciaux (c'est d'ailleurs une propri�et�e g�en�erale des suites quicontiennent des puissances arbitrairement grandes de b mais aussi une in�nit�e de a),stricts quand l'exposant est une puissance de 2, ordinaires sinon.Les facteurs bisp�eciaux sont donc :bisp�eciaux stricts : fm(b), de longueur 2m, pour m > 0;bisp�eciaux ordinaires : les autres puissances de b : ", b3, b5, b6, b7, b9, etc.;bisp�eciaux faibles : fm(bab), de longueur 2m(3 +m=2), pour m > 0.Ceci fournit une expression des s�eries BS et BF sous forme de sommes in�nies, ainsique les �equations fonctionnelles suivantes :BS(X) = BS(X2) +X ;BF (X) = '(X;X) avec '(X;Y ) = '(XYX;Y Y ) + Y XY :14



On peut en�n �ecrire que s(n) = 1 + q� r, o�u q = dlog2 ne est le nombre de facteursbisp�eciaux stricts de longueur inf�erieure �a n, et r = lW (128n log 2)log 2 � 6m est le nombrede facteurs bisp�eciaux faibles de longueur inf�erieure �a n (W (x) est l'unique fonctionanalytique r�eelle sur ]� 1=e;+1[ telle que W (x)eW (x) = x). On calcule ensuite :p(n) = 1 + n�1Pm=0 s(m)= 1 + n + q�1Pm=0(n� 1� 2m)� r�1Pm=0(n� 1� 2m(3 +m=2))= 1 + n + (n� 1)q � (2q � 1) � (n� 1)r + (2r+1 + 2r�1r � 2) :Dans cette expression, les termes dominants sont nq et nr, soitp(n) = n log n�W (128n log 2)log 2 +O (n) :On peut alors, en utilisant le fait que W (x) = log x� log log x+O � log logxlogx � obtenirun �equivalent de la complexit�e de la suite �etudi�ee : p(n) � n log2 log2 n.Notons que le th�eor�eme de Pansiot [12] permet d'�etablir que p(n) crô�t commen log log n, car f est polynomialement divergent, mais ne donne pas d'�equivalentexact.5 Suites de complexit�e a�ne5.1 Suites de complexit�e ultimement a�neJ.-P. Allouche et J. Berstel ont pos�e le probl�eme suivant : pour quels entiers �et � existe-t-il des suites dont la complexit�e est la fonction a�ne p(n) = �n + � ?Si on veut que ce soit vrai pour tout n > 0, la seule possibilit�e est � = 1 et� = #Alph (u)�1 (sur un alphabet binaire, cela correspond aux suites sturmiennes,de complexit�e p(n) = n + 1; sur un alphabet plus grand, de telles suites existent�egalement, voir par exemple la suite f!(c1) du th�eor�eme 5.1). On recherche donc desfonctions de complexit�e ultimement a�nes, c'est-�a-dire telles qu'il existe un rang n0tel que pour tout n > n0 on a p(n) = �n+ �. Pour que ce soit possible, il faut que(�; �) 2 f0; 1g � (N n f0g) [ (N n f0; 1g) �Z. Nous verrons que cette condition estsu�sante, et ce sur tout alphabet ayant au moins deux �el�ements.Allouche [1] a d�evelopp�e plusieurs techniques pour construire, �a partir d'une suitede complexit�e ultimement �n+�, des suites de complexit�es di��erentes, par exemple�n + � + 1. Cependant il reste des couples (�; �) qui ne peuvent être obtenus parces techniques en partant des quelques suites de complexit�e ultimement a�ne d�ej�aconnues. Il est donc n�ecessaire de construire de nouveaux points de d�epart. C'estdans cet objectif que cette �etude a �et�e faite, mais celui-ci a �et�e d�epass�e puisque nousobtenons directement toutes les complexit�es ultimement a�nes possibles.Pour cela, nous consid�erons une famille �a trois param�etres de suites, d�e�nies parun morphisme it�er�e sur un alphabet plus ou moins grand, suivi d'un codage versl'alphabet �a deux lettres � = fa; bg. 15



Th�eor�eme 5.1. Soient j > 0, k > 1 et ` > 1 trois entiers. Soit �k = fc1; : : : ; ckgun alphabet �a k lettres. On consid�ere les deux morphismes f et g d�e�nis ainsi :f : ��k �! ��kci 7�! c1ci+1 si i 6= kck 7�! c1 et g : ��k �! ��ci 7�! a`bi+jpour tout i compris entre 1 et k.La suite u = g(f!(c1)) a pour complexit�ep(n) = (k � 1)n � k(k � 1)2 � j(k � 2) + ` + 1pour n > max(`; j + k � 1; j + 1).Preuve. Calculons tout d'abord les facteurs bisp�eciaux de L(f). Le morphisme fest circulaire et su�xe (mais non bipr�e�xe). Dans le lemme 4.3, on peut prendreN = R1 = f"; c2; : : : ; ckg et R2 = fc1; c1c2; : : : ; c1ckg. Le seul bisp�ecial exceptionnelest ", d'ordre 0 car il se prolonge par (c1; ci) et (ci; c1) pour 1 6 i 6 k. Par ailleurs,un mot de la forme u = r1f(v)r2 ne peut être bisp�ecial que si r1 = " et r2 = c1. Enpartant de ", on obtient c1, puis c1c2c1, etc., qui se prolongent par (cm; ci) et (ci; cm)pour tout i et pour un indice m �x�e, et sont donc tous d'ordre 0.On en d�eduit que la base des arbres des facteurs sp�eciaux �a gauche de L(f) necontient qu'un seul arbre, de type �k, puisque chaque facteur bisp�ecial peut êtreprolong�e �a gauche par chacune des k lettres de l'alphabet, et donc il en est demême pour chaque facteur sp�ecial �a gauche. Comme tous les facteurs bisp�eciauxsont d'ordre nul, cet arbre ne peut être que �liforme, et est d'ailleurs �etiquet�e parla suite elle-même. En quelque sorte, f!(c1) est une suite de Fibonacci g�en�eralis�ee,et sa complexit�e est (k � 1)n + 1. aa a aaa a a abisp�eciaux stricts aa aa a aa aa aa aa aa aa aa ba bb ba ba ba ba bb bb bb ba b � � �� � �� � �� � �� � �bb bisp�eciaux faiblesaaaab " j + 1`� 1 lignesk � 1Fig. 6 - Arbre des facteurs sp�eciaux �a gauche de g(f!(c1)) pour j = 1, k = 6, ` = 4On applique ensuite le morphisme g, qui est �egalement circulaire et su�xe, pourobtenir les facteurs bisp�eciaux de F (g(L(f))). On peut prendreN = f aibi0 j i < `; i0 6 j + k g ;R1 = f bi0 j i0 6 j + k g [ f aibi0 j 1 6 i < `; j < i0 6 j + k g16



et R2 = f ai j 1 6 i < ` g [ f a`bi0 j i0 6 j + k g :Les facteurs bisp�eciaux exceptionnels sont ", d'ordre 1, bi0 pour 1 6 i0 6 j, d'ordre0, bi0 pour j +1 6 i0 6 j + k � 2, d'ordre 1, bj+k�1, d'ordre 0, ai pour 1 6 i 6 `� 2,d'ordre 0, et a`�1, d'ordre �1, sauf dans le cas ` = 1 o�u " = a`�1 est d'ordre 0. Lesautres bisp�eciaux sont de la forme bj+if(v)a`bj+i0 o�u v est un bisp�ecial de L(f) seprolongeant par (cm; ci) et (ci; cm), et i 6 m et i0 6 m. Il sont tous d'ordre 0.Il ne reste plus qu'�a compter les facteurs bisp�eciaux d'ordre non nul pour obtenirla complexit�e cherch�ee : si ` > 1, il y a un bisp�ecial faible de longueur `� 1, et k� 1bisp�eciaux stricts de longueurs 0 et j + 1 �a j + k � 2, et si ` = 1 il y a seulementk � 2 bisp�eciaux stricts de longueur j + 1 �a j + k � 2.On en d�eduit �egalement la forme de l'arbre des facteurs sp�eciaux �a gauche deF (g(L(f))) (�gure 6). Cet arbre comporte k � 1 branches in�nies (chaque facteursp�ecial �a gauche pour L(f), d'ordre k � 1, donne un �el�ement dans chacune desbranches) et une branche �nie de longueur ` � 1, termin�ee par le facteur bisp�ecialexceptionnel a`�1.Corollaire 5.2. Pour tout couple d'entiers (�; �) 2 f0; 1g�(Nnf0g)[(Nnf0; 1g)�Z, il existe une suite binaire de complexit�e ultimement �n + �.Preuve. La suite u d�e�nie dans le th�eor�eme 5.1 fournit une solution dans tous lescas, avec k = � + 1 > 1 et j et ` choisis en fonction de � et �.Si k = 1, la suite u a pour complexit�e ultimement j+`+1. Si on prend j = ���12 �et ` = ��2�, on a p(n) = � pour n > ��+12 �.Si k = 2, la suite u a pour complexit�e ultimement n + `. On prend donc ` = �et (par exemple) j = 0, et on a p(n) = n + � pour n > �.Si k > 2, soit par exemplej = max�0;��k2 + 3k � 2 � 2�2k � 4 ��et ` = � + k(k � 1)2 + j(k � 2) � 1 > 1 :La suite u a alors pour complexit�e p(n) = �n+ � pourn > max��; �2 � �� � 1 ; � + �(� + 1)2 � 1� :5.2 Complexit�e �n + � pour n > 1La question suivante, variante du probl�eme ci-dessus, a �et�e pos�ee par PascalAlessandri : pour quelles valeurs de (�; �) existe-t-il une suite de complexit�e p(n) =�n + � pour tout n > 1? Elle peut être r�esolue par une construction similaire.Th�eor�eme 5.3. Soit (�; �) 2 N�Z. Il existe une suite de complexit�e p(n) = �n+�pour tout n > 1 (et p(0) = 1) si et seulement si �+ � > 1 et 2� + � 6 (�+ �)2.17



Preuve. Ces conditions sont �evidemment n�ecessaires : p(1) = �+� est le nombre delettres distinctes apparaissant dans la suite, donc est un nombre strictement positif;et si la suite contient �+ � lettres distinctes, elle ne peut contenir plus de (�+ �)2facteurs de longueur 2, donc 2� + � = p(2) 6 p(1)2 = (�+ �)2.Supposons maintenant que (�; �) satisfait les deux conditions, et que � > 0,le cas � = 0 �etant facile �a r�esoudre avec des suites p�eriodiques. Soit k = � + 1et ` = � + � : on va construire un HDOL-syst�eme G = (�k; f; c1;�l; h) o�u �k =fc1; : : : ; ckg et �l = fd1; : : : ; dlg, de telle sorte que la suite associ�ee u = h(f!(c1))aura la complexit�e voulue.Le DOL-syst�eme sous-jacent (voir [6]) G0 = (�k; f; c1) est le même que pourle th�eor�eme 5.1. La suite f!(c1) est donc une suite de Fibonacci g�en�eralis�ee, decomplexit�e �n+ 1 pour tout n.La construction du morphisme h d�epend du signe de �. Supposons tout d'abordque ` > k, c'est-�a-dire que � > 0. Si ` = k, la suite f!(c1) a d�ej�a la complexit�e cher-ch�ee et il su�t de prendre h = Id. Sinon, on d�e�nit h par h(c1) = d1dk+1dk+2 : : : dlet h(ci) = di pour 2 6 i 6 k : le morphisme h est circulaire et bipr�e�xe. On voitfacilement que la base des arbres de facteurs sp�eciaux �a gauche de F (u) a deux�el�ements, un arbre �liforme de type fd1; : : : ; dkg (image par h de l'arbre de L(f))et un arbre de type �l contenant le seul n�ud ", seul facteur bisp�ecial exceptionnel,et seul facteur bisp�ecial d'ordre non nul, k � `. On en d�eduit imm�ediatement que lacomplexit�e est bien p(n) = �n+ � pour n > 1.Supposons maintenant que ` < k, c'est-�a-dire � 6 0. On d�e�nit h de la mani�eresuivante : h(c1) = d1, h(ci) = d1di pour 2 6 i 6 `, et h(c`+1), ..., h(ck) sont k � `�el�ements pris parmi l'ensemble E = d1fd2; : : : ; dlg2, qui en compte (`� 1)2; commek � ` = 1� � 6 (�+ �)2 � 2� � 2� + 1 = (`� 1)2, c'est toujours possible. L'ordredes images n'a pas d'importance.Le morphisme h est su�xe et circulaire, de d�elai de synchronisation 2, grâce aurôle de marqueur jou�e par d1. Nous pouvons donc d�eterminer les facteurs sp�eciaux�a gauche de F (u) en fonction de ceux de L(f).Soit u un facteur sp�ecial �a gauche pour L(f) : il se prolonge par chacune deslettres de �k. Les su�xes communs des f(ci) sont " et toutes les lettres di tellesque E \ d1�kdi 6= ;; les facteurs sp�eciaux �a gauche pour F (u) obtenus sont doncf(u), d'ordre ` � 1 (il se prolonge par chacune des lettres de H1 = �l), et dif(u),d'ordre # (E \ d1�kdi) quand cet ensemble est non vide (il se prolonge par Hi =fd1g [ f dj j d1djdi 2 E g). Les seuls mots non synchronis�es sont " et certains di,mais ils ne donnent pas de nouveaux facteurs sp�eciaux. Finalement, la base contientun arbre pour chaque ensembleHi, avec une ou plusieurs branches �liformes partantde " (une branche pour chaque j tel que Hi � Hj). Comme pr�ec�edemment, " estle seul facteur bisp�ecial d'ordre non nul, et son ordre vaut k � ` (l'ordre de " esttoujours �egal �a p(2)� 2p(1) + 1).Une extension int�eressante de ces deux probl�emes serait de chercher �a construiredes suites de complexit�e b�n+�c, avec � (et �eventuellement �) non entier. Il sembleque cela ne soit pas possible. 18



6 Une famille continue de fonctions de complexit�ePour le moment, nous savons construire une famille d�enombrable de fonctionsde complexit�e. Nous allons montrer dans cette section que l'ensemble des fonctionsde complexit�e a la puissance du continu.Th�eor�eme 6.1. Soit ' : R �! R une fonction deux fois d�erivable et un r�eel stric-tement positif x0 tels que(i) 0 6 '00(x) 6 1 pour x > x0;(ii) x log x = o('(x)).Alors il existe une suite binaire u dont la complexit�e v�eri�epu(n) � '(n) :La seconde condition peut être remplac�ee, au prix d'une complication de la preuve,par l'hypoth�ese plus faible et plus naturelle que '0(x) tend vers +1 quand x tendvers +1.Preuve. Pour i 2 N, soit qi le plus petit entier sup�erieur ou �egal �a x0 tel queb'0(qi)� '0(x0)c = i. D'apr�es les propri�et�es de ', ces entiers existent, sont positifs,et la suite (qi) est strictement croissante. On d�e�nit une suite binaire u de la mani�eresuivante : on part de la suite v sur l'alphabet d�enombrable �1 = fc0; c1; : : : ; ci; : : : g,point �xe du morphisme f qui �a ci associe c0ci+1 :v = c0c1c0c2c0c1c0c3c0c1c0c2c0c1c0c4c0c1c0c2c0c1c0c3c0c1c0c2c0c1c0c5c0c1c0c2 : : :et on lui applique le morphisme g : ��1 �! fa; bg�ci 7�! abqi pour obtenir u = g(v).Les facteurs sp�eciaux de v sont faciles �a d�eterminer : �a gauche ce sont les pr�e-�xes de v, �a droite leurs images miroir (on pourrait les appeler facteurs sp�eciauxd'ordre in�ni, car ils se prolongent par toutes les lettres de �1, sauf celles qu'ilscontiennent d�ej�a). Comme dans la preuve du th�eor�eme 5.1, on utilise le fait queg est un morphisme circulaire (et su�xe) pour en d�eduire la forme de l'arbre desfacteurs sp�eciaux �a gauche de u. Il est constitu�e par la r�eunion d'une in�nit�e debranches �nies, �etiquet�ees par bq0abq0, bq1abq0abq1, bq2abq0abq1abq0abq2, et en g�en�eralbqig(f i(c0)) pour tout i 2 N.Le mot in�ni a donc une in�nit�e de facteurs bisp�eciaux stricts et faibles. Lesbisp�eciaux stricts �etiquettent les endroits o�u les branches se s�eparent, c'est-�a-direles bqi pour i 2 N, et les bisp�eciaux faibles sont les �etiquettes des branches enti�eres,bqig(f i(c0)) pour i 2 N. La longueur des premiers est simplement qi. Celle des secondsest ri = 2qi + 2i +Pi�1j=0 2i�j�1qj, que l'on peut minorer par 2i.Le nombre de facteurs sp�eciaux s(n) est alorss(n) = 1 +minf i j n 6 qi g �minf i j n 6 ri g :Le dernier terme est en O (log n). Sachant que b'0(qi)� '0(x0)c = i, le second termepeut être encadr�e par'0(n)� '0(x0)� 1 < minf i j n 6 qi g < '0(n)� '0(x0) + 119



d�es que n > x0. En sommant une nouvelle fois, on trouve quep(n) = 1 + n�1Xm=0 s(m) = '(n) +O (n log n)et l'hypoth�ese (ii) nous assure que le second terme est n�egligeable.En quelque sorte, ce th�eor�eme montre que toutes les fonctions �a croissance su�-samment r�eguli�ere comprises entre n log n et n2 sont asymptotiquement des fonctionsde complexit�e. C'est le cas notamment des n� pour 1 < � < 2. Par cons�equent, lecardinal de l'ensemble des fonctions de complexit�e est �egal �a celui de R (il ne peutbien sûr pas être plus grand).Remarque. Grillenberger [8] a montr�e comment construire des suites d'entropietopologique h pour tout r�eel h compris entre 0 et log#�. Cela fournit donc une autrefamille continue de fonctions de complexit�e, qui ont une croissance exponentielle (sih > 0), contrairement aux nôtres qui sont �a croissance polynomiale (et donc toutesassoci�ees �a des suites d'entropie nulle).7 Complexit�e sous-a�neDans les deux sections pr�ec�edentes nous avons construit des familles de fonctionsde complexit�e. Nous allons maintenant voir une condition n�ecessaire que doiventv�eri�er ces fonctions quand leur croissance n'est pas tr�es rapide, et qui les empêchede crô�tre de fa�con trop oscillante.Cette section r�esume les r�esultats qui seront pr�esent�es de mani�ere d�etaill�ee dans[7]. Notre th�eor�eme principal, conjectur�e par Ferenczi, est le suivant :Th�eor�eme 7.1. Soit u 2 �! une suite sur un alphabet �ni dont la fonction decomplexit�e p(n) est sous-a�ne, c'est-�a-dire que p(n) = O(n). Alors la fonction s(n) =p(n + 1)� p(n) est born�ee.Cela signi�e par exemple que la situation suivante ne peut pas se produire :p(n + 1) � p(n) prend des valeurs faibles sauf en des \pics" arbitrairement hauts,mais su�samment �etroits et espac�es pour ne pas trop faire augmenter p(n).Une telle propri�et�e �etait d�ej�a connue pour certains types de suites, points �xes desubstitutions primitives [11]. En particulier, le th�eor�eme 7.1 permet de red�emontrerque si u est une suite automatique, alors (p(n + 1) � p(n))n2N est aussi une suiteautomatique [14].Notre preuve donne en fait un r�esultat plus g�en�eral et plus pr�ecis :Th�eor�eme 7.2. Soit u 2 �! une suite sur un alphabet �ni et p(n) sa fonction decomplexit�e. On suppose qu'il existe deux r�eels a > 0 et 1 6 � 6 32 , et un entier n0,tels que p(n) 6 an� pour tout n > n0. Alorss(n) = p(n + 1)� p(n) 6 Kp(1)a3n3(��1)pour tout n > n0, o�u K est une constante qui ne d�epend pas de u.20



La constante K de ce th�eor�eme peut être explicit�ee, mais cela pr�esente peud'int�erêt tant qu'il n'est pas �etabli que l'exposant 3 dans a3n3(��1) est optimal.C'est �a cause de cet exposant que � est limit�e �a 32 , car au-del�a de cette valeur leth�eor�eme n'apporte rien de plus que la relation triviale s(n) 6 p(n+1) 6 a(n+1)�.Mais nous ne connaissons aucune suite dont la complexit�e v�eri�e p(n) = O(n�) maisnon s(n) = O(n��1). Il serait int�eressant de construire de telles suites, ou bien sûr demontrer qu'il n'en n'existe pas, ce qui renforcerait consid�erablement le th�eor�eme 7.2.Pour d�emontrer les th�eor�emes 7.1 et 7.2, on utilise le lemme suivant, dont lapreuve, tr�es technique, consiste �a compter des chemins dans le graphe de Rauzyd'ordre n1 associ�es �a des facteurs sp�eciaux de longueur comprise entre n1 et n2 :Lemme 7.3. Soit L un langage factoriel prolongeable sur un alphabet binaire, p(n)sa fonction de complexit�e, et n1 < n2 deux entiers. On suppose que s(n1) > 1. Soitm = maxn16n<n2 s(n). Alors la variation de complexit�e entre n1 et n2 est au moinsp(n2)� p(n1) > n12s(n1)2 �m� s(n1)�1 + s(n1) + s(n2 � 1)�� :De fa�con imag�ee, il signi�e que si s(n) pr�esente un pic entre n1 et n2, alors p(n)crô�t d'une valeur d'autant plus grande que le pic est haut et que s(n1) et s(n2) sontpetits, mais qui ne d�epend pas de la largeur du pic. Par un calcul relativement simple,on �etablit alors un r�esultat similaire au th�eor�eme 7.2 pour les langages factorielsprolongeables sur un alphabet binaire. Au moyen d'un codage, il peut être �etenduaux langages sur un alphabet �ni quelconque. Pour obtenir le th�eor�eme 7.2, il nereste plus qu'�a traiter le cas des suites non r�ecurrentes comme indiqu�e en 2.2.8 ConclusionNous avons vu que l'�etude des facteurs sp�eciaux permettait de calculer plusfacilement certaines complexit�es, et d'obtenir d'autres r�esultats int�eressants sur lesfonctions de complexit�e. Cela est surtout vrai pour les suites dont la complexit�ecrô�t lin�eairement, ou �a la rigueur de fa�con quadratique, car le nombre de facteursbisp�eciaux est la di��erence seconde de la complexit�e qui est alors faible. Il seraitcertainement utile d'avoir une interpr�etation combinatoire de di��erences d'ordreplus �elev�e, mais cela ne semble pas possible avec nos techniques, car les facteursbisp�eciaux n'ont plus aucune propri�et�e de prolongeabilit�e, ce qui interdit de lesrepr�esenter par une structure comme l'arbre des facteurs sp�eciaux.Nous sommes encore tr�es loin de pouvoir caract�eriser les fonctions qui sont desfonctions de complexit�e, même si les th�eor�emes 6.1 et 7.1 permettent de se faire unemeilleure id�ee de l'endroit o�u se situe la limite. Il doit être possible de resserrer encorecet encadrement, en cherchant la borne exacte sur s(n) dans le th�eor�eme 7.1, en�etendant ce th�eor�eme de fa�con plus pr�ecise aux degr�es plus grands, et le th�eor�eme 6.1�a d'autres classes de fonctions.Une autre direction de recherche possible est de voir comment des restrictions surles suites consid�er�ees in
uent sur les fonctions r�ealisables : si L est une famille delangages ou de suites, notons P(L ) l'ensemble des fonctions de complexit�e des �el�e-ments de L . Obtient-on des ensembles di��erents quand L = �!, L = !�! (suites21



biin�nies), L est l'ensembles des suites r�ecurrentes ou uniform�ement r�ecurrentes,des langages factoriels prolongeables, etc.?R�ef�erences[1] J.-P. Allouche. Expos�e aux Journ�ees Montoises �a Bordeaux, 1993.[2] J.-P. Allouche, Sur la complexit�e des suites in�nies, Bull. Belg. Math. Soc.1 (1994), 133{143.[3] P. Arnoux et G. Rauzy, Repr�esentation g�eom�etrique de suites de com-plexit�e 2n + 1, Bull. Soc. Math. France 199 (1991), 199{215.[4] S. Brlek, Enumeration of factors in the Thue-Morse word, Discr. Appl. Math.24 (1989), 83{96.[5] J. Cassaigne, Counting overlap-free binary words, in STACS '93, P. Enjalbert,A. Finkel et K. W. Wagner (�ed.), W�urzburg, 1993, pp. 216{225, Lect. NotesComp. Sci. 665, Springer-Verlag.[6] J. Cassaigne,Motifs �evitables et r�egularit�es dans les mots, Th�ese de Doctorat,Universit�e Paris 6, 1994. Rapport LITP TH 94-04.[7] J. Cassaigne, Special factors of sequences with linear subword complexity, inDevelopments in Language Theory, World Scienti�c, 1995. �A parâ�tre.[8] C. Grillenberger, Constructions of strictly ergodic systems | I. Givenentropy, Z. Wahr. verw. Geb. 25 (1973), 323{334.[9] F. Mignosi et P. S�e�ebold, If a DOL language is k-power-free then it iscircular, in ICALP '93, Lund, 1993, Lect. Notes Comp. Sci. 700, Springer-Verlag.[10] M. Morse et G. A. Hedlund, Sturmian sequences, Amer. J. Math. 61(1940), 1{42.[11] B. Moss�e, Notions de reconnaissabilit�e pour les substitutions et complexit�edes suites automatiques. Preprint, 1993.[12] J.-J. Pansiot, Complexit�e des facteurs des mots in�nis engendr�es par mor-phismes it�er�es, in ICALP '84, pp. 380{389, Lect. Notes Comp. Sci. 172,Springer-Verlag, 1984.[13] G. Rote, Sequences with subword complexity 2n, J. Number Th. 46 (1994),196{213.[14] T. Tapsoba, Complexit�e de suites automatiques, th�ese de 3e cycle, Universit�ed'Aix-Marseille II, 1987. 22
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