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Dans diverses applications, en particulier dans les problémes de stabilité de la
mécanique, on est conduit au probléme de décider a quelles conditions une équation
algébrique

fx)=ao+arx+---+az" =0 (1)

a coefficients réels, posséde la propriété que les parties réelles de ses racines x1, x2,
., T, sont toutes négatives'. Il s’avére nécessaire que tous les a, aient le méme
signe, et pour n = 2 cette condition est aussi suffisante. Cela découle immédiatement
de la décomposition de f(x) en facteurs réels linéaires et quadratiques. Une solution
de notre probléme pour des équations de degré quelconque a été développée par
Routh, loc. cit., & I'aide de la théorie de I'indice de Cauchy. Un peu plus tard, grace
a la considération d’une certaine forme quadratique, A. Hurwitz? a donné un critére
particuliérement simple et élégant, qui consiste en ceci :
Si l’on suppose le coefficient ag positif, alors les parties réelles des racines de
léquation (1) sont toutes négatives si, et seulement si, les n déterminants

a1 Qo 0
ayp Qo
Dy =a1, Dy= a5 ag |’ Ds=|a3 ax a1 |, ...,
as; a4 Qg
a1 ao 0 0
a a a 0
D, = 3 2 1
a2n—1 a2pn—2 AaA2n—3 Qn,

sont tous positifs.

Ici, on a posé a, égal & 0 pour v > n.

Une démonstration plus élémentaire du théoréme d’Hurwitz, qui ne fait usage
que des assertions les plus simples sur les résultants, a été donnée par L. Orlando?.
Elle repose sur la remarque suivante, d’un intérét intrinséque et trés aisée & démon-
trer : 'équation (1) posséde la propriété souhaitée si, et seulement si I’équation de
degré (g) vérifiée par les (g) sommes z,, + (K < A) ne présente que des coefficients
positifs. Mentionnons encore deux notes de messieurs Chipard et Liénard*. Il y est
donné, a l'aide de la théorie des formes quadratiques, un critére analogue & celui
d’Hurwitz, sans que le travail d’Hurwitz soit cité.

Dans ce qui suit, je vais porter mon attention sur une nouvelle approche du
critére d’Hurwitz, qui me parait particuliérement simple. Je parviens au théoréme

LCf. par exemple E. J. Routh, A treatise on the stability of a given state of motion, London,
1877, pp. 74 a 81; également : Die Dynamik der Systeme starrer Korper, Deutsche Ausgabe Bd
II, Leipzig, 1895, 222-234.

2A. Hurwitz, Math. Ann. 46 (1895), 273-284.

3L. Orlando, Math. Ann. 71 (1912), 233-245.

4Comptes Rendus, Paris 157 (1913), 691-694 et 835-840. Cf. en outre M. Fujiwara, The T6hoku
Math. Journ. 8 (1915), 78-82.



d’Hurwitz aprés un détour par deux autres critéres, qui sont déja tous deux en-
tierement suffisants dans la pratique. Ils ont en outre 'avantage de conserver leur
validité aussi pour des équations a coeflicients complexes.

J’utliserai dans la suite ’abréviation qui consiste a appeler équation d’Hurwitz
une équation & coeflicients réels ou complexes, dont les racines possédent toutes une
partie réelle négative.

1 Une considération auxiliaire
A tout polynome
f(z) = ap + a1z + agx® + - - + a,a"
a coefficients réels ou complexes, j’associe le polynome
() = ap — a1z + aga® + - - + (=1)"a,z"™.
Ici le surlignage de a, indique, comme c’est 1'usage, le passage a la quantité
conjuguée, de sorte que, si ’équation primitive n’a que des coeflicients réels, le

polynéme f* ne se distingue de f que par le signe d’un terme sur deux. Soit ensuite
Z1, Ta, ..., T, les racines de f(x) = 0, de sorte que

f@)=an [[ (@~ ). (2)

v=1

et comme f = gh entraine évidemment f* = ¢g*h*, on aura
n
f*(.f) = an H(_I_EV)v (3)
v=1

Soit maintenant u, v; u,, v, (v =1,2,...,n) des quantités réelles, et posons
T=u+10, Ty =Uy + 10y,

d’ont
|z + 2, — | — 2,|* = duu,.

Pour un u, négatif, les trois cas possibles
lz—ay| <|lz+ 2|, |lz—a|>z+2], |z-a]=lr+7)]
correspondent donc aux trois cas
u<0, u>0, u=0.

De (2) et (3), il s’ensuit donc immeédiatement : si f(z) = 0 est une équation
d’Hurwitz, alors®

0= |f@ < [f=@)] pouwr Rx) < 0
s @ < [f@)] pour R(z) > 0 (4)
< [f@= [f)] pour R(x)= 0

5Pour les équations dont les racines possédent toutes une partie imaginaire positive, on trouve
une remarque similaire chez Laguerre, Oeuvres, Vol.I, p.360



Le lemme suivant découle maintenant facilement de ces inégalités : soit o et
B deuz quantités réelles ou complexes telles que || > |B|, alors f(x) = 0 est une
équation d’Hurwitz si et seulement si I’équation

9(x) = af (x) = Bf"(x) =0 (5)

posséde cette propriété.
En effet, soit f(z) = 0 une équation d’Hurwitz ; on aura pour $(z)

laf (@) > |8 ()]

Par conséquent, on ne peut avoir af(z) = Sf*(x) pour un tel z. De plus, il
découle de (5) que

1\
o

9" (x) = af*(z) - Bf(2). (6)

L’élimination de f*(z) a partir de (5) et (6) fournit encore

f(@) = arg(z) — Brg*(2),
ou l'on a posé
_ a _ B
“E-pe T

o2 = 18>

Comme on a aussi |a1] > |01, la relation entre f(z) et g(x) est réciproque.

aq

2 Le premier critére

Soit maintenant f(x) = 0 une équation d’Hurwitz, et désignons par £ un nombre
complexe quelconque de partie réelle négative ; alors on aura, eu égard a (4)

[ > £ (7)

Par conséquent, d’aprés notre lemme, 1’équation

g9(x) = f7(E)f(x) = (&) f (x) =0

est aussi une équation d’Hurwitz. Cette équation a en outre la racine x = £. En
conséquence, l’équation algébrique

g(x)
r)="—==0
filz) =~ —¢
n’a également que des racines de parties réelles négatives. Réciproquement, on sait
que si fi(x) = 0 est une équation d’Hurwitz, alors il en est de méme pour g(z) = 0.
Ensuite, si ¢ satisfait la condition (7), il découle du lemme que f(z) = 0 est aussi
une équation d’Hurwitz. Cela fournit donc le théoréme :

Soit & une quantité fixée et quelconque, de partie réelle négative. L’équation du
n-éme degré f(x) = 0 est une équation d’Hurwitz si et seulement si f(£) se trouve
étre de valeur absolue inférieure a celle de f*(€) et si l'équation de degré n — 1

[ f (@) = f(€)f(x)

x—¢ =0

fi(z) =

est une équation d’Hurwit

6Ce théoréme est en rapport étroit avec une remarque que j’ai faite dans Math. Zeitschrift
1 (1918), p.387, sur les équations algébriques dont les racines se trouvent toutes a l'intérieur du
disque unité. Un article, & paraitre dans Math. Zeitschrift, de monsieur A. Cohn, Ueber die Anzahl
der Wurzeln einer algebraischen Gleichung in einem Kreise, contient une généralisation profonde
et importante de cette remarque.



Comme on peut aussi appliquer ce procédé de réduction a I'équation f1(x) =0
et aux équations successives qui en résultent, on pourra donc décider en au plus n—1
pas, n — 2 dans le cas des coeflicients réels, si f(z) = 0 est une équation d’'Hurwitz
ou non. De plus, dans l'itération de ce procédé, on peut utiliser soit chaque fois
la méme quantité &, soit un systéme de quantités prescrites arbitraires &, &1, ...,
toutes de parties réelles négatives.

Considérons par exemple ’équation du cinquiéme degré a coefficients réels
f(x) =1+ 2+ 522 + 72® + 42* + 82° = 0. Nous choisissons ¢ = 0 et obtenons :

fx) = 1+a+522+72% +42" +82°, f(~1)=—6
ffx) = 1—a+52%—72% +40* —82°, f*(—1)=26

(=D f(x) — f(=1)f*(x) = 32 + 20z + 1602° + 1402° 4 128z* + 1602°
fi(x) =32—-12z...

Comme ici le signe change, fi(x) = 0, et par conséquent aussi f(z) = 0, n’est
pas une équation d’Hurwitz. Si ’on n’obtenait encore dans f; que des signes égaux,
alors il faudrait former fo(x) a partir de fi(x), de la méme fagon que f; a été tiré de
f- En dernier recours, on irait jusqu’a fs, lequel est un polynéme du second degré.

3 Le deuxiéme critére

Le quotient
[ @) f(x) — f(&) (=)
x—£ ’
que nous avons auparavant désigné par fi(z), est une fonction entiére rationnelle
des deux variables x et £. Soit

F(‘Tvg) =

F(2,€) = Fo(w) + Fi(2)§ + - + Fpa (2)€"

son développement suivant les puissances de &.
En multipliant par z — £ et en identifiant les coefficients de 1 et de £, on obtient
en particulier

aof(x) —aof*(x) =xFy, —a1f(x)—a1f*(x)=—-Fo+aF (8)
De 1a, il découle
o*(Fo + EF1) = f(2)p(a) = f*(2)v(x) 9)
ot l'on a posé
o(x) = aor — arx€ + aol, Y(r) = apr + aréx + apf (10)

Jaffirme maintenant qu’on peut remplacer notre premier critére par le suivant :
Soit & une quantité fixée et quelconque, de partie réelle négative. Alors f(x) =0
est une équation d’Hurwitz si, et seulement si, ag et a1 satisfont aux conditions

a #0, R <ﬂ) >0, (11)

ao
et si ’équation de degré n — 1
H(z) = Fo(z) + {Fi(z) =0

est une équation d’Hurwitz.



Pour une équation f(x) = 0, dont les racines possédent toutes une partie réelle
négative, les conditions (11) sont certainement remplies. En effet, Z—é n’est autre que
I'opposée de la somme des inverses des racines de I’équation. Pour démontrer que
H(z) = 0 est, comme f(x) = 0, une équation d’Hurwitz, nous raisonnons comme
suit : pour R(§) < 0 et R(x) = 0, comme nous le savons déja, F(z,§) est toujours
différent de zéro. Posons £ = %, de sorte que le signe de la partie réelle de 7 coincide

encore avec celui de la partie réelle de £. Par conséquent, pour R(n) < 0, R(z) = 0,
on a aussi

®(z,n) = Fon" '+ Fin" 4+ F,_1 £0.

Soit maintenant x une quantité fixée quelconque, pour laquelle R(z) = 0. Si
Fy(x) # 0, alors I'équation ®(x,n) = 0 apparait comme une équation en 7 de degré
n—1, dont les racines, d’aprés ce qui vient d’étre dit, doivent toutes se trouver dans
le demi-plan R(n) = 0. Par conséquent, il en est aussi de méme pour la somme —%
de ses n — 1 racines. Pour $(§) < 0, on ne peut donc pas avoir H(z) = 0, car cela

donnerait ” )
R ——1) :3%(—) <0.
( Fy §

Si maintenant Fy(x) = 0, il est également certain qu’on ne peut avoir F(z) = 0.
Sinon, on aurait également Fj(x) = 0 et donc, eu égard a (8)

aof(z) —aof*(x) =0, aif(z)+aif*(z)=0.
Comme f(x) # 0, cela donnerait encore

apay + apay = 0,
c’est a dire R (Z—é) = 0. D’aprés cela, pour R(x) = 0, on n’aura jamais H(x) = 0,
donc les racines de cette équation sont toutes dans le demi-plan $(z) < 0.
Maintenant, supposons inversement que 1’équation H(z) = 0 est une équation
d’Hurwitz. Nous avons donc & démontrer que, si ag et a1 satisfont la condition (11),
f(z) = 0 est aussi une équation d’Hurwitz. Cela se déduit comme suit. De (9) il
résulte

@?H(x) = f(x)p(x) — f*(a)p(z),
2?H*(x) = f*(x)p* (z) — f(a)p*(2).
Par conséquent, on a
("o — ™Y f = 2 [He™ + H™y)].
Ici on a en particulier
©*(z) = —apr + a1€x + apf.

Si x était une racine de f(x) = 0, de partie réelle positive ou nulle, on devrait
avoir, puisque x est visiblement différent de zéro du fait que ag # 0,

H(z)e" () + H* (2)i(x) =0, (12)
En raison des inégalités (4), on a ici
|H(z)| > |H(z)| ou [H(z)| =[H"(z)| > 0.

Par conséquent, I’équation (12) sera certainement prouvée impossible, si nous
montrons que

0" (@) > [¢()]-



Apres division par |agz€], cette inégalité prend la forme

’_1 ﬂ+l‘> lia 1’
§ ao £ ao
Avec
P I
ag I3
cela s’écrit donc [t + 7| > [t — n|. Comme R(t) < 0, R(n) < 0, ce n’est qu'un cas

particulier des inégalités (4).
Mentionnons expressément que dans notre cas le degré de H(z) ne peut &tre
inférieur & n — 1. Dans le cas contraire, il découlerait de (9) et (10) que

an(ao — a1§) — (=1)"an(ao + a1§) = 0.

On aurait ainsi en particulier

_ _ o . 1 al - 1 aq
|aop — a1&] = |ao + a1&], i.e. £ &0|_|§+a0 .
Comme R (%) <0, R (Z—;) > 0, cela contredit de nouveau les inégalités (4).

4 Le critére d’Hurwitz

Supposons en particulier que les coefficients a, de ’équation f(z) = 0 sont des
nombres réels, et posons

g(z) = ap + agr® + asx* + ..., h(z) = a1z +azz® + ...,

de sorte que
f(x) = g(x) + h(z), [ (z)=g(z)—h()
La formule (9) prend alors la forme plus simple
1
§$2H2($) = (aor + ap§)h(z) — ar€zg(x)

et de 1a s’ensuit facilement
1
K(x) = §H(:v) = agpa; — &(aras — apas)r + apazr? — E(ajay — agas)x> + ...

Ainsi, pour ag > 0, f(z) = 0 est une équation d’Hurwitz si et seulement si a; > 0
et si, pour un £ quelconque de partie réelle négative, I’équation K (z) = 0, de degré
n — 1, est une équation d’Hurwitz. On va rester dans le domaine des nombres réels,
et on a donc besoin uniquement de choisir un nombre réel négatif £, par exemple

E=-1.
Maintenant, afin d’aboutir au critére des déterminants d’Hurwitz, on suppose le
théoréme déja démontré pour Péquation K (z) = 0 de degré n—1, dansle cas = —1.

Pour que f(x) = 0 représente une équation d’Hurwitz il s’avére alors nécessaire et
suffisant, pour ag > 0, que a; > 0 et que les n— 1 déterminants associés & K(z) =0
aiaz — apaz, aopai

A1 = ajas — apa Ay =
H e ajaq — apas, Goa3

soient positifs. On écrit maintenant aga; A, sous la forme

apan , 0 0 0

a0a1 A, — apas, ai1az — apas, aodi, 0

y =
apas, ai1a4 — Agds, GoA3, aidz — Apas,



et on ajoute la premiére colonne & la deuxiéme, la troisiéme & la quatriéme etc., ce
qui donne pour v =1,2,3,... les formules

apa1 Ay = apa1 Dz,  apa1Ag = aparagD3, apa1Asz = agaiapaiDy ...,

ot Dy, D3 ... sont les déterminants d’Hurwitz associés a ’équation f(x) = 0. Les
conditions
ay > 0, A1>O, A2>0, ceey A,_1>0

sont donc identiques aux conditions

Di=a1 >0, Dy>0, D3>0, ..., Dp>0.
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