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I.— Introduction.

Si n est un entier positif, on note Q(n) le nombre de facteurs premiers de
n, comptés avec leurs multiplicités :

(1) Q(n) = 21= Ea

P ln p%Yn

ol p désigne un nombre premier générique et o un entier positif générique. La
fonction arithmétique @ est complétement additive, c'est—a—dire que
Q(ab) =Q(a) +9(b) , quels que soient les entiers naturels a et b.

Dans cet exposé, nous étudions le comportement local de € . Posons :

(2) v @(n) =k =1 P
KT
Qn)=k
ot z est un entier positif tendant vers l'infini, et % un entier positif. Dans (2),
vV, désigne la probabilité uniforme sur I'ensemble des entiers 1,2,...,z; comme
n) <n, ona v @(n)=k=0 pour k> %%g—g et il suffit d'étudier (2) pour
log z
k< 165_2'

Depuis le début de notre siécle, de nombreux auteurs ont donné des
équivalents asymptotiques ou des majorations pour Vz(ﬂ(n) =¥k). Nous

résumons ci—dessous ces travaux ; pour ne pas alourdir cette présentation, nous
omettons les termes d'erreurs effectifs connus pour les résultats (6) et (10).



k-1
(3) v, @(n) = k)~ (log z)™ Qo&%%%:f%_ quand z— 4w,

pour tout % fixé (Landau 1900, cf. [11]).
10\—k - 1
(9) v, (@(n) = B < oty H(log 2) 5, _; (LY(loglog z + ¢,))

uniformément pour z> 3 et k> 1, ol ¢ et ¢ sont des constantes positives
1
y X . . -
absolues et Sk—l(X) = 7 est la (k-1)—iéme somme partielle de la série
1=0 "

exponentielle (Hardy et Ramanujan 1917, cf. [8]). Signalons qu'une inégalité
fausse (v (Q(n) = k) < ¢o(log 2)™(loglog = + cl)k_1 [(k-1)1) a parfois été utilisée

imprudemment & la place de (4).

k1
(5) v, @(n) = k)~ (log z)™ M%%%—Q—— quand z— + o

et | k—loglog z| < B (loglog x)% oi B est positif, arbitraire mais fixé (Erdos
1948, cf. [5]).

k-1
k-1 -
6) v, @(n) = B~ Aot (log 2) 1@%}- quand 7 — 4o ,
uniformément pour 1< k< (2—€)loglog z, oll € > 0 est fixé et
=1 —hE 2 .
() = prgry) (1 =5 (1= 5) (Sathe—Selberg 195354, ct. [19]).
(7) v (Q(n) = k)~ C(log 10)2_’c quand z— + o,

uniformément pour (2+¢)loglog < k< Bloglog z ol ¢ et B sont positifs et
- 1 1

f = . .

ixéset C=7 pg3 (1+ m) (Selberg 1954, cf. [19])

®) v,@(n) = B)< cy(log ki



uniformément pour >3 et k> 1, ol ¢, est une constante positive absolue

(Erdos—Sarkozy 1980, cf. [6]).

(9) v,(Q(n) = k) < ey(log z)(loglog x)%2_k

uniformément pour z> 3 et k> 1, ol ¢3 est une constante positive absolue

(Norton 1981, cf. [14]).

(10) v, @(n) = k) ~ 02_k10g(9: Z_k) quand z 7 o ,

uniformément pour k> (24€)loglog z, € >0 étant fixé (Nicolas 1984, cf. [13]).
Signalons des travaux récents d'Azzouza, donnant des majorations explicites de
v,@(n) = k) , et utilisant la démonstration du théoréme de Nicolas.

Le rapprochement entre les lois de répartition des fonctions arithmétiques
et les lois probabilistiques classiques est l'un des objectifs de la théorie
probabiliste des nombres. Ainsi (6) montre que, pour k< (2—)loglog z, Q(n) se
comporte & peu prés comme une variable de Poisson de paramétre loglog z et

(10) indique une loi locale & peu prés géométrique de raison % pour
k> (2+¢)loglog = .
Il est naturel de s'interroger sur ce brusque changement de nature des

formules asymptotiques pour v ,@(n) = k) . La solution du probléme est donnée

par la considération d'une nouvelle loi probabiliste simple.

I1.— La loi Poisson—géométrique.
Considérons une loi de Poisson de parameétre A > 0, définie par la formule

) \F
(11) pk =€ (—E_—ly!' k = ].,2)...’
et une loi géométrique de raison r:
- koo _
(12) 9= (1-nNr" k=012,..

Nous appelons loi Poisson—géométrique de paramétre ) et de raison r le
produit de convolution :



k
(13 x9i= L 2j5= N

k1
1-r)r™ = 8, (/7)
ou, comme pour (4), S, est la (k-1)—iéme somme partielle de la série

exponentielle.
Afin d'obtenir l'ordre de grandeur de (p* g) e rappelons les résultats

classiques suivants :

k
i) si k< (1—€) X, Sk(X)X%(—,—pour X = +o0,e>0 fixé

i) 8 k2 (1+€)X, SX)~ epour X - + o e > 0 fixé
X

i) si k= X+ tyX , S, (X)~

¢
f exp(-u42/2)du uniformément
.

pour |t < B, B> 0 fixé.

Le lecteur intéressé trouvera des résultats beaucoup plus précis dans [15].
Ainsi, si r est fixéet A grand, on a:

k1
(14) (0 9y €7 hpyr () si k< (1-€)2

AL -

(15) (% g)x e @0 s k> (el

avec une transition gaussienne, donnée par iii), entre ces deux zones.

La loi Poisson—géométrique a donc un comportement double : (14) évoque
plutdt une loi de Poisson de pramétre A et (15) une loi géométrique de raison
7. En rapprochant (14) et le résultat de Sathe~Selberg (6), (15) et le résultat de
Nicolas (10), et compte—tenu également de 1'inégalité de Hardy et Ramanujan
(4), le théoréme suivant semble naturel.



THEOREME 1 (Balazard, Delange, Nicolas 1988). Uniformément par rapport ¢ k,
ona:

—k
: k1 2
(16) v,@(n) = k)~ f(min(2, Toglogy) Tog 3 Sk-1(2 loglog )
wand y =z 2*‘19—-» + o f(2) = 21_zl n(1- l)z(l _1)-1

Ce théoreme est annoncé, sous une forme plus précise, dans [4]. Sa
démonstration compléte se trouve dans [2] ; le paragraphe suivant en contient les
principales idées. Il montre que la loi locale de ©(n) pour 1< n< z est en gros
une loi Poisson—géométrique de "paramétre" loglog y et de raison % (loglog y

dépend de k, mais assez faiblement : on a 0< loglog z — loglog y < 10516 si
k< (1—6)%%@—;). Observons que la fonction f est continue et strictement

positive sur [0,2] , et que f(2) = C.
En utilisant pour Sk(X) des estimations plus précises que i) et ii)

ci—dessus, on peut retrouver le résultat de Sathe—Selberg (6) et celui de Nicolas
(10) & partir du théoréme 1. Combiné avec iii), il donne pour la zome critique
k~ 2 loglog z un nouveau résultat, observé pour la premiére fois par Delange :

COROLLAIRE. Pour tout B> 0 fizé, ona :
_ 1 ¢ |
a7 v @) =k~ C2 k’log ztf exp(-v?/2)du quand z— +w ,
V27 Y

uniformément pour — B< t = k=2 loglo T< B.
V2 loglog z

IIT.— Interprétation probabiliste et plan de la démonstration du théoréme 1.

La loi locale d'une somme de deux variables aléatoires indépendantes est le
produit de convolution de leurs lois locales respectives. La signification du
théoréme 1 est que dans 1'écriture

(18) Q(n) = vy(n) +0(n)



les fonctions arithmétiques wy(n) (= valuation 2-adique de n) et Q(n)

(= nombre de facteurs premiers impaires de n) se comportent pour n< z

comme deux variables aléatoires indépendantes. La loi locale de v, est
approximativement géométrique de raison % et celle de Q‘ approximativement

de Poisson de paramétre loglog z. Bien entendu, la méme analyse montre que la

loi de @ a une composante géométrique prépondérante de raison % mais

celle—ci s'avére négligeable par rapport & la loi de v, .

La démonstration du théoréme 1 utilise cette méme idée : séparer dans
Q(n) les deux quantités wy(n) et Q<(n). Si n est entier > 1, écrivons

n=2"m avec a = vy(n) et m impair. Nous avons :

n<zet Un)=kom< z et a+ Q(m) =k

o2 My p am) <k et a=k-0(m).

Par conséquent, zv,@(n) = k) est exactement le nombre d'entiers m

impairs tels que mZ_Q(m)g 197 et Qm)< k. Ennotant 9(m) = mZ_Q(m),

Y=z 2—167 la lettre m désignant dans toute la suite un entier générique impair,
nous avons :

(19) zv Q(n) =k = 2 1.

Cette formule est diie & Haldsz et a déjd été utilisée par Nicolas pour
démontrer (10). Elle peut aussi servir au calcul numérique rapide de
zv (@(n) = k) pour de grandes valeurs de = .

La démonstration de Nicolas pour (10) est élémentaire mais nous pouvons

utiliser & partir de (19) des méthodes d'analyse complexe. La formule de Cauchy
nous donne en effet :

(20) zv Q(n) = k) = %- 2 Hm) ZI]_:I dz

' | 2| :r¢(m)52/



ou r<1 est arbitraire, la circonférence |z| = r étant parcourue une fois dans
le sens positif.

On est ainsi amené & chercher une estimation précise de la somme

z zﬂ(m). Cette estimation est obtenue par la méthode d'intégration

P(m)ly

complexe exposée par Selberg dans [19]. La fonction génératrice }: z 5
m P(m)
s

factorise en ¢ (3)2'2 G(s,z) , la fonction G(s,z) étant holomorphe pour
| 2] <%,Res>ma.x(%—, Y g ).

].Og g
variable s de I'exposant de la fonction ( (cf. également [1]). On obtient
finalement :

se

La nouveauté est ici la dépendance en la

— 2Rez—2
ey 4 ™62 o 927! + 0p(y(0g 1" Xloglog 3))
$(m)<y
uniformément pour |z < R < % et y>3, ol f est définie dans 1'énoncé du
théoréme 1.

D'aprés (20) et (21), = VZ(Q(n) = k) est somme de deux termes la‘é—g T,
et Ezgirg(loglog v) T, avec:

1 f(2z) —% 2z
T, = o ol =r el (log y)*“dz
—k-1
1 z 2Rez
et TZ_Q—M.fM:rOR[’ 1 t(log Y) ]dz.

Les méthodes connues d'évaluation asymptotique d'intégrales complexes
(méthodes de Laplace, du col, des résidus) peuvent alors étre employées avec
succés pour estimer 7 et T,. Au prix de calculs assez fins (voir [2]

)

pages 103—109) on peut montrer que :

Ty~ f(2r) S_;(2loglog y) et T, = o( Ty)



S}, o(2 loglog y)
quand y— 4+, uniformément en k£, ou r= @ Toglog y (on peuEw
supposer k> 2).

Pour terminer la démonstration du théoréme 1, on montre que
(22) 9r~ min (2, ) | y—r + o
* Toglog 3/

uniformément pour k> 2 (voir le paragraphe VI ci—dessous).
Bien entendu, les méthodes utilisées permettent d'évaluer les termes
d'erreurs précisant les équivalences asymptotiques ci—dessus.

IV.— Cas d'autres fonctions.
La fonction Q(n) est un exemple de fonction complétement additive

valant 0 ou 1 en chaque nombre premier. De facon générale, une telle fonction
g'écrit :

(23) Qp(n) = Z v,
/||
eE

F  désignant un ensemble quelconque de nombres premiers. Le probléme du
comportement statistique de 2 E(n) pour 1< n< z a été étudié notamment par

Halész, Sarkozy et Norton ; il intervient dans de nombreuses questions de théorie
analytique des nombres, notamment dans des situations ol l'ensemble E peut
dépendre de z (cf. [7]).

Dans [3] nous avons comparé la loi locale v z(Q E.(n) =k) avec la loi

Poisson—géométrique de raison p—l et de parameire E(y), ou:
1

p,=min F; Eu) = 2 l; y=xp1k,
pi<p<u?
pe K

et nous obtenons le résultat suivant :



THEOREME 2. Posons t= min(p,, F_](%j)' Il eziste des constantes positives
1

absolues ¢, (4< i< 9) telles que

”I(QE(”/) =k< e PI]C exp(¢st — Fy(y)) Sk(p1E1(y))
pourtout x> 1, tout E et tout entier naturel k;
v, @pfn) = B)2 ¢y 5" exp(~ ¢st log(1+1) — Ey(p) S,y (mFy(y)
pourtout 2> 1, tout E et tout entier k> 1 tels que

E(y) 2 ez tlog(l+t) + ¢ -

On peut aussi compter une seule fois chaque diviseur premier de = et
considérer la fonction

w(n) = E 1.

pln
Pour cette fonction, le résultat de Sathe et Selberg est

1 (loglo: xk“I

(24) v (0(n) = B~ G(W](log 2) g9
quand 7 -— +o , uniformément pour 1< k< Bloglog z ol B est positif et fixé
(mais quelconque) et G(2) = Nﬁjnp (1 —%)z(l + %) Hensley a montré (cf.
[9]) que (24) est vraie si et seulement si &= o ((loglog z)*(logloglog z)?) .
Récemment, Hildebrand et Tenenbaum ont donné une formule asymptotique pour
v, (w(n) = k) valable pour k< log s(loglog )2 cf. [10]. L'intervalle des valeurs
de k pour lesquelles v (w(n) =k)# 0 est 0< £< (1+0(1))log z(loglog 2)™) . Le
traitement analytique de ce probléme est nettement plus difficile que la

démonstration de notre théoréme 1 et nécessite 1'emploi d'une méthode du col en
deux variables complexes (cf. également [20]).
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V.— Questions d'unimodalité.

Une suite (uk) de réels > 0, définie pour %k appartenant A un intervalle™”
de I, est dite unimodale s'il existe kye ZU {~w ,+w} tel que upS g, g
pour k<ky, et U2 Upyq Dour k2 ky. L'article [12] de P. Medgyessy

présente de facon agréable les faits fondamentaux concernant 'unimodalité des
suites. IHustrons ces faits par les exemples suivants :

1) La loi de Poisson de paramétre ) , P = e_A (}kl_c_zlyr définie pour k> 1, est
unimodale. Son sommet est atteint en k= [A] + 1 (et aussien ky=1A si A est
entier).

2) La loi géométrique de raison r, 9= (l—r)rk , définie pour k> 0, est

unimodale. Son sommet est atteint en k=0 .

3) Plus généralement, toute loi positive et log—concave (c'est—a—dire vérifiant
2 .
Up2 Up g U, q >0 pourtout k) est unimodale.

4) Le produit de convolution de deux lois unimodales ne l'est pas forcément.
Posons 4, = %, Uy = Uy :% et u, =0 si k# 0,1,2 . 1l est facile de vérifier que

u* v n'est pas unimodale. En revanche, le produit de convolution de deux lois
positives et log—concaves est positif, log—concave et donc aussi unimodal. Ainsi
la loi Poisson—géométrique est unimodale, ce qui n'est pas évident directement.

5) Soit z un réel. Pour tout entier %, soit Uy, la somme des inverses des entiers

positifs n vérifiant
pln= p< z; n sans facteur carré ; w(n) = k.

La suite (u;) est unimodale. En effet

P(z) = % ukzkz pzz 1+ %)
et P(2)(1-2) = ug + (u—ug)z + (uy—1,)2 +...

Or une version de la régle de Descartes affirme que si toutes les racines
d'un polyndéme & coefficients réels sont réelles, le nombre de racines positives est
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égal au nombre de changements de signe dans la suite des coefficients du
polyndme. Appliqué au polyndme P(2)(1—2), cet énoncé montre qu'il y a un
unique changement de signe dans la suite wuy, u; — ug , Uy — u; ,... donc que la

suite (uk) est unimodale.

En 1948, Erdds a montré dans [5] que les suites

sont unimodales si z est assez grand et conjecturé qu'il en est de méme pour les
suites

Nous confirmons cette conjecture pour cette derniére suite.

THEOREME 3. Si © est assez grand, la loi locale v, (Q(n) = k) est unimodale.

; . . log z . ‘e .
Démonstration : Si %> Eg—:), et si n< o vérifie Q(n) = k+ 1, alors n est pair
sinon 7> é’l(n) > z; l'entier g est lui aussi < z et vérifie Q(n) =%. Cela

prouve que :
(25) si k> %%g—g' v, @) = k+ 1)<y @(n) = B).

1l nous suffit donc de montrer 1'unimodalité de Va:(Q(n) =k) pour

k<lo T

o8 3 Avec cette condition, y=1z gk > zl—(log 2)/(log 3) donc

Y — +o , uniformément par rapport 3 %, et

(26) 0< loglog z —loglog y < log oé03 g '
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La formule asymptotique (16) nous donne

v_Q(n)=k+1) ] 5,(2 loglog(y/2))
27) 7 = R s S, 1@ Toglog 7)

quand y-— + o , uniformément par rapport & k£, ou:

— i k-1 e s k
h=min@, geogy) b= M0 foghogyrzp -

Comme t — 1, tend vers 0 quand y — + , uniformément par rapport

4 k, et comme [ est continue et positive sur [0,2], on peut supprimer le
rapport %% dans (27).
1

D'autre part, le théoréme des accroissements finis donne :

1
0< 5,(2 loglog y) — Sk(Z loglog(y/2)) < Sk_l(z loglog y).2 log 1%%3%5 .

donc on peut reécrire (27) sous la forme :

[R(n)=k+1) S(2 loglog y)
L=k T2 811 (2 Toglog )

~ Max (% , Eﬁ%g—y) d'aprés (22),

quand y— + , uniformément par rapport & k> 1.
Compte tenu de (26), on obtient donc :

v
(28) ;

(29) v A=k " ma,x(%- ) lgg%gg_x)

quand z— 4+ , uniformément par rapport & k, 1< k< lgg g .

Cela prouve que si d€ ]0,1] est fixéet z> z,(6), alors

v @(n) = k+1) >v @(n) = k) si k< (1—6)loglog z
et v, (@(n) =ktl) <v @(n)=k) si k> (1+6)loglog z.
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Pour compléter la démonstration, il nous reste & prouver 1'unimodalité de

v (@(n)=k) dans le domaine

(1-0)loglog z < k < (1+6)loglog 7 .

Dans la formule de Sathe—Selberg (6), on sait que le rapport des deux

termes de 1'équivalence asymptotique est 1 + OE (EE}EEE) . On obtient donc :

@(n)=k+1) loglog z 1
z(ﬂ(n)=k) TR [HOE[IOgIOg w]]

v
14

pour 1< k< (2—)loglog .
Cela prouve que

y:c(ﬂ(n)

k+
et v, @(n) = k+1) < v, Q(r) =k si k2 loglogz+ C

1) > I/z(Q(TL)

k) si k<loglogz— C

ol C est une constante absolue inconnue.
Finalement, il reste & démontrer 1'unimodalité de vx(ﬂ(n) =k) dans le

domaine | k—loglog z| < C. Pour cela, nous allons préciser le O [lo—glh] de

la formule de Sathe—Selberg & 1'aide du lemme suivant.
LEMME. Soit H(2) une fonction holomorphe pour | z| < R. Posons
H(z)e = 2 ' ak(t)zk pour |z < R.
k=0
Nous avons alors :

(30) ot) = fr {H0) -3 2242+ o))

T2
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uniformément pour t>0 et 0< k< Rt, od p =%€ et

M= max (|sH"(s)|)+ max (]SQH(4)(5)|)
| si{<R | s|<R

Démonstration du lemme : Par la formule de Cauchy, on a

1 tz —k—1
ak(t) =50 ‘[|’z| - H(z)e"z dz

ol la circonférence |2l =p est parcourue une fois dans le sens positif, p < R
étant pour l'instant arbitraire.
Utilisons maintenant la formule de Taylor pour H(z) :

(81)  H() = Hp) + I (p)(=p) + B (5) BL 4 (o) ZBL & Rzp)

z
ot Rzp) = [ (=9 HY(5)ds.
p
Les cing termes du second membre de (31) donnent pour contribution &
ak(t) respectivement :

&
H@)ygr;
tk_l k E
H(P){W—PH =0 si p=3;
. tk‘—? k-1 5t , tk—l k
Q‘H(P){m—?ﬂ(k—l)’[*'P .}=—§PH(P)751‘ si p=7;
1 v tk_3 k-2 ) tk 1 s tk ) tk—Z k
5 (P){(k—gj'r—3p'(k_—2y_r+3pm—/’y}zgpﬂ1 () g sl p=7;
o R(z,p) &R gy

Notons I cette derniére intégrale. Nous avons la majoration :

| R(zp)| < Alzp|*
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ol A:—2—1— max ]H(4)(s)[ . Par conséquent :

| s|<R

T
| 1 5’24—#[ (2p sin g)4 elp cos 9p_kd0

o 2
< éfr p4_k et f ot D g (¢ constante > 0 absolue)
-0
<A 2 e < A t* L si .
r e ' o P=1>

d'apres la formule de Stirling.

En regroupant ces estimations on obtient bien 1'énoncé du lemme.

Pour utiliser ce lemme, rappelons la formule servant de point de départ
pour la démonstration du résultat de Sathe—Selberg (6) :

(32) n; Hn) _ F(2) z(log x)z_l + Q(z,2)

ot | Xz,2)| = Op(a(log z)Re%?) pour 23 et |2 < R, R étant < 2.
oo

Ecrivons F(z)(log z)° = 2 a(loglog x)zk pour |2 < 2.
k=0

La formule de Cauchy et (32) nous donnent

(33) v, @(n) = k) = (log z)™! 4, (loglog ) + % ‘/]‘z| pr'l Q(z,z)z—k_ldz

pour tout p < 2.

Choisissons R=% et supposons  A-1¢ %1oglog:c. En prenant

p = lo_g%—g—i’ la contribution de l'intégrale de (33) peut étre majorée comme

dans la démonstration du lemme :
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1 "1Q(zz) dz\ < (lo k 6pcosf) loglog 749
5 g _Z
2m Jl‘zl f
k p2 ~t
<« p"(log z)” “(p loglog )
k-1
(o 121 z (log ) %loglog = .

Par conséquent, (30) et (33) donnent
loglo, F
(1) v 0m == (og) IL%;%?)—{F@) Lehle
+ O{(loglog ) 2)}
pour z> 3 et 0< k1< Qloglogz ol p = i S
- - -2 ’ Toglog =

En supposant maintenant que — C' <A E= k—loglog z < C', on obtient :

~ Fr(1)(AA1)-F"(1)/2
v @(n)=k) = (logz)'l(log%%ﬁlf)! {1+ ( )(llggl())g - + O((loglog :c)'2)}

et

k F(1)A, — F(1)/2
v, @(n)=k+1)=(logz)™ lo 10' z {1} ( )llgglog i / +0((loglog x)‘2)}

Kl A(F (1)=1)=F"(1)/2
=(1ng)-1§1£%%%§% {1: K l())glc))g "+ 0((loglog :c)-2)}

Par soustraction :

v, @()=kt1) - v, @(n)=k) = (1ogz)-1@g%%%—§P (P (1) - Ak +

+ O((loglog 2)™)} .

Ainsi, il existe une constante absolue D> 0, telle que

. D
v, @(n)=k+1) > v,@(n)=Fk) si k<loglog z+ F(1) “Toglogs = A

et

v, @(n)=k+1) < v @(n)=k) si k> loglogz+ F’(1) _WQ&T; =B,_.
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Pour z assez grand, l'intervalle [Az’ B x] contient au plus un entier. S'il
n'en contient pas, l'unimodalité est démontrée et v, @(n)=k) atteint son
maximum pour k=[A ]+ 1=[B]+1. 8 [A ,B] contient un entier %,
l'unimodalité reste acquise mais on ne connait pas la position du maximum :
suivant que v, (@(n)=k+1) —v,@0(n)=ky) est positif, négatif ou nul, ce

maximum est atteint pour k= 4k, +1, k= k;, ou les deux.

Remarques.

1°) Notons k(z) le plus petit entier % tel que v, @(n)=Fk) soit maximal.
La démonstration du théoréme 3 permet de conclure que k(z) est une fonction
non—décroissante de z, pour T assez grand. De plus on a
v,0(n)=Kz)) = v @(n)=k(z)+1)  pour ume infinité d'entiers z.  Ces
observations sont dues & P. Erdds : nous laissons au lecteur les raisonnements trés
simples qui y ménent.

2°) 11 serait intéressant de connaitre le plus petit 7, pour lequel la suite
(v x(Q(n)zk)) est unimodale si 7> z;. Il faudrait pour cela expliciter
numériquement la formule de Selberg (32) et obtenir un algorithme efficace pour
tester 1'unimodalité de cette suite pour les premiéres valeurs de z .

3°) Concernant la fonction w, la méme démonstration que celle du

théoréme 3 et les résultats de Hildebrand et Tenenbaum prouvent que
v, (@(n)=k) est unimodale dans le domaine k<« (log z)(loglog z)2. Pour

conclure, il manque un argument, peut—étre élémentaire, permettant de montrer
que :

vy(w(n)=k+1) < v (w(n)=F) si k> (log z)(loglog 2)2 .

4°) Concernant la fonction g+ Thous posons la question suivante :

existe—t—il une constante absolue K telle que si 2 %2 K, alors Vx(Q(n):k)
Kz
»*E
est unimodale ?
Pour d'autres résultats d'unimodalité en théorie des nombres, le lecteur

peut consulter les articles d'Odlyzko et Richmond [16], [17] et [18].
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V.— Démonstration de (22).
I1 s'agit de montrer que

Spq (%)

(35) ~5{xy~ min 0 AN

quand X — +w , uniformément pour 4> 1.
S5 (X)

Observons d'abord que < min (1, §) .

Pour k< X ona S(X)< %]:( 1+ b By
: X2
_xF
TR CE
X
et d'autre part
—k-1
_ 1 2X 2z
Sk(X) =9 j|~z| - 1= 4z pourtout p <1.
2
En écrivant Tlfz = % + 22 ST {zp) . I'intégrale est somme de
(1-p)>  (1-2)(1p)

1

. . X" 5 . _k
trois termes. Le premier vaut T FT le deuxiéme est nul si p = ¥ et le

troisiéme est

par la méthode de Laplace et la formule de Stirling, comme dans la démonstration
du théoreme 3.

Ainsi
(36} S

uniformément pour X > 0 et p= )]% <l.
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Soit maintenant ¢ > 0. D'aprés (36) il existe une constante B,(¢) > 0

telle que

si k< X- By(e) VX.

Par conséquent

S—

kX
D'autre part la formule de Stirling montre que %« £ pour tout k et

iii) (§ II) montre que

S X)>, e si k> X—By)yX.

S, . (X) k

- k-1 X'/ k! 1

AlnSl: = 1—‘%2 1+ 0 (—‘
S X) k ¢ JX)

> (1-2¢) min (1, %)

si X> X,(€) et k> X~ By(eX.

81 (X) k
Finalement, —S];(—.YTZ (1—26) mm(l s X)

si X> Xy(e) et pour tout k> 1 : (35) est démontrée. Bien entendu, on peut

rendre cette démonstration effective et fournir un terme d'erreur uniforme
pour (35).

Manuscrit recu le 23 septembre 1988
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