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Exercice 1. Considérons les éléments z; =2+ 3i et 29 =1 —1 de C.

1. Dans le C-espace vectoriel C, la famille {z1, 22} est-elle libre ? Ie. les
vecteurs zy et zo sont-ils C-linéairement indépendants ?

2. Dans le R-espace vectoriel C, la famille {z1, 2o} est-elle libre ? Le. les
vecteurs z1 et zo sont-ils R-linéairement indépendants ¢

Exercice 2. Considérons les éléments v = (1,2,3), v = (4,5,6) et w =
(1,-2,1) de R®.

1. La famille {u,v, w} duR-espace vectoriel R? est-elle libre ? I.e. les vecteurs
u, v et w sont-ils R-linérairement indépendants ? Quel est le sous-espace
vectoriel de R3 engendré par ces trois vecteurs ¢

2. Considérons le vecteur w' = (5,4,3) € R3. La famille {u,v,w'} est-elle
libre ¢

Exercice 3. Dans R considéré comme espace vectoriel sur Q, on consideére
la famille {1,+/2,v/3}. Montrer qu’elle est libre.

Exercice 4. La partie
D ={(z,y) €R* | 2z —y = 0}

de R? est-elle un sous-espace vectoriel de R? ?

Exercice 5. Soient F et G deuz sous-espaces vectoriels d’un K -espace vec-
toriel E.

1. Montrer que F'N G est un sous-espace vectoriel de E.

2. Montrer que F'U G est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si
FCcGouGCEF.

3. Montrer que F' + G est le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant

FUG.



Exercice 6. Soit f : E — F un homomorphisme d’espaces vectoriels.
Montrer que f est injective si et seulement si Ker f = {0}.

Exercice 7. Montrer que limage d’une famille libre par une application
linéaire injective est encore une famille libre.

Montrer que l'image d’une famille génératrice par une application linéaire
surjective est encore une famille génératrice.

Exercice 8. Soient FE et F' deux K-espaces vectoriels de dimension finie.
Montrer que E et ' sont isomorphes si et seulement si dim E = dim F'.

Exercice 9. Soit f un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E tel que
tout vecteur non nul de E est vecteur propre de f. On veut montrer qu’alors
f est une homothétie (i.e. I\ € K,Vx € E, f(z) = \x).

Soient x et ' deux vecteurs non nuls de E. Il existe donc \ et N dans K
tels que f(x) = Az et f(a') = Na'.

a) On suppose que x et x' sont colinéaires. Montrer que A = \'.

b) On suppose maintenant que x et x' sont linéairement indépendants. En
considérant le vecteur x — x', montrer que X = X

c) Conclure.

Exercice 10. (Théoréme du rang)
Soit f : E — F un morphisme de K-espaces vectoriels de dimensions
finies. Montrer que

rg(f) = dim E — dim(Ker f).

Exercice 11. (Espace vectoriel quotient)



Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et F' un sous-espace
vectoriel de E. Montrer que :

dim(E/F) = dim E — dim F.

Exercice 12. Soit f : E — F un morphisme de K-espaces vectoriels de
dimensions finies et égales. Montrer que f est injective si et seulement si f
est surjective. Donner des contre-exemples en dimension infinie.

Exercice 13. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et soient f
et g deux endomorphismes de E tels que :

fogof=[f et gofog=y.

1. Montrer que pour tout v € E, on a : v — (go f)(v) € Ker f. En déduire
que
E=Kerf@®Img.

2. Comparer le rang de f et le rang de g.

Exercice 14. Soit E un espace vectoriel et f un endomorphisme de E.

1. Montrer que
E=Kerf4+Imf <= Imf’=Imf

2. Montrer que, si de plus E est de dimension finie, on a :

2.1.
EFE=Kerf+Imf <« FE=KerfdInmf.

2.2.
Imf?=Imf <= Kerf?=Kerf.

3. 81 E est de dimension infinie, donner un exemple pour lequel 2.1 et 2.2
sont fauz.



Exercice 15. Soient Ey, E1, ..., E, des espaces vectoriels de dimension finie
sur un corps K, et (f;) (0 <i <n—1) des applications linéaires définies sur
E; a valeurs dans E; 1. On dit que

fn72 fnfl

B E s e, E,
est une suite exacte si pour tout i € {1,...,n — 1}, on a Im f;_; = Ker f;.

On note 0 l'espace vectoriel {0}.

1. Quelles sont les applications linéaires possibles
f g
0— EO et E,—0 ?
2. Que signifie pour fy le fait que
fo

0— E() - b
soit une suite exacte ?
3. Que signifie pour fy le fait que

fo
Ey— FE; — 0

soit une suite exacte ?

4. Montrer que si la suite

fn72

0— By L% p s  I3p Ilp g

est exacte, alors
n

Y (~1)Fdim Ej, = 0.

k=0

5. Soient E et F' deux espaces vectoriels de dimension finie. Déterminer des
applications linéaires f et g pour que la suite

0—EFE-LExF-45F—0
soit exacte. En déduire que

dmFE X F=dim FE + dim F.



Déterminer de méme des applications linéaires ¢ et ¢ pour que la suite

0—ENF - ExF-E+F—0
soit exacte. En déduire que

dim(ENF) 4+ dim(E + F) = dim E + dim F.

Exercice 16. Une matrice carrée A de M,,(R) est dite symétrique si'A = A.
On note S, (R) l'ensemble des matrices symétriques d’ordre n a coefficients
dans R.

1. Montrer que S, (R) est un espace vectoriel sur R.

2. Donner une base de Sa(R). Quelle est la dimension du R-espace vectoriel

Sn(R) ¢
3. Montrer que, pour toutes matrices A et B de M,(R), on a :

{(AB) ='B ‘A.

4. En déduire que, pour toutes matrices A et B de S, (R), on a :

AB € S,(R) <= AB= BA.

5. Une matrice carrée A de M,,(R) est dite antisymétrique si 'A = —A.

On note A, (R) le R-espace vectoriel des matrices antisymétriques d’ordre n
a coefficients dans R.

Donner une base de A3(R). Quelle est la dimension du R-espace vectoriel

A (R) ?

6. Montrer que les sous-espaces vectoriels S, (R) et A,(R) sont supplémentaires

dans M, (R).



Exercice 17. Soit R[X ], l’espace vectoriel surR des polynomes a une indéterminée
a coefficients dans R de degré au plus 2, muni de la base canonique constituée

des polynomes Py(X) =1, Pi(X) = X et Po(X) = X,

Considérons application ® suivante :

d: R[X], — R[X],
P — XP'+(1-X)P

ot P’ (respectivement P") est le polynome dérivé du polynome P (respecti-
vement P’).

1. Montrer que ® est un morphisme de R-espaces vectoriels et déterminer sa
matrice dans la base canonique.

2. Détermaner le noyau et le rang de P.

3. Montrer que les polynomes Qo(X) = V2, Q1(X) = =X + 1 et Qy(X) =
X? —4X + 2 forment une base de R[X]y. Déterminer la matrice de l’endo-
morphisme ® dans cette base.

Exercice 18. On considére la matrice A =

; i de My(R) et lappli-

cation f : Ma(R) — My(R) définie par f(M) = AM — MA pour toute
M e Ms(R).

1. Montrer que f est un endomorphisme de Ms(R).
2. Déterminer sa matrice dans la base canonique de Ms(R).
3. Déterminer les matrices M de Ms(R) qui commutent avec A.

4. Quel est le rang de f ¢

Exercice 19. (Projecteurs)
Soit E un K-espace vectoriel.

1. Soient F' et G deuzr sous-espaces vectoriels de E supplémentaires dans
E (iie. E = F®G) et p le projecteur sur F' parallelement a G (i.e. p est
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Uapplication linéaire de E dans E définie par : pour x € E, x = 2’ + 2" avec
¥ e Fetx’ e, alors p(x) =2a').

a) Montrer que pop = p.

b) Montrer que Im(p) = F et Ker(p) = G.

2. Réciproquement, soit p un K-endomorphisme de E tel que pop = p (p
est un idempotent de l'anneau Lk (E) des K-endomorphismes de E ).

a) Montrer que Im(p) et Ker(p) sont deur sous-espaces vectoriels de E
supplémentaires dans E.

b) Montrer que p est le projecteur sur Im(p) parallélement a Ker(p).

3. S1 E est de dimension finie, et si p est un projecteur de E, montrer qu’il
existe une base de E dans laquelle la matrice de p soit

i)

ou r est le rang de p et I, la matrice identité de taille r.

Exercice 20. (Symétries)
Sotent E un K-espace vectoriel et s un endomorphisme de E vérifiant
sos=1id (l'application s est une involution).
On note
Ey={z e E| s(zx) =2} =Ker(s —id)

et
Ey={z € F| s(z) = —z} = Ker(s + id).

1. Montrer que
E=F & F,.

2. Montrer que Kers = {0} et Ims = E.
L’endomorphisme s est appelé symétrie par rapport a Ey parallelement a
Es.



4 =3

Déterminer la matrice J de Ma(R) telle que A =1+4J ou I est la matrice
identité de My(R). Calculer A'.

Exercice 21. On considere la matrice A de My (R) suivante : A = (5 _4> :

Exercice 22. Résoudre dans R? le systéme suivant, ot m est un paramétre
réel :

(b—m)z — 2y — z =1
2 + 2-m)y - 2z =
—x - 2y + 5—-m)z =1

Exercice 23. Calculer le déterminant de [’endomorphisme “transposition”
de M,(R) : f : M,(R) — M,(R) définie par f(M) = "M pour toute
M € M,(R).

(Indication : on pourra utiliser le fait que les sous-espaces vectoriels
constitués respectivement des matrices symétriques et des matrices anti-
symétriques sont supplémentaires dans M, (R) (voir Exercice 16)).

Exercice 24. Montrer que tout endomorphisme nilpotent (i.e. dont une puis-
sance est nulle) et diagonalisable (i.e. tel qu’il existe une base dans laquelle
sa matrice est diagonale) d’un espace vectoriel de dimension finie est nul.

Exercice 25. On considére 'endomorphisme f de R™ dont la matrice dans
la base canonique est la matrice A de M, (R) dont tous les coefficients sont
égaux a 1.

a) Déterminer le rang et la trace de f.
b) En déduire sans calcul le polynéme caractéristique de f.
c) L’endomorphisme f est-il diagonalisable ?

d) Déterminer le polynome minimal de f.
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Exercice 26. Soient A et B deux matrices de M,,(R) vérifiant :

AB — BA = A.

a) Montrer que, pour tout entier naturel k, on a : A¥B — BA* = kAF.

b) On considere lapplication f, de M, (R) dans lui-méme, définie par f(M) =
MB — BM pour tout M € M,(R). Montrer que f est un endomorphisme
de M, (R).

c) En déduire que A est nilpotente. Indication : Raisonner par I'absurde et
considérer les vecteurs propres de f.

Exercice 27. On note E ’ensemble des suites (u,) de nombres réels vérifiant :

Vn €N, DS,z = 22Uy 9+ 15Uy — 6uy,.

1) Montrer que E est un sous-espace vectoriel de l’espace vectoriel sur R de
toutes les suites de nombres réels.

2) Montrer que lapplication ® : E — R?® qui a (u,) associe (uy,uy,ug) est
un isomorphisme. Quelle est la dimension de E ?

Lapplication ¢ : E — R3 qui a (u,) associe (us,uz,uy) est-elle aussi un
isomorphisme ?

3) On note f lapplication ® ' o) : E — E. Montrer que siu = (u,) € E
et si on pose (v,) = f(u) et (t,) = f>(u) alors vz = uy et ty = uy.

4) On considére les suites (U,) = U = ®71(1,0,0), (V) =V = f(U) et
(W,) = W = f(V). Montrer que (U, V,W) est une base de E et que la
matrice de f dans cette base est

5) Calculer le polynome caractéristique de A. Trouver les valeurs propres de
f sachant que l'une d’elles est rationnelle.
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6) Montrer que si u = (u,) € E est vecteur propre de f associé a la valeur
propre A\, alors pour tout n € N, u,, = \"uy.

7) Montrer que pour toute suite (u,) € E, il existe un triplet (a,b,c) € R?
tel que
VneN, wu, =a(2/5)" + (b+ (—1)"c)3"2

Exercice 28. Soit E un espace vectoriel sur R de base £ = (eq, ea, €3) et soit
f Uendomorphisme de E admettant la matrice A suivante dans la base £ :

1 1 1
A=|-1 1 -1
1 0 2

. Déterminer le polynome caractéristique de f.
. Déterminer les sous-espaces propres de f.

. L’endomorphisme f est-il diagonalisable ?

. Déterminer le polynome minimal de f.

. Déterminer les sous-espaces caractéristiques de f.

S U s W N =

. Donner une base F de E dans laquelle la matrice de f soit la forme réduite
de Jordan suivante :

S O N
-~ OO
— = O

Ecrire la matrice de passage P de la base £ a la base F.

7. Soit B la matrice de f dans la base F. On rappelle que si M est une
matrice de M, (R), alors

+oo
1
exp(M) = Z EM’“
k=0

7.1 Calculer exp(B).

7.2 Sans calculs, donner Uezpression de exp(A) en fonction de exp(B) et
de la matrice P.

11



Exercice 29. (Nous nous intéressons aux liens de structure entre un espace
vectoriel et son dual.)

1. Soient E' un espace vectoriel de dimension finie sur un corps K et E* son
espace dual. Montrer que E et E* sont isomorphes (en tant que K-espaces
vectoriels).

On s’intéresse a présent a ce qu’il en est si I/ est de dimension infinie.

2. Soit E = K|[X] l’espace vectoriel sur K des polynémes a une indéterminée
X et a coefficients dans K.

Si f* est une forme linéaire sur E (i.e. f* € E*), on pose : u, = f*(X™).
Considérons application ¢ de E* dans espace vectoriel KN des suites a
valeurs dans K qui a tout f* de E* fait correspondre

(") = (ug, .-y Up, . ..).

2.1. Montrer que ¢ est un isomorphisme.

2.2. On souhaite montrer ici, par un argument détourné, que la question
précédente suffit a exhiber un exemple d’espace vectoriel non isomorphe a
son dual, en l'occurence ’espace vectoriel Q[X].

a) En considérant lapplication j : Q — N qui a tout rationnel p/q, avec
p et q premiers entre eux et ¢ > 0, fait correspondre 2P37 si p > 0 et 57737 si
p < 0, montrer que Q est dénombrable. En déduire que Q[X]| est également
dénombrable.

b) Montrer que l'ensemble P(N) des parties N est non dénombrable (on
raisonnera par l'absurde : si g : N — P(N) est une bijection, considérer la
partie A de N suivante : A={neN|n¢g(n)}).

En considérant Uapplication T : P(N) — QN qui a toute partie F' de N
fait correspondre la suite (I'r(n))nen @ valeurs dans Q définie par : I'r(n)
égal 1 sin € F et 0 sinon, montrer que QY est non dénombrable.

c) Conclure.

2.3. On souhaite montrer ici que E := K[X] est isomorphe a un sous-espace
strict de son dual. On considere les polynomes

eX)=1Le(X)=X,...,e,(X) = X", ...

12



et pour tout polynome P(X) =" a; X", on pose ef(P) = a;.

*
TR

a) Montrer qu’une famille (e
famille libre d’éléments de E*.

., eX) d'un nombre fini de e est une
P

b) Soit V* l'ensemble de toutes les combinaisons linéaires d’un nombre
fini de formes ef. Montrer que V* est un sous-espace vectoriel de E* et que
Uapplication linéaire ¢ de E dans E* définie par ¥ (e;) = ef est un isomor-
phisme de E sur V*.

c) Montrer que la forme linéaire f* € E* telle que f*(P) = P(1) n'ap-
partient pas a V*. Conclure.

Exercice 30. Triangulariser l’endomorphisme f de R3 de matrice

o —17 25
A=1(2 -9 16
1 -5 9

dans la base canonique.

Exercice 31. Triangulariser l'endomorphisme f de R3 de matrice

5 2 3
A= 4 6 5
-5 —6 =5

dans la base canonique.

Exercice 32. Considérons 'endomorphisme f de R'© qui admet pour ma-
trice dans la base canonique la matrice suivante :

13



SO DD OO OO OO
S OO DODIOD DO OO WwWo
S OO OO OO W o
SO OO OO WwWo oo
S OO OO kOO oo
SO OO, OO oo
SO, OO o oo
OOk OO OO O o O
SOk P OO o oo
_ o O O O o o o oo

1) Déterminer le polynéme caractéristique Py ainsi que le polynome minimal
my de f.

2) Déterminer les dimensions des sous-espaces vectoriels Ker(f —Aid)" pour
Ae{2,3,4} etie {1,...,10}.

3) Quelles sont, a similitude prés, les matrices qui admettent a la fois le
meéme polynome caractéristique et le méme polynome minimal que f.
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Exercice 33. Commutant d’une matrice. (Extrait de I’épreuve 2 de
Mathématiques de la session 2011 des concours communs polytechniques -
Filiere MP.)- Examen M1-MEEF Toulon-Nice Avril 2013

M;3(R) est la R-algébre des matrices carrées réelles d’ordre 3. Pour A €
M;3(R), on note C(A) = {M € M3(R)/AM = MA} le commutant de la
matrice A.

1. Démontrer que pour tout A € M3(R), C(A) est un R-espace vectoriel.

3 -3 -1
2. Démontrer, en détaillant, que la matrice A= | 4 =2 0 | est sem-
-4 6 3
200
blable a la matrice T = [0 1 1 |. Pour cela, on donnera une matrice de
0 01

passage que [’on notera P.

3. Déterminer par le calcul, le commutant C(T') de la matrice T puis donner
sa dimension.

4. Soit Uapplication [ : M3(R) — M3(R) définie par f(M)= P *MP.
a. Montrer que f est un automorphisme du R-espace vectoriel M3(R).

b. Montrer que M € C(A) si et seulement si f(M) € C(T).
Que peut-on en déduire pour la dimension de C'(A) ?

5. Eziste-t-il un polynome annulateur de A de degré inférieur ou égal a 2 ¢

5. Démontrer que C(A) = vect{l3, A, A*}. En déduire que C(A) est 'en-
semble des polynomes en A. Ce dernier résultat reste-t-il vrai pour toute
matrice A € M3(R) ? Justifiez votre réponse.

Exercice 34. (Variante du troisiéme exercice du concours PLP interne de
2000)- Examen M1-MEEF Toulon-Nice Avril 2013

Soit E le R-espace vectoriel des suites réelles définies sur ’ensemble N des
entiers naturels. On consideére dans E ’ensemble F' des suites (u,) vérifiant
la relation de récurrence suivante :

Vn €N, upio = 10u,11 — 21u,.

15



1. a) Démontrer que F' est un sous-espace vectoriel de E.

b) Déterminer toutes les suites géométriques qui appartiennent a F'.

c) On considere les suites (vy,) et (wy,) définies pour tout entier naturel
par :
v, =3" et w, =T7"

Vérifier que, pour tous nombres réels a et b, la suite (u,), définie pour tout

entier naturel par u, = av, + bw,, appartient a F. Démontrer que la famille
((vn), (wy)) est une base de F.

Indication : on pourra d’abord montrer que cette famille est libre puis
s’appuyer sur une récurrence pour prouver qu’elle est génératrice.

2. Soient (x,) et (y,) les suites définies pour tout entier naturel n par

zo=1,9=0, x,41 =21y, et y,41 =z, + 10y,.

a) Vérifier que les suites (x,,) et (yn) appartiennent a F'.

b) Déterminer les coordonnées respectives de (x,) et (y,) dans la base
((vn), (wn)) de F.

0 3 3
3. On considere la matrice A = | —7 10 3
7 -7 0

a) Calculer le polynome caractéristique de A.

b) La matrice A est-elle diagonalisable ¢

c) Calculer A?.

d) Déterminer des nombres réels o et 3 tels que A®> = a A + BA%

e) Démontrer que, pour tout entier naturel non nul n,
A" = xnflA =+ yn71A27

oU Tp_1 et y,_1 sont les nombres définis a la question 2.

Exercice 35. Matrices d’ordre fini (sujet du CAPES 2014 - Epreuve
2) - Examen M1-MEEF Toulon-Nice Janvier 2014

Dans tout le probleme, n désigne un entier naturel supérieur ou égal a 1.

16



On désigne par M, (C) (respectivement M,,(R), M,,(Z)) l’ensemble des ma-
trices carrées a n lignes et n colonnes dont les coefficients appartiennent a
C (respectivement a R, a Z).

La matrice identité de taille n est notée I,,.

Soit A € M,,(C). L’ensemble des valeurs propres de A est appelé spectre de
A et noté Sp(A).

On dit que A est d’ordre fini sil existe k € N*, tel que A* = I,,.

Si A est d’ordre fini, le plus petit entier strictement positif k tel que A¥ = I,
est appelé ordre de A et noté o(A).

Partie A : préliminaires

1. Cette question consiste en des rappels de théoremes du cours. 1.1. Soit
A e M, (R). On suppose qu’il existe P € R[X]|, P # 0 tel que P(A) = 0.
i. Donner une condition suffisante sur P pour que A soit trigonali-

sable dans M,,(R).

1. Donner une condition suffisante sur P pour que A soit dia-
gonalisable dans M,,(R). 1.2. Soit A € M,(C). On suppose qu’il existe
P e C[X],P #0 tel que P(A) = 0.

Que deviennent les conditions précédentes lorsque ['on s’intdresse a la
trigonalisation ou a la diagonalisation de A dans M, (C) ?

2. Soit B € M,,(C), d’ordre fini. On pose o(B) = b.
2.1. Démontrer que B est inversible.
2.2. Soit k € Z. Démontrer que B*¥ = I,, si et seulement si b divise k.
2.3. Démontrer que les valeurs propres de B sont des racines b-iemes de
l'unité.
2.4. Démontrer que B est diagonalisable dans M, (C).
3. Soit C' € M,,(C). Ses valeurs propres sont notées A1, ..., A,.
On suppose que C' est diagonalisable et que pour tout entier i tel que
1 <1< n, A\ est une racine n;-iecme de ['unité pour un certain entier n;.
Pour tout entier i tel que 1 < i < n, on note k; le plus petit entier
strictement positif tel que )\Z’“ =1.

3.1. Démontrer que C est d’ordre fini et que son ordre divise le PPCM
de ki,... ky.

3.2. Démontrer que o(C) est le PPCM de ky, ... ky.
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Partie B : matrices d’ordre fini a coefficients réels

Dans cette partie, on considére une matrice A € M3(R) d’ordre fini. Le
but est de démontrer que cette matrice est diagonalisable dans M3(C) et de
déterminer le spectre de A dans C.

1. Démontrer que si toutes les valeurs propres de A dans C sont réelles, alors
Sp(A) C {-1,1}.
2. On suppose que 1 est la seule valeur propre de A dans C.

2.1. Justifier qu’il existe P € M3(R), inversible, et a,b,c éléments de R
tels que :

PlAP =

OO =

a b
1 ¢
0 1

2.2. On pose B = P~*AP. Démontrer que B est d’ordre fini.

2.8. Démontrer par récurrence que pour tout k € N :

1 ka @ac + kb
BfF =10 1 ke
0 0 1

2.4. En déduire que A = I3.

3. Enoncer sans démonstration un résultat semblable lorsque —1 est la seule
valeur propre de A dans C.

4. On suppose que —1 est valeur propre simple de A et que 1 est valeur propre

double de A.
4.1. Justifier qu’il existe Q@ € M3(R), inversible, et a,b,c éléments de R

tels que :
-1

b
Q'AQ = | 0 c
0 1

S =

4.2. On pose C = Q LAQ.
Démontrer qu’il existe trois suites de mombres réels (oy)gen, (Br)ren €t
(Vi )ken telles que pour tout entier naturel k :

(—1)k ag B
0 0 1
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On définira ces suites a l'aide de relations de récurrence.
4.8. Donner une expression de 7y, pour tout k > 0.
4.4. En déduire que ¢ = 0.
4.5. En déduire que C et A sont diagonalisables dans M3(C).
5. Enoncer sans démonstration un résultat semblable lorsque —1 est valeur
propre double de A et 1 est valeur propre simple de A.
6. On suppose que A admet dans C au moins une valeur propre non réelle.
6.1. Démontrer qu’il existe 0 € 2rQ \ 7Z, tel que Sp(A) = {¥ e~ 1}
ou {e? e~ —1}.
On pourra considérer le polynome caractéristique de A.
6.2. Démontrer que A est diagonalisable dans M3(C).
7. Soit A € M3(R). Démontrer que A est d’ordre fini si, et seulement si,

A est diagonalisable dans M3(C) et qu’il existe 6 € 2nQ tel que Sp(A) =
{e e 1} ou {e¥, e —1}.

Partie C : matrices d’ordre fini a coefficients entiers

Soit A € M3(Z), d’ordre fini. D’aprés la partie B, son spectre dans C est de
la forme Sp(A) = {? e 1} ou {e?, e —1} ou 6 € 27Q.

1. Démontrer que 2 cosf € 7Z.
On pourra considérer la trace de A.

2. Donner les valeurs possibles pour 6.

3. Donner les différents spectres dans C possibles pour A puis démontrer que
o(A) €{1,2,3,4,6}.

4. On cherche maintenant a construire des matrices de M3(Z) de chaque
ordre.

4.1. Donner des matrices de M3(Z) d’ordre 1 et 2.

4.2. 0. Soit (a,b,c) € C3. Calculer le polynoéme caractéristique

0 0 —a
de: |1 0 —b
01 —c

ii. Construire une matrice de M3(Z) dont les valeurs propres sont
1,e%™/3 et e=27/3 . Démontrer que cette matrice est d’ordre 3.

iti. Construire des matrices de M3(Z) d’ordre 4 et d’ordre 6.
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Exercice 36. (Examen M1-MEEF Toulon-Nice Janvier 2015) : ra-
cine carrée d’un endomorphisme

Dans tout le probléeme, n est un entier naturel supérieur ou €gal a 2 et E est
un espace vectoriel de dimension finie n sur le corps R des nombres réels.

L(E) désigne lalgebre des endomorphismes de E et GL(E) l’ensemble
des endomorphismes de E qui sont bijectifs.

On note 0 l’endomorphisme nul et id ’application identité.

Pour tout endomorphisme f de E, l’ensemble des valeurs propres de f
sera noté Sp(f) et on notera :

R(f)={h € L(E) | h* = f}.

R[X] désigne l'anneau des polynomes a coefficients réels.
Etant donné f € L(E) et P € R[X] donné par P(X) = Z£:0 apX*, on
définit P(f) € L(E) par :

l
P(f) = Za’kfk7
k=0

ot f=1id et pour tout k € N*, ff = fo-..of.
k fois
Si f1,..., fy désignent g endomorphismes de E (ot q € N*) alors ngigq fi
désignera l'endomorphisme fio---o f,.
Pour tout entier p non nul, M,(R) désigne l’espace des matrices carrées
a p lignes et p colonnes a coefficients dans R.
I, est la matrice identité de M,(R).

1. On désigne par f l'endomorphisme de R® dont la matrice dans la base
canonique est donnée par :

8 4 -7
A=|-8 -4 8
0o 0 1

1.1. Montrer que f est diagonalisable.
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1.2. Déterminer une base (v1,vs,v3) de R® formée de vecteurs propres de f
et donner la matrice D de f dans cette nouvelle base.

1.3. Soit P la matrice de passage de la base canonique a la base (vq,va,v3).
Soit un entier m > 1. Sans calculer l'inverse de P, exprimer A™ en fonction
de D, P et P71,

1.4. Calculer P, puis déterminer la matrice de f™ dans la base canonique.

1.5. Déterminer toutes les matrices de M3(R) qui commutent avec la matrice
D trouvée a la question 2.2.

1.6. Montrer que st H € M3(R) vérifie H*> = D, alors H et D commutent.

1.7. Déduire de ce qui précéde toutes les matrices H de M3(R) vérifiant
H? = D, puis déterminer tous les endomorphismes h de R? vérifiant h* = f
en donnant leur matrice dans la base canonique.

2. Soient f et j les endomorphismes de R dont les matrices respectives A
et J dans la base canonique sont données par :

A= et J=

e )
— N =
N =
—_ =
—_ =
—_ =

2.1. Calculer J™ pour tout entier m > 1.

2.2. En déduire que pour tout m € N*, f™ =id +%(4m —1)j. Cette relation
est-elle encore valable pour m =0 ¢

2.3. Montrer que [ admet deux valeurs propres distinctes A\ et u telles que
A< .

2.4. Montrer qu’il existe un unique couple (p,q) d’endomorphismes de R? tel
que pour tout entier m > 0, f™ = A"p+ u™q et montrer que ces endomor-
phismes p et q sont linéairement indépendants.

2.5. Aprés avoir calculé p?,q*,poq et gop, trouver tous les endomorphismes
h, combinaisons linéaires de p et q, qui vérifient h?> = f.
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2.6. Montrer que f est diagonalisable et trouver une base de vecteurs propres
de f. Ecrire la matrice D de f, puis la matrice de p et de q, dans cette
nouvelle base.

2.7. Déterminer une matrice K de My(R) non diagonale telle que K* = I,
puis une matrice Y de M3(R) non diagonale telle que Y? = D.

2.8. En déduire qu’il existe un endomorphisme h de R vérifiant h® = f qui
n’est pas combinaison linéaire de p et q.

2.9. Montrer que tous les endomorphismes h de R3 vérifiant h?> = f sont
diagonalisables.

Exercice 37. Probleme de I’Examen M1-MEEF Toulon-Nice Jan-
vier 2016 (extrait du concours Centrale-Supélec 2011)

Notations et rappels

e Dans tout le probleme n désigne un entier supérieur ou égal a 2 et E
un C-espace vectoriel de dimension n. On notera L(F) le C-espace vectoriel
des endomorphismes de E et GL(E) le sous-ensemble de L(E) formé des
automorphismes de E.

o A tout f € L(E), on associe sa matrice Matg(f) dans la base B choisie
dans E.

On rappelle que Uapplication f +— Matg(f) est un isomorphisme de L(E)
sur le C-espace vectoriel , noté M,,(C), formé des matrices carrées d’ordre
n a coefficients complexes.

De la méme fagon, GL(E) (respectivement GL,,(C) ), muni de la composi-
tion des applications (respectivement muni du produit des matrices), posséde
une structure de groupe.

o Soit A = (aij)1<ij<n € Myn(C). On dit que A est triangulaire supérieure
si a;; = 0 dés que ¢ > j. On note T,(C) le sous-espace vectoriel de M,,(C)
formé des matrices triangulaires supérieures.

Soit f € L(E). On sera amené a utiliser la propriété (T) suivante :

(T) : il existe une base B' de E telle que Matp (f) € T,(C)

e On rappelle que, par convention : VA € M, (C), A’ = I (matrice identité).
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o Soit f € L(E). Alors f admet n valeurs propres en comptant chacune avec
son ordre de multiplicité.

e On rappelle enfin que [’exponentielle d’un nombre complexe z peut étre
notée € ou exp z et que, pour tout nombre complexe z, on a exp z # 0.

I Préliminaires : endomorphismes nilpotents, trace d’un endomor-
phisme

I.LA - Soit f € L(E). 1.LA.1) Montrer que f est injectif si et seulement si 0
n’est pas valeur propre de f.

I.A.2) Montrer que f € GL(FE) si et seulement si 0 n’est pas valeur propre
de f.

I.A.3) Soit M € M,,(C). Montrer que M est inversible si et seulement si 0
n’est pas valeur propre de M.

I.B - Une matrice N € M,(C) sera dite nilpotente s’il existe un entier
strictement positif k tel que : N¥ =0 (matrice nulle).

On note k(N) le plus petit entier strictement positif vérifiant cette propriété
et on appelle “indice de nilpotence de N”.

On note N, (C) Uensemble des matrices nilpotentes de M.,,(C).

I.B.1) Soit N la matrice de M3(C) définie par :

N =

o O O
O O =
O W N

Montrer que N € N3(C) puis déterminer k(N).

I.B.2) Soient N € M, (C) et M une matrice semblable a N. a) Montrer
que, pour tout entier naturel p, les matrices MP et NP sont semblables. b)
En déduire que, si N est nilpotente, M [’est aussi et k(M) = k(N).

I.B.3) Soit f € L(FE). On suppose qu’il existe une base B de E telle que
Matg(f) € N,.(C). Montrer que, pour toute base B' de E, Matp (f) est
également nilpotente et de méme indice de nilpotence que Matp(f).

On dira alors que f est nilpotent et on notera k(f) l'indice de nilpotence de
Matg(f) qui sera appelé aussi indice de nilpotence de f.

I.B.4) Soient N € T,(C) et n;; son terme général.
On suppose que : ¥i € [1,n],n; = 0.
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On note nz(f) le terme général de la matrice N* avec k € N.

a) Montrer que N* € T,(C) et que ng) =0sij<i+1.

b) Montrer, plus généralement, que N* € T,(C) et que ngg) =0sij <i+k—1.
c¢) En déduire que N € N,(C).

I.B.5) Soient f € L(FE) et N € T,(C) la matrice de f dans une base appro-
priée B de E donnée par la propriété (T') rappelée en préliminaire.

a) En explicitant le polynome caractéristique de N, déterminer les valeurs
propres de f en fonction des termes diagonaux de N.

b) Montrer que f est nilpotent si et seulement si 0 est sa seule valeur propre.
I.B.6) Montrer qu'une matrice triangulaire supérieure est nilpotente si et
seulement si tous ses termes diagonauzr sont nuls.

I.C - Soit A = (a;j) € M,(C).

On rappelle que le trace de A est le nombre compleze Tr(A) =>"" | a;.
I.C.1) Soit f € L(E).

Montrer que le nombre complexe Tr(Matg(f)) ne dépend pas du choix de la
base B de E.

On appelle “trace de l’endomorphisme f” ce nombre complexe, noté Tr(f).
Ainsi on a, pour toute base B de E, Tr(f) = Tr(Matg(f)).

I.C.2) Soit f € L(FE). On désigne par A1, ..., \,, les valeurs propres (éventuellement
égales) de f.
Montrer, a l'aide de la question I.B.5.a), que :

Te(f) = > M

I.C.3) On considére le cas n = 2. Soit A € My(C) telle que Tr(A) = 0.
Montrer que A est soit diagonalisable, soit nilpotente.

I.C.4) A-t-on le méme résultat lorsque n = 3 ¢

1T Exponentielle d’un endomorphisme
Soit f € L(E).
II.A - On suppose, tout d’abord, f diagonalisable, et on note B, = {e1,...,e,}

une base de vecteurs propres de f associés respectivement aux valeurs propres
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A,y An. On définit alors l’endomorphisme exp f par l'image des vecteurs
de la base B, en posant :

Vi € [1,n], (exp f)(e;) = (exp \;)e;.

11.A.1)

a) Représenter la matrice de exp f sur la base B,,.

b) Montrer que exp f appartient a GL(E).

Cet endomorphisme est appelé “exponentielle de l’endomorphisme f”. On
admet qu’il ne dépend que de f et pas de la base de vecteurs propres de f
utilisée pour le définir.

St D est une matrice diagonale de termes diagonaux piy, ..., [, on note
exp D la matrice diagonale dont les termes diagonauzx sont exp i, . . ., €XP [y -

I1.A.2) Soit M € M, (C). On suppose que M est diagonalisable.
Soient Py, Py deur matrices inversibles et D1, Dy deux matrices diagonales

telles que :
M = P.D\P[' = P,D, Py ",

Montrer que Py(exp D1)P[ ! = Py(exp Dy) Pyt
On appellera exponentielle de la matrice M, la matrice notée exp M égale a
P(exp D)P~1 ou (P, D) est un couple de matrices utilisé pour diagonaliser

M.

I1.B - On suppose maintenant que f est nilpotent, d’indice de nilpotence
k(f). On considére une base B de E telle que M = Matg(f) € T,(C), selon
la propriété (T).
On pose alors :

MO 4 K(p)-1
MP

exp f = E f—' et exp M = E —
p:o p p:O p

ot f° = identité de E.
I1.B.1) Déterminer les termes diagonauz de la matrice exp M.

I1.B.2) En déduire I’ensemble des valeurs propres de exp f puis montrer que
exp f € GL(E).

L’endomorphisme exp f est encore appelé l’exponentielle de f et la matrice
exp M [’exponentielle de M.

II.C - On suppose enfin que f satisfait a la propriété (P) suivante :
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(P) : il existe (d,g) € (L(E))?,
d diagonalisable, g nilpotent tels que dog=god et f=d+g

On admettra que, si f satisfait a (P), alors le couple (d,g) donné par (P) est
UNIQUE.

II.C.1)

a) Montrer que : expd o exp g = exp g o expd.

On pose alors : exp f = expdoexp g et on l'appelle encore I’exponentielle de
f.

On désigne par I',,(E) le sous-ensemble de L(E) formé des endomorphismes
f satisfaisant a (P).

De méme, on désigne par I',(C) le sous-ensemble de M,,(C) formé des ma-
trices M qui peuvent s’écrire M = D+ N avec D diagonalisable, N nilpotente
et DN = ND.

b) Montrer que, pour toute matrice M de I',,(C), le couple (D, N) associé est
unique.
On pose exp M = exp Dexp N et on Uappelle ’exponentielle de M.

I1.C.2) Soient M € T',(C) et P € GL,(C).
Démontrer que PM P~ € T,,(C) et que exp(PMP~') = P(exp M)P~ .

Exercice 38. Exercice de ’Examen M1-MEEF Toulon-Nice Janvier
2017

On désigne par E le R-espace vectoriel R® et on considére l'application f
définie pour tout (x,y,z) € E par :

f((xaya 2)) = (_yama Z)'

1) Montrer que f est un endomorphisme de E.
2) Montrer que f vérifie l’égalité :
=+ f—1dg =0z

ou Idg désigne l'endomorphisme identité de E et Og(gy ['endomorphisme nul

de E.
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3) Déterminer Ker(f — Idg) et Ker(f? + Idg).

4) On considére les endomorphismes p et q de E définis par :

1 1
p= §(IdE +f?) et g= é(IdE - ).
Donner, pour tout (x,y, z) de E, une expression de p((x,y, z)) et ¢((x,y, 2)).

5) Montrer que :
ImpdImqg=F.

Exercice 39. Probleme de I’Examen M1-MEEF Toulon-Nice Jan-
vier 2017 (extrait du concours Centrale-Supélec 2008)

Notations e Dans ce probleme, S(C) désigne [’espace vectoriel sur C des
suites de complexes (xp,)nen-

o Pour k € Nk > 2, S(C*) représente l’espace vectoriel des suites (X, )nen
formées de vecteurs de CF.

e On note My (C) Uespace vectoriel des matrices carrées a k lignes a coeffi-
cients dans C.

e Enfin, si M est une matrice, 'M désigne sa transposée.

Question préliminaire

Soit une matrice M de Mo(C), M = (Z Z) .

On note e = det(M). On suppose e # 0.
e Calculer le produit matriciel
M ( d _b) :
—c a

o En déduire l’expression de la matrice M~ en fonction de a,b,c,d,e.

A. Récurrences linéaires d’ordre 2
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On considere ici les suites (T,)nen de S(C) pour lesquelles il existe des com-
plexes ay et ag vérifiant la propriété suivante :

Vn eN, xpio+a1x,1 + apr, = 0.

On associe a une telle suite de S(C) la suite (X, )nen de S(C?) définie par :

Vn € N, Xn:(x").

Ln+1

A.1) Déterminer une matrice A de Mo(C) telle que pour tout entier positif
n, on ait :
XTL+1 == AXn

A.2) Montrer que X\ est valeur propre de A si et seulement si :

M+ aN+ao=0.

A.3) On suppose que A admet deuz valeurs propres distinctes Ay et Ao et on

note \
_ (M 0
D= ( ; A2) |
a) Déterminer les matrices @ inversibles de My(C) telles que AQ = QD.

b) Exprimer A™ pour tout entier naturel n, en fonction des matrices Q,Q™!,
des complexes \i, Ay et de [’entier n.

A.4}) On suppose maintenant que A admet une seule valeur propre A et on

note \
1
T (0 A).

a) Exprimer ay et ag en fonction de A.

b) Montrer que la matrice A est semblable a la matrice T et déterminer les
matrices Q) inversibles de My(C) telles que :

QO 'AQ =T.

c¢) Exprimer A™ pour tout entier naturel n, en fonction des matrices Q, Q™ 1,
du complexe X et de l’entier n.
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A.5) Montrer que l'on a l’alternative suivante :

e soit A admet deux valeurs propres distinctes et elle est diagonalisable ;
e soit A admet une seule valeur propre et elle n’est pas diagonalisable.

A.6) Deux exemples numériques

Dans les deux exemples qui suivent, il est demandé de :

e capliciter la matrice A,

e donner une matrice de passage Q telle que T = Q *AQ soit d’une forme
simple comme ci-dessus,

e en déduire X, puis x, en fonction de xq,x1 et n

(il sera tenu compte de la simplicité et de la clarté des choix effectués).

a) Exemple 1

(Tn)nen vérifie la propriété suivante :

VneN, xpi0—3r,1 + 22, =0.

b) Exemple 2
(Tn)nen vérifie la propriété suivante :

Vn € N, Tpt2 — 4.1:n+1 -+ 4:Cn =0.

B. Vers un ordre supérieur, a petits pas

On note ® lapplication qui a (z,)nen élément de S(C) associe la suite des
Tn
vecteurs (X, )nen de S(C?) définie par X,, = | xpy1 | pour tout n € N. Ains,

Tp+2
i T )
les trois premiers termes de la suite ®((xn)nen) sont | z1 |, |22 |, | 3
To I3 Ty

A tout polynéme unitaire de degré 3 de C[X],
P(X) = X?+ asX? + a1 X + ag,

on associe le sous-espace Rp de S(C) formé des suites (x,)nen telles que
pour tout n € N,

Tpts + @2Tpio + a1Tp 41 + apx, = 0,
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ainsi que la matrice A= | 0 0 1

B.1) Calculer le polynome caractéristique de A.

B.2) Vérifier que ® : S(C) — S(C3) est linéaire et injective. Est-elle surjec-
tive ¢

B.3) a) Soit (x,)nen € Rp. Montrer que son image (X,)nen par ® vérifie :
VneN, X, = A"X,.

b) Montrer que, réciproquement, toute suite de S(C3) pour laquelle on a
X,, = A" X pour tout n € N, est élément de ®(Rp).

B.J) Montrer que ®(Rp) est le sous-espace de S(C?) engendré par les suites
de vecteurs (A"e1)nen, (A"€2)nen, (A"€3)nen, 0U (€1, 62, e3) désigne la base
canonique de C3.

En déduire la dimension de Rp.

iy
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