Majeure de Mathématiques. Systémes Dynamiques.
Controle Classant du 7 Janvier 97.

EXERCICE

On dit qu'un espace métrique X est unicohérent, si a chaque fois que l'on
écrit X = AUB, avec A et B connexes et fermés, alors, l'intersection AN B
est connexe.

1) Montrer qu'un intervalle de R est unicohérent.

2) Montrer que T n’est pas unicohérent.

3) Montrer que, si X, métrique, connexe, est tel que toute application X — T
est homotope a une constante, alors X est unicohérent. [INDICATION: On
raisonnera par l’absurde. Si A et B sont des connexes, tels que X = AUB
et ANB = FyUF, avec Fy, F; fermés, disjoints et non vides, on cherchera a
construire, en s’aidant du lemme d’Urysohn, une fonction X — T, constante
sur Fj et sur Fj, qui ne se releve pas.|

PROBLEME

Afin de simplifier les notations, au lieu de travailler avec Y3 = {1,2}Y et
Yo = {1,2}%, on considérera plutot les suites & valeurs dans {0,1}, c’est-a-
dire que l'on considérera les deux espaces 3§ = {0,1}V et ¥y = {0,1}%2. On
notera toujours par oy : f];r — f];' et 0y : By — By les décalages définis par
a;((en)nEN) = (nn)nEN et UQ((@%)TLGZ) = (nn)nEZa avec 7p = €n41.

Si ¢, ...,cr est une suite finie dans {0,1}, on note par [co,...,ck] le cylindre
de ¥J (ou de %) défini par :

[coy-.yek] ={(en) | €s =ciyi=1,... k}.

Si ¢ = (q0,q1) € [0, 1)? vérifie qo + ¢ = 1, on note ftqg l'unique mesure de
probabilité sur XF qui vérifie tg([cos -y ex]) = Hf:o qc; (avec une définition

analogue dans le cas de Xs).



On définit un sous-ensemble QO de i; et un sous-ensemble Q de ¥y par :

QF = {(en)nen € {0, 1}N | Vn € Nje, - €,41 =0}
Q= {(en)nez € {0,1}7 | Vn € Z, €y, - €41 = 0},

ou x -y désigne le produit des deux réels z et y.

I. Dynamique topologique.

I.1) Montrer que Q% (resp. Q) est un fermé de X (resp. ) qui vérifie
Ot = o (QF) (resp. Q= 02(Q)).

[.2) Trouver un point de Q% dont l'orbite par o5 est dense dans Q7.

I.3) La restriction o5 |+ : QT — QF est-elle minimale?

1.4) Que peut-on dire de I’ensemble des points de QF périodiques pour oy ?

On rappelle que la suite de Fibonacci (F},)nen, définie par Fyp = Fy =1 et
Foio=F, + F,41, vérifie :
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oll ¢ et « sont les racines du polynome X2 — X —1 =0, et donc :
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I.5) Calculer, pour n fixé, le nombre de suites ¢g,... ,€, dans {0,1}"*! qui

vérifient €;-€;41 =0 pour ¢ =0...n—1. 1.6) Calculer '’entropie de l’application
+
03 o+

II. Une mesure invariante.
I.1) Considérons ¢ = (qo,q1) € [0, 1)2, vérifiant qo +q1 = 1 et qo-q1 # 0.
Montrer que pq(£24) = 0.

I1.2) Si ¢, . .., cx est une suite finie dans {0, 1}, avec ¢;-¢;41 =0,i =0,..., k-1,
on pose :
S02 1 k+co+ck
oo =2 (1)

Montrer que cette formule définit une mesure de probabilité v sur B(QT) la
tribu des boréliens de Q.
I1.3) Montrer que v est invariante par oy |g+. [INDICATION : Calculer

v((of |a+) " eo, .-, cr]), en séparant les cas co =0 et ¢; = 1.]

I1.4) On suppose p > k et on se donne 2 suites finies co,...,cx et ¢p, ..., Cpyi,
avec ¢; € {0,1} et ¢; - ¢;j41 =0, pour i =0,....k—1,p,....,p+1—1.

a) Montrer que le nombre de suites zo,...,..., 2z, € {0, 1}PT+ qui vérifient

x;=c¢; pour t =0,...,k,p,....,.p+ 1, et z;-x;417 =0, pour i =0,...,p+1—1
est Fy k—cp—c,-



b) Calculer la mesure de {(Zn)neny € QT |2 =¢,i=0,....k,p,....,p+1}.

c) Montrer que le systéme dynamique (QF,B(Q%),v,05 |q+) est fortement
mélangeant.

I1.5) Que peut-on dire de lim 2 3" e, o (e,) € QF?

ITI. Une semi-conjugaison avec une application de [0,1].
On consideére I'application h: QT — R définie par :

M(enlnes) = 3 en (%f

1=0

II1.1) Montrer que h est une application continue de Q% dans R.

II1.2) Montrer que l'image de h est contenue dans [0,1] [INDICATION: on
pourra prouver par récurrence que h(e) <1+ (1/¢)*" 1 pour tout entier n.|

Montrer qu’il existe dans QT une unique suite €, que 1’'on décrira, telle que
h(e) = 1.

I11.3) On munit Q7 de lordre lexicographique. Montrer que h est croissante.
Donner une condition nécessaire et suffisante pour que deux suites distinctes aient
méme image; en déduire que h est injective sauf sur un ensemble dénombrable.
[INDICATION : Montrer que 1’élément maximal du cylindre [co, ..., c]NQT est
(coy...,Ck,1,0,1,0,...) ou (co,...,ck,0,1,0,1,0,...) suivant la valeur de cy.]

II1.4) On note [z] la partie entiere du réel z. Si x € [0,1], on définit par
récurrence Tpy1 = @ Ty — @ Ty| et €, = [¢ - zy], avec o = x. Montrer que
€n-€nt1 =0 et que z =) €np " 1. Que peut-on en déduire sur h?

I11.5) Montrer que h donne une semi-conjugaison avec 1’application ® : [0, 1[—
[0,1[,x — p-x—[p-x], ou [¢-z] est la partie entiere de p-x . II1.6) Montrer que

h.v est la mesure p absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue
2
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sur [0,1], dont la densité est _fF= sur [0,1/¢] et _f75 sur [1/p,1]. Montrer
que g est invariante par .

IV. Une semi-conjugaison avec une application de T2.
On considere I'application 1 : Q — R? définie par :

@E((En)neN) = (Z en”, Z en”).

n>0 n<0

IV.1) Montrer que l'image de 9 est [—1,0~ 1 x [0,1]U[p~ !, ¢] x [0,071].
IV.2) Montrer que c’est un domaine fondamental pour le réseau I' engendré
par (o, 1) et (—=1,1). [INDICATION : Faire une figure.]
IV.3) On pose ¢ = m), ou 7 : R? — R2/T est la projection canonique.
Montrer que 1 est une semi-conjuguaison o sur I’automorphisme linéaire A de

R2/T qui provient de I’automorphisme linéaire A de R?, dont la matrice dans
la base (o, 1) et (—1,1) de R? est :

()

IV.4) En déduire 'entropie de os.



