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�� Histoire� Pythagore et Fibonacci

�� Pr�ehistoire

Commen�cons ce cours par un peu de mythologie� Rien de ce qu�on va raconter dans cette section
n�est vraiment attest�e historiquement� seule l�imagination permet de le reconstituer�

���� Magie du pentagramme� Le pentagone� ou plut�ot le pentagramme �un pentagone r�egulier
muni de ses cinq diagonales� est depuis toujours li�e �a la magie� on sait qu	il �etait il y a 
� si�ecles le
symbole de la secte des pythagoriciens�

Fig� �� Les deux pentagones et le pentagramme

Ce pentagone r�egulier� qui se retrouve un peu partout dans la nature� des �eurs aux fruits et
aux �etoiles de mer� se pr�esente naturellement sous deux formes
 le pentagone usuel� et le pentagone
�etoil�e� form�e par les cinq diagonales du pentagone usuel� r�eunis� ils forment le pentagramme�

Fig� �� Quelques pentagones apparaissant dans la nature

�
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��
� Un nombre naturel associ�e au pentagone� Dans cette �gure� on peut noter qu	un nombre
remarquable appara��t� �a savoir le rapport entre la diagonale et le c�ot�e du pentagone� il est remar�
quable dans la mesure o�u c	est l	un des nombres r�eels les plus simples et les plus naturels que
l	on puisse trouver� Pour les premiers penseurs grecs� un tel nombre ne pouvait probablement �etre
qu	une fraction� et il su�sait pour la trouver de chercher la mesure commune entre le c�ot�e et la
diagonale du pentagone �c	est��a�dire un petit segment de longueur telle que le c�ot�e et la diagonale
soient tous deux des multiples entiers de ce segment��

Irrationnalit�e� Mais l�a se pr�esente une di�cult�e
 en e�et� au centre d	un pentagone �etoil�e� se
trouve un pentagone plus petit �voir aussi le dessins de droite Figure ��� et un peu de calcul �voir
annexe� montre que le c�ot�e C et la diagonale D du pentagone d	origine sont des combinaisons
lin�eaires simples du c�ot�e c et de la diagonale d du petit pentagone� plus pr�ecis�ement� on a


C � c� d D � 
d� c

formule qui s	inverse en

d � D � C c � 
C �D

Mais une mesure commune �a D et C serait donc une mesure commune �a d et c� en it�erant le
proc�ed�e� on voit qu	une telle mesure devrait �etre arbitrairement petite� et qu	elle ne peut donc pas
exister � Le c�ot�e et la diagonale du pentagone r�egulier sont donc incommensurables� ce qui ne veut
pas dire qu	ils sont tr�es grands� mais que� quelle que soit l	unit�e de mesure choisie� ils ne peuvent
jamais s	exprimer simultan�ement en nombre entiers�

Fig� �� Pentagones embo��t�es

On appellera dans la suite � le rapport entre la diagonale et le c�ot�e� la preuve qui pr�ec�ede montre
que ce ne peut �etre une fraction�

Th�eor�eme ���� Le nombre d�or �� rapport de la diagonale au c�ot�e du pentagone r�egulier� est un
nombre irrationnel�

Il s	agit probablement du plus ancien nombre irrationnel connu
 la preuve classique de l	irratio�
nalit�e de

p

 est de nature arithm�etique� et probablement plus r�ecente �on peut aussi donner une

preuve g�eom�etrique de l	irrationalit�e de
p

� mais elle est plus d�elicate que pour le nombre d	or��

S�erie g�eom�etrique� Il y une forme encore plus simple de cette contruction
 on peut construire�
comme on le voit sur la Figure �� pour un pentagone de c�ot�e C� � � et de diagonale D� � �� un
pentagone plus petit� de diagonale D� � C� � �� on montre alors que le c�ot�e de ce pentagone est
de longueur C� � D� � C� � D�

�
� �

�
� On peut it�erer la construction et obtenir une in�nit�e de

pentagones de plus en plus petit� de c�ot�e Cn � C�
�n

� �
�n

�



DYNAMIQUE DU NOMBRE D�OR �

On peut lire sur ce dessin la somme d	une s�erie g�eom�etrique �voir l	annexe pour le d�etail de la
preuve�


Proposition ����

� �
�

�
�

�

��
� � � � �

�X
n��

�

�n
� ���

Fig� �� Pentagones it�er�es

En remarquant comme �a la Figure � que� si l	on place dans un coin d	un pentagone r�egulier de
c�ot�e � une suite de pentagones r�eguliers d�ecroissants de c�ot�e ����n� ces pentagones d�ecoupent une
diagonale aboutissant en ce sommet en segments de longueur ����n� on obtient la somme d	une
autre s�erie g�eom�etrique qui nous servira plus tard


�X
n��

�

��n
� ��

Ou encore� en divisant par �


Proposition ����

�

�
�

�

��
�

�

��
� � � � �

�X
n��

�

��n��
� ��

Equation alg�ebrique� Dans un langage alg�ebrique moderne� toutes ces constatations se ram�enent
�a une propri�et�e alg�ebrique tr�es simple
 en reprenant la preuve faite pr�ec�edemment sur la suite de
pentagone embo��t�es de c�ot�e Cn � C���

n ��gure ��� on voit que C� � C� � C�� et que� en �ecrivant
tout comme multiple de C�� on obtient �� � �� ��

Th�eor�eme ���� Le nombre d�or �� rapport de la diagonale au c�ot�e du pentagone r�egulier� est
l�unique racine positive du polynome X� �X � ��

D	o�u l	on d�eduit bien s�ur� en langage moderne


� �
� �

p
�



� �� ��� � � �

On d�eduit facilement de cette propri�et�e la somme des s�eries g�eom�etriques pr�ec�edentes par un
calcul alg�ebrique�
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Fig� �� Une autre s�erie g�eom�etrique

It�eration de racines� Du th�eor�eme pr�ec�edent� on d�eduit� puisque � est positif� que � �
p
� � ��

formule que l	on peut it�erer
 � �
p

� �
p
� � �� et ainsi de suite� ce qui donne envie d	�ecrire la

formule classique


Proposition ����

� �

r
� �

q
� �

p
� � � � �

Cette formule n	a bien s�ur pas de sens en tant que telle� mais il n	est pas di�cile de lui en donner
un� �etant donn�e un r�eel positif u� quelconque� on d�e�nit une suite �un�n�N par un�� �

p
� � un�

comme la fonction x �� p
� � x est strictement contractante sur ������� cette suite converge vers

une limite ind�ependante du point de d�epart u�� cette limite est le sens qu	il faut donner au terme

de droite

q
� �

p
� �

p
� � � � �� et elle est bien s�ur �egale �a ��

D�eveloppement en fractions continues� On peut �egalement �ecrire � � � � �
�
� et it�erer� On

trouve une autre formule c�el�ebre


Proposition ��	�

� � � �
�

� � �
�����

On montre que tout nombre r�eel x peut s	�ecrire sous la forme x � a� �
�

a��
�

a�����

� o�u a� � Z et

an est un entier strictement positif pour n � �� la suite �an�n�N �etant �nie si x est rationnel et
in�nie sinon� c	est ce qu	on appelle un d�eveloppement de x en fraction continue� La proposition ���
nous dit que le d�eveloppement en fraction continue de � est le plus simple possible� On laisse au
lecteur le soin d	�ecrire cette �egalit�e comme une limite� et de calculer les premiers termes de la suite
correspondante en ne gardant que les n premiers termes de la fraction� Les fractions obtenues sont
appel�ees les convergents de la fraction continue� nous les retrouverons bient�ot�

���� Remarques� On peut aller bien plus loin avec le pentagone
 il appara��t partout dans le
dod�eca�edre� l	un des cinq solides platoniciens� qui contient � cubes dont les c�ot�es sont des diagonales
des faces du dod�eca�edre� et dans le solide dual� l	icosa�edre� il existe un poly�edre semi�r�egulier
interm�ediaire bien connu� qui admet �
 faces� �
 pentagones et 
� hexagones� le ballon de foot� Nous
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n	irons pas plus loin dans cette direction� voyez l	annexe pour quelques constructions g�eom�etriques
classiques�

On peut aussi remarquer que l	on peut �ecrire �� � ���� donc �n�� � �n��� �n� et qu	on peut
donc �ecrire toute puissance de � comme combinaison lin�eaire de � et � �ce qui se voit d�eja sur le
pentagone en essayant d	exprimer le diagonale du pentagone initial comme combinaison du c�ot�e et
de la diagonale du n�i�eme petit pentagone��

Exercice ���� Trouver les coe�cients bn et cn tels que �n � an � bn��


� Protohistoire

Sautons une quinzaine de si	ecles� et retrouvons nous 	a la 
n du moyen��age�

Leonardo de Pise� �ls de Guglielmo Bonacci �d	o�u le nom sous lequel il est mieux connu
 �lius
Bonacci� en abr�eg�e Fibonacci�� n�e en ����� part avec son p�ere en ���
 faire du commerce �a Bougie� en
Alg�erie� Pendant les ann�ees suivantes� il voyage autour de la m�editerran�ee� et apprend les nouvelles
techniques venues d	Inde et mises en forme �a Bagdad� en particulier� entre ��� et ���� par le
math�ematicien ouzbek Al�Khwarizmi� Il rentre �a Pise� o�u il publie plusieurs ouvrages� dont le
c�el�ebre livre de l	abaque� Ce sont des techniques que nous apprenons maintenant en CM
� on peut
les consid�erer� �a l	�epoque� comme l	�equivalent d	un DEA de math�ematiques �nanci�eres� Il meurt
aux environs de �
���


��� Suite de Fibonacci� Il est plus c�el�ebre chez les math�ematiciens pour l	invention de la suite
qui porte son nom� initialement pos�ee comme un probl�eme amusant de croissance d�emographique

en l	ann�ee �� on l�ache sur une ��le un couple de lapins� Il grandit pendant un an� puis se reproduit
en engendrant chaque ann�ee un couple de lapin� qui se reproduisent �a leur tour� apr�es une ann�ee
de croissance� tous ces lapins �etant suppos�es immortels� Le nombre de couples de lapins de l	ann�ee
n�
 est donc �egal au nombre de couple de lapins de l	ann�ee n��� augment�e du nombre de couple
de lapins engendr�es dans l	ann�ee� qui est �egal au nombre de couples adultes� c	est��a�dire ceux qui
sont n�es en l	ann�ee n ou avant� De fa�con plus formelle


D�e
nition ���� On appelle suite de Fibonacci la suite �Fn�n�N d�e
nie par F� � �� F� � � et� si
n � �� Fn�� � Fn � Fn���

De m�eme que le nombre d	or� les nombres de Fibonacci se retrouvent souvent dans la nature�
par exemple dans les pommes de pin� les ananas� les tournesols� en g�en�eral� la plupart des v�eg�etaux
compos�es pr�esentent des spirales qui sont organis�ees suivant les nombres de Fibonacci� En particu�
lier� dans la �gure suivante� on peut compter les spirales allant vers la gauche au sein du tournesol�
et les spirales allant vers la droite� On en trouvera respectivement �� et ��� De m�eme� la peau
d	ananas pr�esent�ee �a gauche montre �� �� et 
� parall�eles dans di��erentes directions�

Fig� �� Quelques nombres de Fibonacci apparaissant dans la nature
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Les �eurs compos�ees �marguerite� paquerette� chrysanth�eme����� quand elles sont enti�eres� ont
toujours le m�eme nombre de p�etale� qui d�epent de l	esp�ece� et qui est un nombre de Fibonacci�
souvent �� ou 
�� quand on e�euille la marguerite� on peut donc savoir �a l	avance� suivant l	esp�ece�
o�u l	on va aboutir ��a condition que la �eur soit intacte���


�
� Propri�et�es alg�ebriques� On a d�ej�a vu ces nombres dans la section pr�ec�edente
 ce sont eux
qui apparaissent quand on essaie d	exprimer le c�ot�e d	un pentagone en terme de c�ot�e et de diagonale
d	un pentagone plus petit� Ce n	est pas �etonnant� puisque la m�eme formule de r�ecurrence appara��t �

Les nombres de Fibonacci satisfont de nombreuses formules� qui se prouvent en g�en�eral facilement
par r�ecurrence� citons simplement la formule


FnFn�� � F �
n�� � ����n

qui prouve que deux nombres de Fibonacci cons�ecutifs sont toujours premiers entre eux�

Comment grandissent les nombres de Fibonacci� Ce n	est pas tr�es di�cile de le voir� on
cherche le rapport entre deux termes cons�ecutifs de la suite�

Proposition ���� La suite de terme g�en�eral Fn��
Fn

tend vers � quand n tend vers l�in
ni�

Preuve
 Si l	on pose rn � Fn��
Fn

� on v�eri�e que rn�� � � � �
rn
� C	est alors un exercice classique�

en utilisant le fait que l	application x �� � � �
x
pr�eserve l	intervalle ��� 
� et est contractante sur cet

intervalle� de prouver que cette suite converge vers une limite� qui est le point �xe de la fonction
x �� � � �

x
�

Les nombres Fn��
Fn

sont les fractions continues �nies �evoqu�ees �a la section pr�ec�edente �on peut

montrer que ce sont les meilleures approximations de � par des nombres rationnels��


��� Calcul explicite� Il est aussi utile de disposer d	une formule explicite �c	est��a�dire ne d�epen�
dant que de n� pour chaque nombre de Fibonacci Fn� Nous allons la trouver en g�en�eralisant un
peu le probl�eme
 consid�erons les suites  du type de Fibonacci!� c	est��a�dire les suites u qui v�eri�ent
un�� � un � un��� quel que soit leur point de d�epart�

On voit tout de suite que� la contrainte �etant lin�eaire� la somme de deux suites du type de
Fibonacci est encore une telle suite� Comme une suite du type de Fibonacci est compl�etement
d�etermin�ee par ses deux premi�eres valeurs� il su�ra de trouver deux suites non proportionnelles
pour pouvoir toutes les d�eterminer� En e�et� �a partir du moment o�u on disposera de deux suites
non poportionnelles gn et hn� on pourra �ecrire de mani�ere unique les deux premiers termes u� et
u� d	une suite du type de Fibonacci quelconque sous la forme u� � Ag� �Bh� et u� � Ag� �Bh��
On en d�eduit alors que un est enti�erement d�etermin�ee� dans la mesure o�u un � Agn �Bhn�

Cherchons s	il existe des suites du type de Fibonacci qui sont g�eom�etriques de raison r� un � rn�
Pour cela� il faut et il su�t que l	on ait rn�� � rn � rn��� soit r� � � � r� Il y a donc deux telles

suites� l	une de raison �� l	autre de raison � � ��p�
� � � �

�
� ��� ���� le nombre conjugu�e de ��

c	est��a�dire l	autre racine de X� �X � � � ��
Toute suite de type Fibonacci peut donc s	�ecrire sous la forme A�n �B�

n
� Le calcul de A et B

pour la suite de Fibonacci donne


Th�eor�eme ���� Fn � �np
�
� �

n

p
�
� o	u � � ��

p
�

� et � � ��p�
� �

Ce th�eor�eme nous renseigne de fa�con bien plus pr�ecise sur le comportement asymptotique de la
suite de Fibonacci� Remarquons que �

n
tend exponentiellement vite vers �� avec un signe qui alterne�

et donc� comme on le v�eri�e facilement �a la calculatrice� �p
�
�n est une tr�es bonne approximation

de Fn� par d�efaut pour n pair et par exc�es pour n impair�
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�� Un exercice d�alg	ebre lin�eaire

Une mani	ere plus contemporaine de voir ce qui pr�ec	ede

Le raisonnement qui pr�ec�ede peut �a bon droit laisser le lecteur insatisfait� avec l	impression
d	un tour de prestidigitation
 pourquoi chercher une suite particuli�ere sous la forme d	une suite
g�eom�etrique� et non pas d	un polyn�ome� par exemple" que se passe�t�il si l	on change la condition
de r�ecurrence� par exemple en un�� � 
un�� � un"

Quelques remarques peuvent �eclairer cette d�emarche� tout d	abord� il s	agit d	un probl�eme
lin�eaire� les physiciens diraient qu	il ob�eit au principe de superposition
 la somme de deux solu�
tions est encore une solution�

Ensuite� on aimerait bien que le passage au terme suivant soit repr�esent�e par une application
lin�eaire� mais le calcul du terme un�� fait intervenir les deux termes pr�ec�edents � La solution est de

consid�erer� non pas le point un� mais le vecteur

�
un��
un

�
� on v�eri�e imm�ediatement que l	on a

�
un��
un��

�
�

�
� �
� �

��
un��
un

�
ce qui entra��ne imm�ediatement �

un��
un

�
�

�
� �
� �

�n�
u�
u�

�

Le calcul du terme g�en�eral de la suite revient donc en fait �a calculer les puissance de la matrice�
� �
� �

�
� C	est l�a un probl�eme tout �a fait classique� on sait bien qu	il faut commencer� si possible�

par diagonaliser la matrice� donc en chercher les valeurs propres et les vecteurs propres�

On v�eri�e que le polynome caract�eristique est X� �X � �� les deux valeurs propres sont donc �

et �� et les vecteurs propres�

�
�
�

�
et

�
�
�

�
correspondent aux suites �a croissance g�eom�etriques que

l	on vient de voir� la matrice est diagonalisable dans cette base� ce qui permet le calcul explicite de�
� �
� �

�n
� La matrice de changement de base qui exprime les deux vecteurs propres vus ci�dessus

est P �

�
� �
� �

�
� son inverse est P�� �

�
�p
�

��p
�

�p
�

�p
�

�
� On a �evidemment


�
� �
� �

�
� P

�
� �

� �

�
P���

ce qui permet de calculer les puissance de la matrice


Proposition ����

�
� �
� �

�n
� P

�
�n �

� �
n

�
P�� �

�
��n��p

�
� �

n��

p
�

�np
�
� �

n

p
�

�np
�
� �

n

p
�

�n��p
�
� �

n��

p
�

�
A

On retrouve bien le th�eor�eme ci�dessus� car on montre par r�ecurrence que l	on a l	�egalit�e
�
� �
� �

�n
�

�
Fn�� Fn
Fn Fn��

�
�

Ce changement de base permet de comprendre tr�es bien l	�evolution d	une suite
 consid�erons une

suite du type de Fibonacci� dont les deux premiers termes sont

�
u�
u�

�
� Pour obtenir les termes�

un��
un

�
� on vient de voir qu	il su�t de faire le produit par la matrice

�
� �
� �

�n
� Consid�erons cette

suite comme un �el�ement d	un espace vectoriel� et pla�cons nous dans la base des vecteurs propres�
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soient

�
x�
y�

�
les cordonn�ees dans la nouvelle base �ces coordonn�ees se calculent �a l	aide de la matrice

P���� Si l	on appelle

�
xn
yn

�
les coordonn�ees des images successives du point

�
x�
y�

�
� elles se calculent

tr�es facilement� puisque dans la nouvelle base la matrice est diagonale
 on a xn � �nx�� yn � �
n
y��

En particulier� comme �� � ��� on voit que le produit xnyn est constant en valeur absolue� plus

pr�ecis�ement� pour n pair� le point

�
xn
yn

�
se trouve sur l	hyperbole xy � x�y�� et pour n impair�

il se trouve sur l	hyperbole xy � �x�y�� On laisse au lecteur le soin de donner l	�equation de ces
hyperboles dans la base initiale� la situation est repr�esent�ee Figure ��

0

1

2

3

Fig� 
� Les hyperboles de l�application de Fibonacci

On peut alors expliciter compl�etement la dynamique de la suite de Fibonacci
 si l	on d�emarre

avec un vecteur

�
u�
u�

�
sur l	espace propre correspondant �a �� on y reste� en partant vers l	in�ni

exponentiellement vite �multiplication par � �a chaque �etape�� Si on d�emarre sur l	autre espace
propre� on tend tr�es vite vers �� en alternant autour de l	origine �car la valeur propre est n�egative��
En g�en�eral� on tend exponentiellement vite vers la droite associ�ee �a �� en alternant entre deux
branches d	hyperboles de part et d	autre de cette droite�

On trouvera une illustration de ce comportement Figure �� En e�et� sur chaque �gure sont
repr�esent�ees les trajectoires du point � sous l	action de la matrice M � Si �a� b� d�esignent les coor�

donn�ees du point not�e � sur l	une des �gures� les points not�es i ont pour coordonn�ees

�
� �
� �

�i�
a
b

�
�

On constatera sur la �gure de gauche que les points alternent en se placant sur des branches hy�
perboliques et se placent �nalement de plus en plus pr�es d	une droite situ�ee dans le cadrant positif

du plan� Cette droite est en fait la droite associ�ee �a �� dirig�ee par

�
�
�

�
�

Par contre� sur la �gure de droite� les points se rapprochent de la m�eme droite� mais sur sa partie
situ�ee dans le cadran n�egatif du plan� Les points suivent alors la branche n�egative des hyperboles
suivies sur l	exemple de gauche� La di��erence entre ces deux comportements trouve son origine
dans le fait que le point �� sur chaque �gure� est situ�e de part et d	autre de la direction associ�ee �a
�� ce qui va faire changer totalement le comportement �a la limite�

Remarquons que� pour presque tout point de d�epart� la suite tend assez vite �a ressembler �a une
suite g�eom�etrique de raison �� cela explique l	instabilit�e num�erique que l	on constate dans l	un des
probl�emes donn�es en annexe�
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Fig� �� La dynamique de l�application de Fibonacci

�� Quelques utilisations originales de la suite de Fibonacci

���� Le d�eveloppement de Zeckendor�� On sait que l	on peut �ecrire les entiers en base ���
comme cela se fait dans la plupart des civilisations� ou en base 
� comme on le fait en informatique�

Ecrire un entier en base 
 consiste �a l	�ecrire comme somme de puissances de 
 distinctes� on peut
essayer de jouer au m�eme jeu avec la suite de Fibonacci
 �ecrire un entier comme somme de nombres
de Fibonacci� Remarquons qu	on peut toujours supposer qu	il n	y a pas de nombres de Fibonacci
cons�ecutifs dans la somme� sinon on pourrait la simpli�er en utilisant la relation de r�ecurrence� On
a


Th�eor�eme ���� Tout entier k � N peut s��ecrire de fa�con unique k �
PN

n�� �nFn� o	u ��n�n�N est
une suite 
nie de � et de 
 qui ne contient pas deux 
 cons�ecutifs�

Preuve
 La suite de Fibonacci �etant strictement croissante �a partir du rang 
� elle tend vers
l	in�ni� puisqu	elle est enti�ere� La d�emonstration de l	existence du d�eveloppement peut donc se fait
par r�ecurrence sur N � en montrant que tout entier k � FN v�eri�e le th�eor�eme� La propri�et�e est vraie
pour N � 
 puisque F� � �� Si cette propri�et�e est v�eri��ee �a l	ordre N � �� soit FN�� � k � FN �
On a alors k � FN�� � FN��� sinon on aurait k � FN � ce qui est contradictoire avec la d�e�nition

de N � Par r�ecurrence� on sait que k � FN�� �
PN��

n�� �nFn o�u il n	y a pas deux � de suite � noter
que le terme en N � 
 est nul dans la mesure o�u k � FN � FN���� Ainsi� k peut s	�ecrire comme
somme de nombres de Fibonacci non cons�ecutifs�

L	unicit�e est un peu plus d�elicate� on va commencer par montrer un lemme


Lemme ���� Soit ��n�n�����N�� une suite 
nie de � et de 
 qui ne contient pas deux 
 de suite�
Alors�

N��X
n��

�nFn � FN �

Preuve
 Ce lemme se d�emontre par r�ecurrence surN � la v�eri�cation est imm�ediate pourN � �� ��
puisque F� � � � F� � 
 � F� � ��

Supposons la propri�et�e vraie jusqu	�a l	ordre N � �� et consid�erons une suite ��n�n�����N ayant la
propri�et�e voulue�

Si �N � �� alors
PN

n�� �nFn �
PN��

n�� �nFn � FN � et on a une majoration meilleure que celle
demand�ee�

Si �N � �� alors �N�� � �� puiqu	il n	y a pas deux � de suite� et donc
PN

n�� �nFn � FN �PN��
n�� �nFn � FN � FN�� � FN��� ce qui est la propri�et�e demand�ee�

On retrouvera dans la suite des lemmes analogues�
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Il est alors facile de terminer la preuve
 si un nombre entier k peut s	�ecrire de deux fa�cons
di��erentes k �

PN�

n�� �nFn �
PN�

n�� �nFn� on consid�ere le plus grand indice N pour lequel les deux

d�eveloppements sont distincts� On peut supposer que �N � � et �N � �� On a donc
PN

n�� �nFn �PN��
n�� �nFn� donc

PN��
n�� �nFn � FN � ce qui contredit le lemme pr�ec�edent�

D�e
nition ���� Le d�eveloppement en base de Fibonacci est appel�e le d�eveloppement de Zeckendor��

Si k �
PN

n�� �nFn� on notera aussi k � ��N�N�� � � � ���F �

Pour donner quelques exemples� les premiers entiers s	�ecrivent � � �F � 
 � ��F � � � ���F �
� � ���F � � � ����F � � � ����F � � � ����F � � � �����F � etc� Comme on le voit� l	expression d	un
nombre dans la base de Fibonacci n	est pas tr�es �economique
 il y faut encore plus de chi�res qu	en
binaire�

Exemple de calcul d��ecriture en bases �
� � et de Fibonacci� Le d�eveloppement en base ��
de ��
� s	�ecrit de mani�ere triviale


��
� � � 	 � � 
 	 �� � � 	 ��� � � 	 ����
On calcule son d�eveloppement en base 
 �a partir de la suite des puissances de 
� c	est��a�dire


�� 
� �� �� ��� �
� ��� �
�� 
��� ��
� ��
�� 
���� ����� ���
� ������

On remarque alors que 
�� � ���
 � ��
� � 
��� De plus ��
� � 
�� � ��
� � ���
 � ��� est
compris entre 
�� � 
� et 
�� Ensuite� ���� 
�� � �� est compris entre �� � 
	 et 

� La suite du
calcul donne ��� �� � �� � �� � �� Finalement� le d�eveloppement en base 
 de ��
� est

��
� � 
� � 
� � 
	 � 
� � 
�� � ��������������� �

Le calcul du d�eveloppement de ��
� en base de Fibonacci se fait de mani�ere identique� La suite
de Fibonacci commence comme suit


�� �� �� 
� �� �� �� ��� 
�� ��� ��� ��� ���� 
��� ���� ���� ���� ����� 
���� ����� ����� ������

Il su�t alors de trouver les nombres de Fibonacci qui encadrent ��
�� soit ���� � F�� � ��
� �
F�� � ������ De m�eme� ���� � F�
 � ���� � ��
� � ���� � F��� La suite du calcul donne
��� � F�� � ��� � ��������� � F��� Puis 
� � F� � 
� � ������� � F�� En�n 
��
� � 
 � F��
Finalement� le d�eveloppement de ��
� est

��
� � F� � F� � F�� � F�
 � F��

soit

��
� � ��� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ��F �

Voyager aux US� Une application pratique
 le rapport du miles au Km� soit environ ����� � est tr�es
proche du nombre d	or� mais nous avons vu que le rapport de deux nombre de Fibonacci cons�ecutif
tend rapidement vers �� donc� pour multiplier un entier �de fa�con approximative� par �� il su�t de
d�ecaler d	un cran son d�evelopppement de Zeckendor� en ajoutant un z�ero au bout �de m�eme qu	un
d�ecalage en base �� multiplie par ��� cette fois de fa�con exacte�� d	ou une m�ethode simple pour
convertir des limitations de vitesse en miles �a des limitations en Km
 calculer le d�eveloppement de
Zeckendor� du nombre �a convertir� puis d�ecaler d	un cran� On peut v�eri�er que� pour des vitesses
entre � et ���� on se trompe au plus d	une unit�e�

Cette m�ethode n	est pas aussi compliqu�e qu	il n	y para��t� car les nombres de Fibonacci sont
proches des limitations de vitesses standard ���� ��� ��� ����� Par exemple� une vitesse de �� miles
par heure �limitation de vitesse la plus courant aux Etats�Unis� correspond �a �� Km par heure�
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Un petit po�eme� Je ne r�esiste pas �a conclure sur un exemple litt�eraire� tir�e du volume � de la
biblioth�eque oulipienne �OUvroir de la LItt�erature POtentielle� La biblioth�eque oulipienne� volume
�� �editions Ramsay� ������ Il s	agit d	une famille de 
� po�emes num�erot�es �plut�ot herm�etiques���
Chaque po�eme est �eclairci par tous les po�emes dont les num�eros �gurent dans son d�eveloppement
de Zeckendor�� le premier po�eme de la famille est une ode �a Fibonacci


L�explication pr�ealable� ou la raison des rimes� par Paul Bra�ort

C	est mon devoir� c	est mon d�e��
tel Jarry� Cyrano bou��

de chercher des poux �a Rimbaud�
et sur les zizis des bobos�

Qu	il neige�at ou bien qu	il f��t beau
A Lhassa Emma Sophie Bo�

vary veuve d	un lent cornac
se donnait au dieu de l	arnaque�

Leibiz� disant  vers���! Quel bon ac�
teur pour ce  vers���! superbe� Oh  nach!�

Il vise� Emma� l	apoplexie
des grands buveurs de galaxie

Au club des rois du  spinach! �si
Bach n	y vint jamais� Banach si��

Leibniz� son graphe ibo n	a qu	six
mus� trois nus� un phi bon �a xi�

hante sans pro�t Bonn
  ach� Si
j	�etais le grand Fibonnacci���� �

Le lecteur appr�eciera la progression des rimes d	une strophe �a l	autre� et surtout les rimes riches
des deux derni�eres strophes� Les �� po�emes qui suivent dans le volume � expliquent et d�eveloppent
le premier� De fa�con g�en�erale� on ne saurait trop recommander les textes de l	OULIPO� qui sont
un des endroits o�u les math�ematiques croisent la litt�erature�

�� Annexe� quelques preuves g�eom�etriques et quelques exercices

���� Preuves g�eom�etriques� D�es que l	on commence �a essayer de prouver les relations donn�ees
au d�ebut du texte� et que l	on r�e��echit sur la �gure du pentagramme� on constate un grand nombre
de relations� la di�cult�e est de savoir quelles relations prendre comme point de d�epart �comme
axiome�� et on se retrouve rapidement en train d	essayer de refonder la g�eom�etrie d	Euclide� dans
un groupe de travail� on trouve en g�en�eral plusieurs preuves di��erentes�

On peut par exemple remarquer que� par raison de sym�etrie� une diagonale du pentagone est
parall�ele au c�ot�e oppos�e� on en d�eduit de nombreux paral�elogrammes�

On peut aussi montrer que tous les angles intervenant dans la �gure sont des mutiples de ����
ce qui donne des triangles isoc�eles� il su�t pour cela de montrer le th�eor�eme de l	angle au centre

si une portion d	un cercle est vue depuis un point de ce cercle sous l	angle �� elle est vue du centre
depuis l	angle 
�� Cela se prouve facilement dans le cas particulier o�u le point du bord et l	une des
extr�emit�es de l	intervalle vu sont diam�etralement oppos�es �voir �gure ��� On en d�eduit facilement
le cas g�en�eral� en coupant ou en compl�ementant l	intervalle vis�e pour se ramener au cas particulier�

Exercice ���� Comment construire un rectangle d�or�
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Α

Α

2Α

Fig� 
� Le th�eor	eme de l�angle au centre

On appelle bien s�ur rectangle d	or un rectangle tel que le quotient de la hauteur par la largeur
est �egal �a �� La contruction est donn�ee dans la �gure ci�dessous
 tracer un carr�e et prolonger les
c�ot�es horizontaux� placer le compas au centre de l	un des c�ot�es horizontaux et l	�etendre jusqu	�a l	un
des sommets oppos�es� puis tracer le cercle jusqu	�a toucher la ligne qui �etend le c�ot�e
 on obtient le
nombre d	or� Il su�t de tracer la perpendiculaire au c�ot�e horizontal passant par ce point�

Il est tr�es facile de donner de cette construction une preuve alg�ebrique
 l	hypoth�enuse d	un

triangle rectangle de c�ot�e � et �
� est de longueur

p
�
� � Il est plus dur d	en donner une preuve

g�eom�etrique �

Exercice ���� Comment construire un pentagone de c�ot�e 
�

En utilisant l	exercice pr�ec�edent� on obtient un segment de longueur �� En reportant ce segment
depuis une des extr�emit�es du segment de longueur �� on obtient un cercle de rayon � centr�e en ce
point� On trace un cercle de longueur � depuis l	autre extr�emit�e� un des deux points de l	intersection
de ces cercles donne un triangle de c�ot�es �� � et �� C	est le d�ebut du pentagone
 il su�t d	it�erer la
construction pour l	obtenir�

Fig� ��� Rectangle d�or et construction d�un pentagone r�egulier

Exercice ���� Comment construire un pentagone inscrit dans le cercle unit�e�

La di�cult�e est ici de trouver la longueur du c�ot�e� si l	on suppose que le pentagone a un sommet
en ��� ��� on peut essayer de construire le c�ot�e oppos�e� qui coupe l	axe des abscisses en cos������ �
���
� comme on le prouve ci�dessous�

��
� Preuves alg�ebriques�

Exercice ���� Que vaut cos�
�����
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On peut� par exemple� utiliser le plan complexe
 si z est une racine cinqui�eme de l	unit�e� elle
v�eri�e � � z � z� � z� � z� � �� On en d�eduit facilement� en remarquant que z� et z� sont les
conjugu�es de z� et z� que cos�
���� et cos������ sont les deux racines du polyn�ome �X��
X � ��

elles valent donc ��
� et �

�� �

Une cons�equence est que toute �egalit�e alg�ebrique �a coe�cients entiers satisfaite par l	une des
deux valeurs cos�
���� et cos������ est aussi satisfaite par l	autre
 en quelque sorte� l	alg�ebre est
incapable de faire la di��erence entre un pentagone r�egulier et un pentagone �etoil�e�

Exercice ���� Utiliser la 
gure � pour retrouver les formules classiques qui donnent le sinus et le
cosinus en fonction de la tangente de l�arc moiti�e�

���� Un peu de g�eom�etrie dans l�espace� On ne peut pas paver le plan avec des pentagones
r�eguliers� si l	on dispose � pentagones autour d	un m�eme sommet� on peut les faire se toucher deux
�a deux le long d	une ar�ete en sortant du plan� Si l	on poursuit l	op�eration� on voit que la forme
obtenue se referme avec �
 pentagones �ce n	est pas �evident �a prouver��� on a obtenu le dod�eca�edre
r�egulier� l	un des solides platoniciens� voir la Figure ��� Un petit exercice de d�enombrement montre
que chaque face poss�ede � ar�etes� ce qui fait donc �� ar�etes au total� mais on a compt�e chaque ar�ete

 fois
 il y a donc �� ar�etes� et de m�eme 
� sommet �car chaque sommet appartient �a � facces��

Fig� ��� Le dod�eca	edre

Ce dod�eca�edre a beaucoup de sym�etries
 tous les sommets sont �equivalents� donc on peut toujours
envoyer un sommet sur un quelconque des 
� sommets� si l	on �xe un sommet� il y a encore �
rotations possibles� qui permutent les faces adjacentes �a ce sommet� et � sym�etries qui �echangent
deux de ces faces� Le dod�eca�edre poss�ede donc �� sym�etries qui pr�eservent l	orientation� et �� qui
la renversent�

Parmi les sym�etries qui pr�eservent l	orientation� on compte 
� sym�etries d	ordre �� �� autour
de chacun des � axes qui passent par les centres de faces�� 
� sym�etries d	ordre � �
 autour des
chacuns des �� axes passant par les sommets� et �� d	ordre 
 �les retournements autour des �� axes
passant par les centres de ar�etes�� Attention� le dod�eca�edre admet une sysm�etrie centrale autour
de l	origine� il ne faut pas oublier de diviser par 
 quand on compte les axes� Avec l	identit�e� on
retrouve bien nos �� sym�etries�

Si l	on conna��t la th�eorie des groupes� on v�eri�e sans trop de mal que le groupe des sym�etries
du dod�ecagone est isomorphe au groupe A� des permutations paires sur � �el�ements� peut�on voir
directement ces sym�etries comme permutations"

Apr�es ce que nous avons vu� il est tentant de dessiner sur ce dod�eca�edre les diagonales des faces�
surprise� � des diagonales issues de chaque sommet sont deux �a deux perpendiculaires� et forment
le d�epart d	un cube inscrit dans le dod�eca�edre� qui a pour sommet � des 
� sommets du dod�eca�edre
�voir Figure �
� Ce cube admet pour ar�ete exactement une des � diagonales de chaque face� il y a
donc � cubes inscrits dans un dod�eca�edre r�egulier� Voici l	ensemble �a � �el�ements cherch�e
 chaque
sym�etrie du dod�eca�edre permute ces � cubes� les rotations autour des axes passant par les centres
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de faces donnent un cycle d	ordre �� les rotations autour des axes passant par les sommets un cycle
d	ordre � �elles �xent deux des cubes
 lesquels"� et les sym�etries autour des axes passant par les
centre des ar�etes donnet deux transpositions disjointes �pour plus de d�etails� et une preuve explicite�
consulter l	�epreuve de l	agr�egation interne de 
�����

Fig� ��� Les diagonales du dod�eca	edre

Si l	on joint les centres des �
 faces� on obtient un autre solide r�egulier� dual du pr�ec�edent�
l	icosa�edre� qui a 
� faces triangulaires et �
 sommets� voir la Figure ���

Fig� ��� l�icosa	edre

Ce solide poss�ede bien s�ur les m�emes sym�etries que le dod�eca�edre� On peut s	amuser �a tronquer un
peu les pointes de cet icosa�edre
 on voit appara��tre en chaque sommet un petit pentagone r�egulier�
et les faces deviennent des hexagones �on tronque chaque sommet d	un triangle �equilat�eral�� voir
�gure ��

Fig� ��� L�icosa	edre tronqu�e

Si l	on tronque au tiers de la longueur� on obtient un poly�edre semi�r�egulier� dont les faces sont
des hexagones et des pentagones r�eguliers� et qui est bien connu des amateurs de sport� voir Figure
���
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Fig� ��� le ballon de foot

���� Quelques propri�et�es de la suite de Fibonacci�

Exercice ��	� Comment approximer le rectangle d�or�

On d�emarre par un carr�e de c�ot�e �� et on fabrique une suite de rectangles en ajoutant �a chaque
�etape un carr�e de c�ot�e la longueur du dernier rectangle construit� Il est facile de prouver que l	on
construit ainsi une suite de rectangles dont les c�ot�es sont deux nombres de Fibonacci cons�ecutifs�

3

5
8

13

21

34

55

Fig� ��� Approximer le rectangle d�or

Exercice ���� Quelles sont les puissances de la matrice M �

�
� �
� �

�
�

On v�eri�e que ces puissances sont donn�ees par

�
Fn�� Fn��
Fn�� Fn

�
�

Ceci donne un autre interpr�etation de la relation


FnFn�� � F �
n�� � ����n�

Elle nous dit simplement que la matrice M est de d�eterminant ��� donc ses puissances sont de
d�eterminant ����n� en particulier� en tant qu	application lin�eaires� elles pr�eservent l	aire�

Une cons�equence g�eom�etrique en est que le parall�elogramme de c�ot�es �Fn� Fn��� et �Fn��� Fn���
est d	aire �� il est donc tr�es allong�e� et ses c�ot�es sont presque parall�eles�

Exercice ���� Voici un petit probl	eme g�eom�etrique pour terminer� on consid	ere un rectangle de
taille ��
��� et on le d�ecoupe comme dans la Figure 
�� puis on le r�eassemble pour obtenir un carr�e

�
 
�� petit ennui� la taille du rectangle est paire� celle du carr�e est impaire� O	u est l�arnaque�

���� un petit probl�eme de calcul� Le probl�eme suivant est �a faire d	abord de fa�con num�erique�
avec une calculette� avant d	en chercher l	interpr�etation�

Exercice ���� On d�e
nit une suite par r�ecurrence par� u� � �� u� �
��p�
� � un�� � un � un���

Calculer num�eriquement u����
Evaluer l�erreur commise sur u���� sachant que la machine calcule u� avec n d�ecimale�
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Fig� �
� Les images successives du carr�e sous l�action de M � l�aire est constante et
les paral�elogrammes s�allongent�

21

�13,5�

�21,8�

13

13 21

13

8

Fig� ��� Un probl	eme de d�ecoupage

Refaire le calcul sur plusieurs sortes de calculatrices�
Expliquer les r�esultats trouv�es� que vaut vraiment u����
Indication
 rappelez�vous qu	il y a deux suites du type de Fibonacci qui sont g�eom�etriques� ou

reportez�vous �a la section sur le comportement dynamique de l	application de Fibonacci�



DYNAMIQUE DU NOMBRE D�OR �


�� Multiplier par le nombre d�or

�� Num�eration en base �

La num�eration de Zeckendor� marche tr�es bien pour les entiers� mais pas pour les nombres r�eels

comment �ecrire la partie fractionnaire avec les nombres de Fibonacci"

On va pour l	instant se restreindre �a l	intervalle ��� �� dans la mesure o�u le d�eveloppement de
r�eels sup�erieurs �a � feraient intervenir des puissances positives et n�egatives �par exemple� on aurait

 � �� ����� Cette restriction �a ��� �� sera lev�ee plus tard�

D�e
nition 	��� Soit x � ��� ��� On dit qu�une suite ��n�n�N� d�entiers est un d�eveloppement de x
en base � si

x �
��X
n��

�n�
�n�

On notera alors
x � �� ���� � � �� �

Par exemple� �
�
se note �

�
� �� ��� De m�eme� �

��
� �

��
� �� ����� Ainsi� l	�egalit�e �

�
� �

��
� �

��
se

note

�� �� � �� �����

Les s�eries que nous avons �etudi�ees au chapitre pr�ec�edent nous donnent des �egalit�es plus subtiles

la s�erie �

�
� �

��
� �

��
�� � � � � peut s	�ecrire � � �� ������������ � � ��� L	autre s�erie�

�
��
� �

��
� �

��
�� � � � �

nous donne l	�egalit�e � � �� �������� � � � �

Remarque� Il sera souvent utile de consid�erer des d�eveloppements dont la �n est p�eriodique
�comme c	est le cas pour les rationnels en base ���� Dans ce cas� on placera une barre au dessus
de la p�eriode� c	est��a�dire que �� ��� � �� �������������� � � �� � Par exemple� les �egalit�es que nous
venons de consid�erer s	�ecrivent

� � �� ��� � �� ����

Existence du d�eveloppement� Il n	est pas tr�es di�cile de d�emontrer que tout x � ��� �� admet
un d�eveloppement en base �� en utilisant ce que l	on appelle l	algorithme glouton� qui consiste
�a retirer de x la plus grande puissance possible de ��

Plus pr�ecis�ement� l	algorithme glouton fonctionne selon les �etapes suivantes


�� soit x � x� un �el�ement de ��� ���


� calculer n� le plus petit entier tel que ��n� � x� �noter qu	il est n�ecessairement positif��

�� poser �� � �� �� � �� � � � � �n��� � � et �n� � ��

�� soit k � � et x� � x� � ��n� �
�� calculer nk � min fn � N� ��n � xkg�
�� poser �nk���� � �� �nk���� � �� � � � � �nk�� � � et �nk � ��

�� d�e�nir xk�� � xk � ��nk �
�� poser k 
� k � � et revenir �a l	�etape ��

Nous pouvons alors prouver que la suite d	entiers ainsi obtenue founit un d�eveloppement en base
��

Proposition 	��� Pour tout r�eel x � ��� ��� la suite ��n�n�N� d�e
nie par l�algorithme glouton est
telle que�

x �

��X
n��

�n�
�n�
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Preuve
 Une relation fondamentale sur la suite xk est la suivante 


� � xk�� � ��� ��xk�

En e�et� selon la d�e�nition de nk� on a ��nk � xk � ��
nk���� On a ainsi

� � xk�� � xk � ��nk � ��nk�� � ��nk � ��� ����nk � ��� ��xk�

Puisqu	elle est major�ee par une suite g�eom�etrique de raison � � � � � � �� la suite xk� qui est
�a valeurs positives� tend vers �� De plus� x �Pn

k�� �
�nk � xn�� tend vers �� ce qui signi�e que

x �
P�

k�� �
�nk �

Du fait que � � 
� nous avons vu que xk�� � ��nk ce qui implique nk�� � nk� Ainsi� la suite nk
est strictement croissante� et on peut r�e�ecrire la s�erie sous la forme x �

P��
n�� �n�

�n�

Unicit�e sous conditions� Il existe en base � plusieurs fa�cons de d�evelopper un r�eel� Plus pr�ecis�ement�
deux exemples fondamentaux fournissent des d�eveloppements multiples


# La relation alg�ebrique gouvernant �� soit � � � � �� donne

�

�
� �� �� � �� �����

# Une �egalit�e plus subtile a �et�e obtenue dans le cours pr�ec�edent et d�ecrite au d�ebut de cette
section


�� ��� � ��

Cette �egalit�e doit �etre vue comme l	analogue de l	�egalit�e � � �� ���� � � � en base ��� En
particulier� en base ��� tout nombre rationnel admet deux d�eveloppements d�ecimaux 
 un
d�eveloppement �ni et un autre se terminant par ������ � � � � Pour obtenir un unique d�eveloppement
d�ecimal� il est n�ecessaire d	interdire les d�eveloppements se terminant par ������ � � � � Nous al�
lons agir de m�eme ici et interdire les d�eveloppements en base de Fibonacci se terminant par
���������� � � � �

Pour obtenir l	unicit�e� on est ainsi amen�e �a la d�e�nition suivante


D�e
nition 	��� On dit qu�une suite ��n�n�N� d�entiers est un d�eveloppement admissible si les �n
valent � ou 
� s�il n�y a jamais deux 
 de suite� et si la suite ne termine pas par ���

On montre alors que cette condition d	admissibilit�e est su�sante pour caract�eriser compl�etement
les d�eveloppements en base �� Plus pr�ecis�ement� on a le th�eor�eme qui suit�

Th�eor�eme 	��� L�algorithme glouton �etablit une bijection entre l�intervalle ��� �� et l�ensemble des
d�eveloppements admissibles�

Remarque� Ce th�eor�eme est tr�es intuitif
 il dit que les seules contraintes sur les d�eveloppements
en base � sont celles que l	on a donn�ees ci�dessus� et qui d�erivent directement de la relation fon�
damentale �� � � � �� Par contre� la preuve qui suit est assez technique et d�elicate� Cela n	a rien
d	�etonnant
 on sait bien que tout nombre r�eel admet un unique d�eveoppement en base �� qui ne se
termine pas par une in�nit�e de �� mais si on essaie de le d�emontrer� on s	aper�coit que� m�eme dans
ce cas �el�ementaire� la preuve est loin d	�etre facile �

Preuve
 On peut adapter la preuve de l	existence d	un d�eveloppement par l	algorithme glouton�
pour prouver que tous les d�eveloppements ainsi obtenus sont admissibles� En e�et� si on suppose
qu	il existe n pour lequel �n � �n�� � �� il existera une �etape k de l	algorithme glouton tel que

��n � xk � ��n�� ��n�� � xk�� � xk � ��n � ��n�

La second in�egalit�e implique xk � ��n�� � ��n � ��n���� � �� � ��n���� � ��n��� ce qui est
une contradiction avec la premi�ere in�egalit�e�

De plus� si un d�eveloppement se termine par ��� il existe un rang k tel que xk �
P

n��
�
��n

� ��

Or la suite xk est d�ecroissante �a partir de x � �� d	o�u une contradiction�
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Ainsi� tout r�eel x � ��� �� admet un d�eveloppement admissible�

Pour prouver l	unicit�e� on va montrer que deux d�eveloppements admissibles produisent deux r�eels
di��erents� Le plus simple est de consid�erer l	application r�eciproque� de l	ensemble des d�eveloppe�
ments admissibles dans R� qui �a un d�eveloppement � associe

P�
n�� �n�

�n� On souhaite ainsi montrer
que cette application est injective� ce qui prouvera le r�esultat cherch�e�

Pour cela� on va utiliser une propri�et�e remarquable du d�eveloppement en base �
 on peut direc�
tement comparer deux nombres par leurs d�eveloppements �comme on le fait sans y penser en base
���� Plus pr�ecis�ement� on d�e�nit un ordre dit lexicographique sur l	ensemble des d�eveloppements
admissibles
 	 est plus grand que � si� au premier rang n o�u ils di��erent� on a 	n � �n�

Proposition 	��� L�application ��n�n�N� �� �� ���� � � �� est strictement croissante pour l�ordre lexi�
cographique sur l�ensemble des d�eveloppements admissibles�

Elle est donc injective� ce qui prouve le r�esultat consid�er�e� La preuve� que nous laissons au lecteur
le soin de compl�eter� repose sur le lemme suivant� tr�es semblable �a celui que l	on a utilis�e dans le
cours pr�ec�edent pour montrer l	unicit�e du d�eveloppement de Zeckendor��

Lemme 	�	� Si ��n�n�f����� �Ng est une suite 
nie de � et de 
 qui ne contient pas deux 
 de suite�

elle v�eri
e�
PN

n�� �n�
�n � ��

Ce lemme se prouve aussi par r�ecurrence sur N � en remarquant que l	hypoth�ese de r�ecurrence
�a l	ordre N entra��ne� �a l	ordre suivant�

PN��
n�� �n�

�n � ���� ce qui prouve le r�esultat cherch�e si

�� � �� et
PN��

n�� �n�
�n � ���� ce qui prouve le r�esultat cherch�e si �� � �� car dans ce cas �� � ��

En passant �a la limite� on voit que� pour toute suite � de � et de � qui ne contient pas deux � de
suite� on a

PN
n�� �n�

�n � �� et que l	in�egalit�e est stricte sauf pour le d�eveloppement �� ����
En particulier� si deux d�eveloppements sont ordonn�es pour l	ordre lexicographique 
 	 � �� on note

n� le premier rang o�u ils di��erent� On sait dont que 	n� � �n� � c	est��a�dire 	n� � � et �n� � �� Alors�P
n�� �n�

�n �Pn�� 	n�
�n � �n��

�n� �
P

n�n�
��n � 	n��

�n � ��n� �Pn�n�
	n�

�n � � puisqueP
n�n�

	n�
�n � ��n� selon le lemme ci�dessus� Ainsi� la fonction d�eveloppement est strictement

croissante ce qui clot la d�emonstration�

Remarquons que� pour tout d�eveloppement qui est nul �a partir d	un certain rang� il existe un
d�eveloppement non admissible qui donne le m�eme r�eel et qui est p�eriodique de p�eriode �� �a partir
d	un certain rang �analogue des d�eveloppements d�ecimaux qui �nissent pas ���� � � � ��

D�eveloppement de r�eels positifs� On peut �etendre ce syst�eme de num�eration de fa�con naturelle
�a tous les r�eels positifs� en consid�erant aussi des puissance positives de �� et des s�eries

P�
n��N �n�

�n�
on laisse au lecteur le soin d	�etendre dans ce cadre les r�esutats pr�ec�edents�

G�en�eralisation �a d�autres bases de d�eveloppement� L	algorithme glouton permet de montrer
le m�eme r�esultat d	existence d	un d�eveloppement pour toute base 
 � �� et pas seulement pour
�� Cependant� dans le cas g�en�eral� on peut avoir �a retirer un multiple entier d	une puissance de
la base� si bien que les chi�res du d�eveloppement sont les entiers strictement plus petits que 
�
c	est��a�dire �� �� � � � � �
�� o�u �
� d�esigne la partie enti�ere de 
 si 
 n	est pas entier� et �� �� � � � � 
��
si 
 est entier �cas de la base �����

Plus pr�ecis�ement� �etant donn�e un r�eel x� � ��� ��� on d�e�nit une suite d	entiers nk par un algo�
rithme glouton proche de celui utilis�e pour le nombre d	or


nk � min fn � N� 
�n � xkg�
Cependant� on doit alors poser �nk � max fa � f� � � � �
�g� a
�nk � xkg et xk�� � xk � �k


�nk
pour que l	algorithme fonctionne
 le nombre x� de d�epart s	�ecrira toujours

x� �
X
n��

�n

�n�
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Dans le cas du nombre d	or� les chi�res sont � et �� puisque � � � � 
� De m�eme� le d�eveloppement
binaire ne fait intervenir que les chi�res � et � alors que le d�eveloppement d�ecimal n�ecessite les ��
chi�res �� �� � � � � ��

Il est en g�en�eral di�cile de caract�eriser les d�eveloppements admissibles dans une base 
 arbitraire�
le cas de la base enti�ere est �a part� puisque tous les d�eveloppements sont possibles� sauf ceux qui
se terminent par une in�nit�e de 
 � �� Dans le cas du nombre d	or� il est remarquable� et d�u �a la
propri�et�e alg�ebrique �� � ���� que l	on puisse aussi caract�eriser compl�etement� par une propri�et�e
simple �deux � non cons�ecutifs�� les d�eveloppements donn�es par l	algorithme glouton�

Un d�eveloppement plus bizarre� On a vu que le nombre d	or � a une sorte d	ombre� son

conjugu�e � � ��p�
� � qui partage avec lui bien des propri�et�es� On peut m�eme d�e�nir un d�eveloppement

en base �� m�eme si cela peut sembler bizarre d	utiliser une base n�egative� Bien entendu� puisque �
est de module inf�erieur �a �� on utilisera des puissances positives de �� on peut prouver le r�esultat
suivant� dont on laisse la d�emonstration au lecteur


Th�eor�eme 	��� Tout nombre r�eel contenu dans l�intervalle �� �
��
� �
�
� s��ecrit d�au plus deux fa�cons

sous la forme
P�

n�� �n�
n
� o	u � est une suite de � et 
 qui ne contient pas deux 
 de suite� L�intervalle

�� �
��
� �
��
� correspond 	a �� � �� et l�intervalle � �

��
� �
�
� 	a �� � ��

Si on s	autorise �a partir d	un rang N � Z quelconque au lieu de 
� on peut d�evelopper tous les
r�eels� il est int�eressant de remarquer que l	on n	est pas limit�e aux r�eels positifs� Ce d�eveloppement
sera utile dans le prochain cours� Il est ici d�elicat de donner une condition qui implique l	unic it�e
du d�eveloppement� et il n	est pas �evident de comparer deux nombres� �a cause du signe n�egatif de
la base�

�� Un calcul �dynamique� du d�eveloppement en base �

Pour calculer le d�eveloppement en base � de x� il existe un moyen plus simple que de comparer x
�a des puissances d�ecroissantes de �
 c	est de multiplier x par �� et de retrancher � quand on d�epasse
��

La ��expansion�

D�e
nition ���� On appelle ��expansion l�application T� de l�intervalle ��� �� dans lui m�eme qui 	a
x associe �x mod �� ou plus pr�ecis�ement�

T� 
 ��� ��� ��� ��

x �� �x si x � �
�

x �� �x� � si x � �
�
�

On voit ci�dessous le graphe de l	application T�� Cette application est lin�eaire par morceaux� et

continue sur les deux intervalles I� � ��� �
�
� et I� � � �

�
� ���

Un codage naturel� On notera � l	application � num�erotation!� de ��� �� dans f�� �g qui� a un
nombre r�eel de ��� ��� associe le num�ero de l	intervalle auquel il appartient�

� 
 ��� ��� f�� �g
x �� � si x � I� � ��� �

�
�

x �� � si x � I� � � �
�
� ���
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Fig� �
� La ��expansion

Le d�eveloppement en base � est l�itin�eraire d�un point sous l�action de la ��expansion�
L	algorithme glouton s	�ecrit de fa�con particuli�erement simple dans ces notations


Proposition ���� Soit x � ��� ��� Le d�eveloppement ��n�n�N� de x en base � est donn�e par

�n � ��T n��
� �x���

Preuve
 La preuve de cette proposition repose sur deux propri�et�es� Soit x � ��� �� et ��n�n�N�
son d�eveloppement en base �� On a alors

�� ��x� � ���


� T��x� �
P

n�� �n���
�n�

En e�et� on sait que x �
P

n�� �n�
�n � ���

�� � ���
P

n�� �n���
�n� Selon le lemme ���� � �P

n�� �n�
�n�� � �� En particulier� si �� � �� x � ��� �

�
�� ce qui implique ��x� � � � �� et

T��x� � �x �
P

n�� �n�
�n��� Si �� � �� on a x � � �

�
� ��� ce qui implique ��x� � � � �� et

T��x� � �x� � �
P

n�� �n���
�n�

Ceci donne une toute autre fa�con de voir le d�eveloppement de x en base �
 au lieu de l	in�
terpr�eter de fa�con arithm�etique� on peut l	interpr�eter de fa�con dynamique� comme  l	itin�eraire! du
d�eplacement de x sous l	action de T�� un itin�eraire restreint �a savoir dans lequel des deux intervalles
I�� I� tombent les images successives�

Dans la �gure 
�� on donne l	exemple du calcul de la trajectoire d	un point x�� d�esign�e par �
sur la �gure� qui se trouve dans l	intervalle I�� On recherche d	abord T��x��� que l	on transpose sur
l	axe des abscisses au point d�esign�e par �� et on retient le num�ero de l	intervalle dans lequel il se
trouve� c	est��a�dire I�� On transpose ensuite T��x�� sur l	axe des abscisses pour calculer son image
T �
��x�� et retenir l	intervalle dans lequel il se trouve��� On trouve ainsi que le d�eveloppement en

base � de x� commence par ������

O�u la condition d�admissibilit�e appara��t naturellement� L	introduction de ce point de vue
dynamique pr�esente le grand int�er�et de mettre au jour de mani�ere totalement naturelle la condition
d	admissibilit�e deux 
 non cons�ecutifs sur les d�eveloppements qui a �et�e introduite de mani�ere
quelque peu arti�cielle dans la partie pr�ec�edente�

En e�et� un simple calcul de l	image des bornes de I� et I� �qui se constate sur la Fig ��� montre
la propri�et�e suivante�

Proposition ���� la partition I� � I� est Markovienne vis�	a�vis de l�application T� � l�image de
chaque �el�ement de la partition est exactement �egale 	a l�union de certains �el�ements de la partition�

T��I�� � I� � I����

T��I�� � I��
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0 4 132

I I0 1

Fig� ��� La trajectoire d�un point sous l�action de T�

Cette propri�et�e de Markov est fondamentale dans la mesure o�u elle permet de d�ecrire pr�ecis�ement
les trajectoires 


# Si un point x appartient �a l	intervalle I�� son image T��x� appartient obligatoirement �a I��
Cette image peut se trouver �a n	importe quel endroit de I��

# Si un point x appartient �a l	intervalle I�� son image peut tomber �a n	importe quel endroit de
I� ou I��

Ce r�esultat s	interpr�ete simplement sur les d�eveloppements 
 si un point x admet un � au rang n
de son d�eveloppement� c	est��a�dire T n

� �x� � I�� on aura obligatoirement T n��
� �x� � I�� c	est��a�dire

que le n����eme terme de son d�eveloppement sera �� On retrouve ainsi la condition d	admissibilit�e
deux 
 ne doivent pas �etre cons�ecutifs introduite au d�ebut du cours�

Plus formellement� on introduit le graphe suivant� qui se d�eduit directement de la relation de
Markov ��� 
 le sommet � peut��etre suivi par un � ou un �� le sommet � peut��etre suivi par ��

0 1

Fig� ��� Graphe de la partition de Markov

Les d�eveloppements admissibles sont ceux qui correspondent �a un chemin sur le graphe� ce qui
s	�enonce comme suit�

Proposition ���� Une suite ��n�n�N� est la trajectoire d�un point sous l�action de la ��expansion
dans la partition I� � I�� c�est�	a�dire soit le d�eveloppement en base � d�un point x � ��� ��� soit une
suite se terminant par ��� si et seulement s�il s�agit d�un chemin dans le graphe Figure �
�

On notera que cette propri�et�e se d�eduit naturellement de la relation de Markov ��� dans la mesure
o�u l	image des intervalles I� et I� recouvre enti	erement les intervalles concern�es� Si� dans la formule
���� on avait dispos�e d	une simple inclusion au lieu d	une �egalit�e� les trajectoires des points auraient
encore �et�e des chemins du graphe� mais tout chemin du graphe n	aurait pas n�ecessairement �et�e la
trajectoire d	un point�

Dans le cas g�en�eral d	expansions en base 
� il n	y a en g�en�eral pas de partition de Markov� si elle
existe� c	est que le nombre satisfait une relation alg�ebrique� mais elle est alors souvent beaucoup
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plus compliqu�ee �a d�etailler� On peut alors lui associer un graphe qui d�ecrit les d�eveloppements en
base 
� C	est �a partir de ce graphe qu	on trouve la condition d	admissibilit�e �equivalente aux deux �
non cons�ecutifs� C	est la relation alg�ebrique particuli�erement simple satisfaite par � qui donne un
graphe aussi petit�

D�eveloppements impropres� Il y a bien s�ur un probl�eme avec les d�eveloppements impropres� qui
�nissent en ��� et qu	on ne peut exclure des chemins du graphe de la partition� Ce probl�eme est d�u �a
des raisons profondes� de nature topologique� Par exemple� si l	on regarde l	intervalle correspondant
aux points dont le developpement commence par ����n� on trouve la famille d	intervalles ��� �

��n
� ���

dont l	intersection est vide�
Plus pr�ecis�ement� le probl�eme essentiel est que l	intervalle ��� �� est connexe� alors que l	ensemble

des d�eveloppements possibles ne peut pas l	�etre
 ainsi� quand on  digitalise!� on introduit forc�ement
des sauts� De la m�eme fa�con� dans le syst�eme d�ecimal� les nombres � et ������ sont proches� mais
leurs d�eveloppements sont tr�es di��erents� A cause de ces di��erences de connexit�e� il ne peut y
avoir une correspondance parfaite �c	est��a�dire continue� entre ��� �� et l	ensemble des chemins des
d�eveloppements possibles� il est n�ecessaire de rajouter les d�eveloppements impropres�

�� Exemple de chaos�

Cette description de la ��expansion au moyen du d�eveloppement d	un point en base � nous
permet de prouver simplement quelques propri�et�es de cette application que l	on peut r�esumer d	un
mot
 nous allons voir que la ��expansion est un exemple d	application chaotique�

Grand nombre de points p�eriodiques� Un premier r�esultat caract�eristique d	une application
chaotique est le nombre de points p�eriodiques qu	elle poss�ede 
 une application r�eguli�ere et pr�evisible
contient peu de points p�eriodiques� Or� la ��expansion poss�ede partout des points p�eriodiques�

Proposition ���� L�ensemble des points p�eriodiques de l�application T� est dense dans ��� ���

Preuve
 Selon la Proposition ��
� il est facile de voir qu	un point est p�eriodique pour la ��
expansion
 il faut et il su�t que son d�eveloppement en base � soit p�eriodique�

D	autre part� on v�eri�e que deux points qui ont m�eme d�eveloppement en base � jusqu	au rang
N di��erent d	au plus �

�N��
�

Soit x un point quelconque de ��� ��� soit ��n�n�N� son d�eveloppement en base �� et d � �� Pour
obtenir un point p�eriodique de T� qui est �a une distance de x inf�erieure �a d� il su�t de choisir N

assez grand pour que ���N soit inf�erieur �a d� et tel que �N � � �c	est toujours possible�� Le point
y � �� � � � �N r�epond �a la question� En particulier� il faut demander que �N soit �egal �a �� car si ��
et �N valaient tous deux �� le d�eveloppement obtenu par r�ep�etition ne serait pas admissible�

Impr�evisibilit�e �a long terme� Une autre propri�et�e typique d	une situation chaotique est l	im�
pr�evisibilit�e �a long terme de l	application� C	est une situation fr�equente en physique� o�u bien des
probl�emes ont cette propri�et�e� �a commencer par un syst�eme qui nous int�eresse tous� celui de la
m�et�eorologie
 ce n	est pas parce que les conditions m�et�erologiques d	un jour donn�e sont proches des
conditions m�et�erologiques d	un jour donn�e l	ann�ee pr�ec�edente� que le temps va �evoluer exactement
de la m�eme mani�ere 
 la petite di��erence entre les conditions m�et�eo des deux jours consid�er�ee� m�eme
si elle est in�me� va �nalement donner de tr�es grosses di��erences dans le futur�

De m�eme� la ��expansion d�epend de fa�con tr�es sensible des conditions initiales
 si l	on part de
deux points proches� leur distance est multipli�ee par � �a chaque �etape� et ils divergent rapidement�
si bien qu	au bout d	un certain temps� rien ne permet de voir que les points ont �et�e proches dans le
pass�e� Inversement� deux points proches dans le futur peuvent avoir �et�e sensiblement �eloign�es dans
le pass�e�

Proposition ���� Si x et y sont deux points de ��� �� qui sont tous les deux dans le m�eme intervalle
I� ou I�� alors jT��y�� T��x�j � �jy � xj�
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Assez rapidement� les images des deux points de d�epart se retrouvent donc dans deux intervalles
di��erents�

La cons�equence pratique est que� quand on a calcul�e n termes du d�eveloppement� on n	est pas
plus avanc�e pour calculer le suivant� mis �a part le fait que si le dernier terme est un �� le suivant
est un �� De la m�eme fa�con� quand on joue �a pile ou face� ce n	est pas parce que l	on vient de tirer
pile �� fois de suite que l	on a plus de chance de tirer face au coup suivant� Pour un tirage �a pile
ou face� n	importe quelle suite peut �etre suivie de n	importe quelle autre� Ici il y a une restriction

une suite qui �nit par � ne peut pas �etre suivie d	une suite qui commence par �� mais c	est la seule
restriction�

Entropie� Plus g�en�eralement� une quantit�e a �et�e d�e�nie par les physiciens et math�ematiciens pour
mesurer le comportement chaotique d	une application
 il s	agit de son entropie� Sch�ematiquement�
il s	agit de compter le nombre d	itin�eraires de longueur n possibles� c	est��a�dire le nombre de d�ebuts
de longueur n di��erents pour des d�eveloppements admissibles en ��

Proposition ���� Soit n un entier�

# Pour le d�eveloppement d�ecimal� il existe ��n d�ebuts de longueur n possibles�

# pour le d�eveloppement binaire� il existe 
n d�ebuts de longueur n possibles�

# pour le d�eveloppement en base de Fibonacci� il existe Fn�� d�ebuts de longueur n possibles�

Preuve
 En base ��� tous les d�eveloppements possibles sur les chi�res �� � � � � � sont admissibles
�sauf ce qui se terminent par ��� si bien qu	il y a ��n d�ebuts de longueur n possibles� depuis �� � � � �
jusqu	�a �� � � � �� De m�eme� en binaire� on a 
n d�ebuts possibles�

Le calcul est un peu plus complexe pour le nombre d	or� dans la mesure o�u les d�eveloppements
admssibles doivent v�eri�er la condition d	admissibilit�e deux 
 non cons�ecutifs� Soit Hn le nombre
de d�ebuts possibles pour les d�eveloppements en base de Fibonacci� Parmi ces d�eveloppements� ceux
qui commencent par � sont suivis de n� � termes v�eri�ant la conditions deux 
 non cons�ecutifs� et
sont donc au nombre de Hn��� Ceux qui commencent par � sont suivis d	un � et de n�
 termes qui
v�eri�ent la condition d	admissibilit�e� ils sont donc au nombre de Hn��� Ainsi� Hn v�eri�e la relation
de Fibonacci Hn�� � Hn�� �Hn�

En�n� il y a deux d�ebuts possibles de longueur � �� et ��� et � d�ebuts possibles de longueur 

���� �� et ���� ce qui permet de conclure que Hn � Fn���

Comment estimer l	information suppl�ementaire apport�ee en moyenne par la connaissance d	un
nouveau chi�re du d�eveloppement" On peut montrer qu	elle est donn�ee par un nombre appel�e
entropie du syst�eme


D�e
nition ���� Soit Hn le nombre d�itin�eraires de longueur n� on appelle entropie du syst	eme le

nombre limn�� logHn

n
�

On peut montrer que ce nombre ne d�epend que de l	application consid�er�ee
 si� pour une applica�
tion donn�ee� on consid�ere les itin�eraires par rapport �a une autre partition� on trouvera toujours la
m�eme entropie� �a condition que la partition s�epare les points �c	est��a�dire que deux points di��erents
�nissent par atterrir dans deux ensembles di��erents��

Pour la multiplication par 
 modulo �� associ�ee au d�eveloppement binaire� cette entropie est
log 
� pour la multiplication par ��� associ�ee au d�eveloppement d�ecimal� elle est de log ��� donc plus
grande� ce qui est normal
 on voit bien qu	un chi�re suppl�ementaire donne plus d	information en
base �� qu	en base 
� Et en base �" les calculs que nous avons fait pr�ec�edemment nous donnent la
r�eponse


Th�eor�eme ���� L�entropie de la ��expansion est log��
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Preuve
 On a vu que le nombre Hn d	itin�eraires de longueur n est Fn��� On cherche donc

limn��
logFn��

n
�

Mais le cours pr�ec�edent nous a donn�e une formule explicite pour Fn� on est donc ramen�e �a
calculer


lim
n��

log

�
�n��p

�
� �

n��

p
�

�
n

� lim
n��

log
�
�n��p

�

�
n

� lim
n��

�n� 
� log �� log
p
�

n
� log�

On voit que cette entropie est plus faible que pour le d�eveloppement en base 
� ce qui est normal

il y a en e�et des cas o�u le chi�re n	apporte aucune information� Si un chi�re du d�eveloppement
est �egal �a �� le chi�re suivant doit �etre �egal �a �
 il n	apporte aucun renseignement�

De mani�ere g�en�erale� l	entropie d	un syst�eme sur son caract�ere chaotique
 plus l	entropie est im�
portante� plus son comportement est di�cile �a d�eterminer� Grossi�erement� un syst�eme est consid�er�e
comme r�egulier �ou d�eterministe� �a partir du moment o�u son entropie est nulle� Ce n	est �evidemment
pas le cas de la ��expansion�

�� Suite de pavages associ�e 	a la num�eration

Les d�eveloppements �nis en base � permettent de d�e�nir une suite de pavages de l	intervalle ��� ��
comme suit �voir Figure 

��

# Le premier terme du d�eveloppement s�epare l	intervalle en deux parties� un grand intervalle
��� �

�
�� o�u le d�eveloppement commence par �� un petit intervalle � �

�
� ��� o�u il commence par ��

# Si on consid�ere les deux premiers termes du d�eveloppement� on voir que le premier intervalle
��� �

�
� se d�ecoupe en deux sous�intervalles� correspondant �a �� et ��� tandis que le premier

reste entier� puisque � est forc�ement suivi par �� donc il ne peut �etre prolong�e qu	en ��� On a
donc trois intervalles� deux sont longs �ceux qui correspondent aux d�ebuts de taille 
 �nissant
par �� et le troisi�eme est court �il correspond aux d�ebuts de taille 
 �nissant par ���

# A l	�etape �� nous trouvons � d�eveloppements possibles
 les deux intervalles pr�ec�edents qui
�nissaient en � se sont divis�es en 
 �a leur tour� � intervalles sont longs �ils correspondant
encore aux d�ebuts de taille � �nissant par �� et � intervalles sont courts �d�ebuts de taille �
�nissant par ���

La �gure ci�dessous montre les �etapes � �a � du processus� on voit qu	�a l	�etape � il y a � intervalles�
� grands �de type �� et � petits �de type ���

0000 0001 0010 0100 0101 1000 1001 1010

000 001 010 100 101

00 01 10

0 1

Fig� ��� Quatre �etapes du pavage de Fibonacci

Le lecteur qui est maintenant habitu�e n	a pas manqu�e d	observer les nombre des intervalles


� �� �� � � � � � Ce ne peut �etre que la suite de Fibonacci� qu	il n	est pas tr�es �etonnant de voir surgir
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l�a� vu qu	on est en fait en train de compter le nombre d	itin�eraires de longueur n possible� comme on
l	a fait �a la section pr�ec�edente� Une fois qu	on a vu cette r�egularit�e� on la d�emontre imm�ediatement�

Proposition ���� Les d�eveloppements 
nis de longueur n d�ecoupent l�intervalle ��� �� en Fn��
pav�es de taille �

�n
et Fn pav�es de taille �

�n��
�

Preuve
 Si Un est le nombre de pav�es dont le nom est de taille n et �ni par �� et Vn le nombre
de pav�es dont est de taille n et �ni par � �pav�es de type � et ��� on v�eri�e imm�ediatement que l	on
a Un�� � Un � Vn� et Vn�� � Un� L	unique solution de cette suite est explicitement donn�ee par
Un � Fn�� et Vn � Fn�

Il reste �a calculer la longueur des pav�es� Soit un d�eveloppement �ni ��� � � � �n� Si �n � �� le pav�e
associ�e �a ce d�eveloppement est l	ensemble des points xn���n

P
k�� �n�k�

�k� o�u xn �
P

k�n �k�
�k

et ��n�k�k�� est une suite quelconque admissible� Ainsi� le pav�e est �xn� xn � ��n�� Si par contre
�n � �� la suite ��n�k�k�� doit �etre admissible mais aussi commencer par �� Ainsi� le pav�e est �egal
�a �xn�� xn���n���� Finalement� un pav�e de type � est toujours de longueur �

�n
et un pav�e de type

� est toujours de longueur �
�n��

�

Remarque� Chemin faisant� le lecteur peut s	amuser �a prouver l	�egalit�e que nous venons d	obtenir


� � Fn���
�n � Fn�

�
n����

puisque les intervalles de type � et � forment une partition de l	intervalle ��� ���

R�egularit�e au sein des pavages� Remarquons qu	en s	arr�etant �a l	ordre n� on d�e�nit un pavage
de l	intervalle ��� �� par deux type d	intervalles 
 des longs et des courts� On peut recoder ces pavages
de ��� �� en retenant seulement les tailles� Cela donne

# Etape �
 Long� Court

# Etape 

 Long� Court� Long

# Etape �
 Long� Court� Long� Long� Court

# Etape �
 Long� Court� Long� Long� Court� Long� Court� Long

On remarquera que chaque �etape commence par la pr�ec�edente� En fait� si on entre dans les
d�etails� la combinatoire du pavage ��ni� d	ordre n est le d�ebut de la combinatoire d	ordre n � ��
Par exemple� sur le dessin ci�dessus� on a une correspondance compl�ete entre les � intervalles de
gauche pour le dernier pavage �ordre �� et le pavage pr�ec�edente� les noms des pav�es �a l	ordre � se
d�eduisent des noms de pav�es �a l	ordre � en retirant le � du d�ebut�

Le lecteur� avant d	entamer le prochain cours� pourra rechercher la r�egle qui permet de passer
du pavage d	ordre n au pavage d	ordre n� ����

��� Application � une r�egularit�e statistique

Les pavages donn�es dans la section pr�ec�edente permettent de faire �emerger du chaos que constitue
la ��expansion une r�egularit�e� qui est de nature probabiliste�

En e�et� avant cel�a� rappelons les faits suivants sur les d�eveloppements binaires et d�ecimaux�
Avec le terme proportion� on d�esigne la longueur totale de l	ensemble des points consid�er�es�

# La proportion dans ��� �� de l	ensemble des points x � ��� �� qui admettent un � au rang n de
leur d�eveloppement binaire est toujours �egale �a �

� �

# La proportion dans ��� �� de l	ensemble des points x � ��� �� qui admettent un � au rang n de
leur d�eveloppement d�ecimal est toujours �egale �a �

�� �
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Pour le d�eveloppement en base �� le comportement est sensiblement di��erent
 les chi�res � et �
ne sont plus �equitablement r�epartis sur l	ensemble ��� ��� et les proportions relatives de � et de �
changent avec n�

Lemme �
��� La proportion de l�ensemble des points x � ��� �� qui admettent un � au rang n de

leur d�eveloppement en base � est �egale 	a
Fn��
�n

� Les points qui admettent un 
 au rang n de leur

d�eveloppement forment un ensemble de longueur Fn
�n��

�

Preuve
 On utilise la proposition ��� en additionnant les longueurs des intervalles�

En particulier� le rapport entre ces deux quantit�es tend rapidement vers ��� Ainsi� grossi�erement�
on peut dire que en tirant un nombre au hasard dans ��� �� on a environ �� fois plus de chance que
ce nombre ait un � plut�ot qu�un 
 au rang n de son d�eveloppement�

Un raisonnement consid�erablement plus dur �loi forte des grands nombres nous permet d	en
d�eduire que le d�eveloppement d�un point x tir�e au hasard dans ��� �� contient �� fois plus
de 
 que de ��

On peut dire cela autrement 
 pour tout point x � ��� ��� le d�ebut de longueur n de son d�eveloppement
contient statistiquement �� fois plus de � que de �� Ainsi�

la proportion de � dans le d�eveloppement en base � d�un point x est preque

s�urement �
���� �

On parlera de fr�equence du chi�re � dans le d�eveloppement�

Ce r�esultat est la g�en�eralisation de la propri�et�e qui dit que le d�eveloppement binaire de x � ��� ��
contient presque s�urement autant de � que de �
 il revient au m�eme de tirer une in�nit�e de fois �a
pile ou face avec une pi�ece �equilibr�ee� et dans ce cadre� la loi forte des grands nombres nous dit
que� presque s�urement� la proportion de face existe et vaut �

� �

Le r�esultat exact s	�enonce comme suit� Une preuve rigoureuse n�ecessite l	introduction de la notion
de mesure� de fr�equence et de chaine de Markov� elle est abord�ee en annexe�

Th�eor�eme �
��� Presque surement� la fr�equence de 
 dans le d�eveloppement en base � d�un point
x tir�e au hasard dans ��� �� est �egale 	a �

���� �

On a bien extrait� de ce chaos apparent� des r�egularit�es �a long terme� Attention toutefois� ces
r�egularit�es ne sont que statistiques � Il n	est pas di�cile de donner des nombres pour lesquels ces
r�egularit�es sont fausses �par exemple pour �� ����� mais ces nombres ne sont pas statistiquement
repr�esentatifs��

��� Compl�ements

Une d�emonstration avec des cha��nes de Markov� Ceux qui connaissent les graphes probabi�
listes� ou cha��ne de Markov �voir programme de sp�ecialit�e de Terminale ES��� donneront un preuve
formelle du th�eor�eme pr�ec�edent� en regardant l	�evolution d	une histoire dans le temps �passage de
l	�etape n �a n� ��


# Si on est dans l	intervalle �� on passe au cran d	apr�es dans l	�etat � avec probabilit�e ��

# Si l	on est dans l	�etat �� on passe au cran d	apr�es dans l	�etat � avec probabilit�e �
��
� propor�

tionnelle �a la longueur de l	intervalle I��

On part dans l	�etat �� Ce que nous cherchons� c	est la probabilit�e limite pour cette cha��ne de

Markov� c	est��a�dire la vecteur propre �a gauche de la matrice

� �
�

�
��

� �

�
�
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Ce vecteur propre se calcule facilement� car la plus grande valeur propre d	une telle matrice est
toujours �� il su�t donc de chercher un vecteur invariant� Ce vecteur� normalis�e pour que la somme

des coe�cients soit �� est � ��

���� �
�

���� �
 c	est bien le r�esultat que nous avons trouv�e�

Remarque� Ce r�esultat n	est qu	asymptotique
 on se rapproche de la fr�equence limite�
D	un autre c�ot�e� on sait que si l	on d�emarre une cha��ne de Markov avec la probabilit�e invariante�

elle ne bouge plus� peut�on obtenir ce r�esultat ici" C	est possible� et m�eme assez simple
 on prend

la probabilit�e �a densit�e constante f sur l	intervalle I�� de valeur ��

����
� et constante sur l	intervalle

I�� de valeur ��

���� �v�eri�ez que c	est bien une densit�e de probabilit�e� qui donne les probabilit�es

demand�ees aux intervalles I� et I� �� On peut montrer le r�esultat suivant


Th�eor�eme ����� Si on tire x au hasard sur ��� ��� avec la probabilit�e 	a densit�e f � alors T��x�� et
plus g�en�eralement T n

� �x�� est r�eparti sur l�intervalle ��� �� avec la m�eme probabilit�e�
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Fig� ��� La densit�e invariante pour la ��expansion� et son image

La preuve du th�eor�eme est essentiellement contenue dans la �gure 
�
 si x est dans l	intervalle I��
alors son image est n	importe o�u dans l	intervalle unit�e� avec une probabilit�e uniforme de densit�e

constante ��

����
� mais si x est dans I�� son image ne peut �etre que dans I�� avec une probabilit�e de

densit�e constante sur I�� de valeur
�

����
� la propri�et�e arithm�etique de � fait que la loi de r�epartition

de T��x� est alors la m�eme que celle de x�

Pavage de ����� donn�e par les parties enti�eres en base �� On peut aussi paver ����� en
fonction du nombre d	or� En e�et� comme on l	a dit au d�ebut de ce cours� on peut d�evelopper
un nombre r�eel quelconque en base � en introduisant des puissances positives� Par exemple� on a
� � �� � �

��
� ���� ���� on peut alors d�e�nir ue partie enti�ere en base �� qui serait dans ce cas

�����
Si l	on consid�ere les nombre r�eels qui ont une partie enti�ere donn�ee en base �� on obtient un

intervalle� qui est de longueur � ou �
�
suivant que la partie enti�ere se termine par � ou ��

Proposition ����� Les intervalles form�es de r�eels ayant m�eme partie enti	ere en base � forme une
partition de la demi�droite ������ par des intervalles de deux longueurs di��erentes�

Une telle partition en un nombre �ni d	intervalles est appel�ee un pavage de la droite�
Ce pavage poss�ede de nombreuses propri�et�es� les partitions successives de l	intervalles ��� �� que

nous avons construites ci dessus sont toutes homoth�etiques de ce pavage�
Il n	est pas facile de voir comment engendrer syst�ematiquement la suite des intervalles� Si nous ne

gardons que la !combinatoire! du pavage� c	est��a�dire la suite des types des intervalles cons�ecutifs�
nous obtenons une suite in�nie qui commence par ����������� � � � � comment continuer de fa�con
!automatique!"
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Nous laissons au lecteur le soin de constater que le n�i�eme intervalle est de type � si et seulement
si le d�eveloppement de Zeckendor� de n se termine par un �� et d	essayer de le prouver�

Dans le prochain cours� nous donnerons une �et m�eme plusieurs�� m�ethode e�ective pour engen�
drer cette suite et ce pavage�
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�� Additionner le nombre d�or

�
� L�addition du nombre d�or

Durant les deux premi�eres journ�ees� tout ce qu	on a vu �etait reli�e �a la multiplication par �� la
deuxi�eme journ�ee �a �et�e essentiellement consacr�ee �a l	�etude de l	application T� sur l	intervalle unit�e�

Il est naturel de se demander s	il n	y aurait pas quelque chose �a faire avec l	addition de ��
Si l	on se contente de regarder l	addition de � sur R� en partant de n	importe quel point� on part

�a l	in�ni� et le r�esultat n	est pas tr�es int�eressant� on obtient un objet plus int�eressant si l	on ne
garde que la partie fractionnaire� et que l	on reste dans l	intervalle unit�e �c	est d	ailleurs ainsi que
l	on a d�e�ni l	application T���

Il est agr�eable pour la suite de d�e�nir quelques notations


D�e
nition ����� Soit x un nombre r�eel� on appelle partie enti	ere de x� et on note �x�� le plus
grand entier inf�erieur ou �egal 	a x� On appelle partie fractionnaire de x� et on note fxg ou xmod ��
le nombre r�eel x� �x��

Il est clair que fxg est toujours contenu dans l	intervalle ��� ��� L	application qui nous int�eresse
s	�ecrit tr�es simplement avec cette notation


D�e
nition ����� On appelle rotation par le nombre d�or� et on note R�� l�application�

R� 

��� �� � ��� ��

x �� fx� �g
De la propri�et�e fondamentale de �� on d�eduit � � � � �

�
et donc

f�g � �� � �
�

�
�

En particulier� on a

�x � ��� ��� R��x� � fx� �g � fx�
�

�
g�

L	application R� est lin�eaire par morceaux et admet deux intervalles de continuit�e� avec une

discontinuit�e en �
��
� et bijective� une premi�ere repr�esentation peut en �etre donn�ee par son graphe

donn�e �gure 
�� On note J� le grand intervalle de continuit�e et J�le petit� Une formule explicite
pour R� est alors donn�ee comme suit�

Proposition ����� 	
R��x� � x� �

��
si � J� � � �

��
� ���

R��x� � x� �
�

si � J� � ��� �
��
��

Preuve
 Si x � J�� on voit que x � �
�
� �� donc R��x� � x � �

�
� Par contre� si x � J�� on a

x� �
�
� �� donc R��x� � x� �

�
� �� mais �

�
� � � � �

��
� d	o�u le r�esultat�

��� Echange d�intervalles

Une autre repr�esentation possible consiste �a remarquer que cette application est une translation
par morceau sur deux intervalles� Comme indiqu�e �a la proposition �
��� on translate par la quantit�e
positive ���� sur un petit intervalle appel�e J�� Sur le grand intervalle J�� on translate par la quantit�e
n�egative ���� � � � �

��
� ce que l	on peut repr�esenter comme dans la �gure 
�� On y constate bien

que cette application revient juste �a �echanger les deux intervalles de continuit�e J� et J��
Remarque� La seule chose qui compte vraiment pour �etudier cette application� c	est le rapport

des longueurs des deux intervalles� le reste est une pure convention� Il est agr�eable� quand on fait
de l	arithm�etique� de param�etrer cet intervalle par ��� ��� mais on pourrait normaliser la longueur
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Fig� ��� Le graphe de R�

J1 J0

Fig� ��� La rotation R� comme translation de deux intervalles

de fa�con di��erente �par exemple par 
��� ou prendre un autre point de d�epart �par exemple �����
�� ������

��� rotation sur le cercle

Dans le fond� la discontinuit�e en �
��

est arti�cielle
 nous ne nous int�eressons en e�et qu	�a la partie

fractionnaire d	un nombre� c	est �a dire que nous consid�erons comme �equivalents deux nombres qui
di��erent par un entier� Un moyen concret d	identi�er les entiers est de se placer sur le cercle� via par
exemple l	exponentielle complexe� qui permet d	identi�er presque parfaitement ��� �� avec le cercle
unit�e U de C� L	application R� devient alors une v�eritable rotation sur U� d	o�u son nom 


exp�
i�R��x�� � exp�
i��� exp�
i�x��

Si l	on consid�ere que l	application R� est d�e�nie sur le cercle� on trouve une autre fa�con de la
repr�esenter� donn�ee �gure 
�� On travaille donc sur un cercle� dont on a par convention normalis�e
la longueur �a � �au lieu de ��� ou 
� comme on le fait d	habitude�� et sur lequel on tourne de ���
tour� Il n	y a plus de discontinuit�e dans cette repr�esentation� c	est plus simple pour comprendre
ce qui se passe� mais c	est moins pratique pour faire les calculs
 on ne peut pas avoir le beurre et
l	argent du beurre�

Remarque� On retrouve le probl�eme classique de la mesure des angles� si l	on veut bien comprendre
ce qui se passe� on est oblig�e de se plonger dans quelques �nesses de topologie
 l	application e�i�x�
de ��� �� dans le cercle unit�e� ou� ce qui revient au m�eme� la projection canonique de ��� �� dans R�Z�
est une bijection continue� mais sa r�eciproque n	est pas continue
 ce n	est pas un hom�eomorphisme�
autrement dit� comme chacun le sait bien intuitivement� un cercle et un intervalle� ce n	est pas la
m�eme chose� Pour passer d	un cercle �a un intervalle� il faut casser le cercle� et c	est ce qui produit
la discontinuit�e que nous avons vue dans le premier graphe�
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x

x�
1
����
Φ

Fig� ��� La rotation R� sur le cercle

��� Les rotations sont extr	emement rigides

On pourrait plus g�en�eralement consid�erer un nombre �� et la rotation R� d	angle ��

�x � ��� ��� R��x� � fx� �g�
On obtient ainsi des syst�eme dynamiques tr�es di��erents de celui que nous avons consid�er�e dans

les cours pr�ec�edents�

Bijectivit�e� L	application R� est naturellement bijective� on peut donc aussi bien d�e�nir l	image
r�eciproque que l	image directe d	un point�

D�ependance aux conditions initiales� Ensuite� les rotations ne sont pas sensibles aux conditions
initiales� Pour exprimer cela formellement� nous allons montrer que les rotations pr�eservent une
distance naturelle d�eriv�ee de la repr�esentation de l	intervalle comme un cercle�

Plus pr�ecis�ement� deux points x� y du cercle divisent ce cercle en deux intervalles� de longueur
respectives jx�yj et ��jx�yj� il
 est naturel de prendre pour distance entre deux points du cercle
la longueur du plus petit de ces intervalles�

D�e
nition ����� La m�etrique circulaire sur l�intervalle ��� �� est d�e
nie par d�x� y� � inf�jx �
yj� �� jx� yj�� c�est une distance sur l�intervalle�

Proposition ����� Toute rotation R� pr�eserve la m�etrique circulaire� En particulier� si l�on part
de deux point proches� ils restent donc toujours proches sous l�action de l�application�

Preuve
 On pourrait le montrer par le calcul� il est plus simple de le v�eri�er g�eom�etriquement�
en remarquant que la rotation tourne les deux intervalles d�etermin�es par deux points sur le cercle�
sans modi�er leur longueur�

R�epartition des trajectoires� Rappelons que l	orbite ou la trajectoire d	un point x est l	en�
semble des points obtenus par it�eration successive de l	application sur le point x

fRn
��x�jn � Zg�

Dans le cas les rotations� la r�epartition de ces trajectoires est parfaitement connue� gr�ace �a un
th�eor�eme classique d�u �a Kronecker�

Th�eor�eme ����� Si � est rationnel� la trajectoire de tous les points de l�intervalle est p�eriodique
de m�eme p�eriode� Si � est irrationnel� tous les points ont une orbite dense�

C	est une cons�equence simple d	un lemme classique� qui dit que tout sous�groupe de R est discret
ou dense� et dont la preuve est laiss�ee en annexe�



DYNAMIQUE DU NOMBRE D�OR ��

En particulier� on voit que la rotation R� n	a aucune orbite p�eriodique� puisque � est irrationnel�
On a m�eme une propri�et�e plus forte�

D�e
nition ����� On dit qu�un syst	eme dynamique est minimal si l�orbite de tout point est dense�

Le th�eor�eme que nous avons vu peut donc se r�e�ecrire


Proposition ����� Une rotation R� est minimale si et seulement si � est irrationnel�

L	orbite de tout point passe donc aussi pr�es que l	on veut de n	importe quel point donn�e� on
pourrait penser que c	est un signe de grand d�esordre pour le syst�eme� mais c	est exactement le
contraire� cela veut dire que toute les orbites sont semblables� et c	est au contraire un signe de

grande rigidit�e
 un syst�eme vraiment d�esordonn�e poss�ede des orbites de type tr�es divers� et en
particulier beaucoup d	orbites p�eriodiques�

Un ph�enom�ene naturel� Ce genre de consid�erations intervient d�es que l	on a un ph�enom�ene qui
fait intervenir deux p�eriodes distinctes� par exemple� on peut consid�erer les courbes ��epicyclo$�des�
obtenues en faisant rouler un cercle sur un autre cercle �voir les �equations explicites en annexe��

Si le rapport des rayons est rationnel� on obtient une courbe �nie� c	est ce qui se passe si l	on a
un engrenage� comme dans le cas bien connu du spirographe� Sinon� on obtient une courbe qui est
dense dans une couronne �voir �gure 
���

-1.5-1-0.5 0.5 1 1.5

-1.5

-1

-0.5

0.5

1

1.5

-1.5-1 -0.5 0.5 1 1.5

-1.5

-1

-0.5

0.5

1

1.5

Fig� �
� Une �epicyclo��de irrationnelle et une �epicyclo��de rationnelle

On obtient aussi le m�eme genre de dessin en programmant une tortue pour tracer un segment�
tourner d	un angle � et recommencer
 le r�esultat est un polygone r�egulier �qui peut �etre �etoil�e�
comme dans le dessin� ou une courbe dense dans une couronne �voir les formules en annexe��

Fig� ��� deux dessins 	a la tortue

��� Codage de la rotation et entropie

Une mani�ere de mieux comprendre une application sur un ensemble est de la coder dans une parti�
tion� Ainsi� dans le cours pr�ec�edent sur la multiplication par �� nous avons vu que le d�eveloppement
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en base � d	un point x n	est rien d	autre que le souvenir de l	emplacement des images successives de
x sous l	action de la ��expansion R�� Nous allons faire le m�eme travail pour l	addition du nombre
d	or�

De m�eme que nous avons essay�e de rep�erer les orbites de la ��expansion par rapport �a deux inter�
valles� I� et I�� on peut essayer de rep�erer les orbites de la rotation par rapport �a deux intervalles�
il est naturel de prendre les deux intervalles de continuit�e de la rotation� que nous avons appel�e
J� � ��� ����� et J� � ������ ���

Remarque� Il para��trait plus naturel de placer au d�ebut l	intervalle J�� mais il est pr�ef�erable
de donner le num�ero � �a l	intervalle le plus grand� pour rester coh�erent avec le cours pr�ec�edent�
On aurait pu� comme on le verra ci�dessous� obtenir les deux �a la fois en �etudiant l	application
r�eciproque de R�� R

��
� � R �

��
�

On peut ainsi� comme on l	a fait dans le dernier cours� d�e�nir les itin�eraires de points du syst�eme
pour une rotation� Partant d	un point x de ��� ��� on retient la lettre J� ou J� suivant l	intervalle
auquel appartient x� On code ensuite l	emplacement des it�er�es R��x�� R

�
��x�� etc���

Donnons une d�e�nition formelle�

D�e
nition �	��� On note � l�application� ��� ��� f�� �g qui 	a x associe le nombre i � ��x� tel
que x � Ji� On appelle itin�eraire de x par rapport 	a la rotation R� la suite de terme g�en�eral
un � ��Rn

��x��� c�est�	a�dire

�x � ��� ��� un�x� �

	
� si Rn

��x� � J� � � �
��
� ���

� si Rn
��x� � J� � ��� �

��
��

Une illustration est donn�ee �gure 
�� Le point x se situe dans l	intervalle J�� Son image R��x�
�lue en ordonn�ee sur le graphe puis transpos�ee en abscisse via la diagonale� appartient par contre
�a J�� Les images successives donnent des points qui appartiennent �a J�� �a nouveau J�� puis J�� J��
J�� J� etc��� Le codage du point x commence donc par les lettres ���������

J�J�

R��x� x R
�

��x�
R
�

��x�R
�

��x�
R
�

��x�R
�

��x�R
�

��x�

Fig� �
� Exemple de codage � u��x� � � � u
�x� � ���������

On peut donner une formule arithm�etique explicite pour l	itin�eraire d	un point�

Proposition �	��� L�itin�eraire du point x est la suite u d�efnie par�

un � � � �x�
n

�
�� �x�

n� �

�
��

Preuve
 Remarquons d	abord que� pour un �el�ement y de ��� ��� y � J� si et seulement si y� �
�
� ��

c	est��a�dire si �y � �
�
� � �y� � �� on peut donc �ecrire ��y� � � � �y�� �y � �

�
��
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De plus� cette formule est encore valable si l	on d�ecale y d	un entier� car cela ne change pas la
di��erence des parties enti�eres�

Mais on sait que Rn
��x� � fx� n

�
g� donc la formule s	en d�eduit en posant y � fx� n

�
g�

Si l	on veut mesurer le degr�e de d�esordre de l	application R�� il est int�eressant de calculer le
nombre d	itin�eraires possibles� Le th�eor�eme suivant dit qu	il est tr�es petit�

Th�eor�eme �	��� Le nombre d�itin�eraires de longueur n possibles pour la rotation R� par rapport
	a la partition fJ�� J�g est �egal 	a n� ��

Preuve
 On pourrait donner de ce r�esultat une preuve calculatoire� en utilisant la formule que
nous venons de donner� Il est plus agr�eable de donner une preuve g�eom�etrique� qui est r�esum�ee
dans la �gure ���

0

1
����
�

�R�1�0�
J1

J0

R�2�0�

1
����
�

�R�1�0�

R�1�J1�

R�1�J0�

R�2�0�

0

1
����
�

�R�1�0�
J1� R�1�J0�

J0�R�1�J1� J0�R�1�J0�

Fig� ��� les trois itin�eraires de longueur �

la valeur ��x� nous dit dans lequel des deux intervalles J�� J� d�ecoup�es sur le cercle par les points
� et R��� ��� se trouve x�

Et la valeur ��R��x��" elle nous dit dans lequel des deux intervalles J�� J� se trouve R��x�� Ceci

revient exactement �a nous dire dans lequel des deux intervalles R��� �J��� R
��
� �J�� se trouve x� Or�

ces deux intervalles sont s�epar�es sur le cercle par les points R��� ��� et R��� ��� �Attention �a bien

travailler sur le cercle
 si on travaille sur l	intervalle ��� �� au lieu du cercle� les choses sont moins
sym�etriques
 l	un de ces intervalles est d�ecoup�e en deux morceaux��

L	itin�eraire de longueur 
 nous dit ainsi o�u se trouve le point x par rapport �a tous ces intervalles
�a la fois� c	est��a�dire par rapport �a la partition d�ecoup�ee sur le cercle par les � points �� R��� ���� et

R��� ���� mais cela fait � intervalles� donc il y a � itin�eraires possibles� ��� �� et ���

On �etend ce raisonnement �a l	ordre n
 la valeur ��Rn
��x�� nous dit dans lequel des deux intervalles

R�n� �J��� R
�n
� �J�� se trouve x� et ces deux intervalles sont s�epar�es sur le cercle par les points R�n� ���

et R�n��� ����

Si l	on veut donc compter les itin�eraires de longueur n� on consid�ere l	orbite x�R��x�� � � � � R
n��
� �x��

ce qui revient �a placer x par rapport aux n� � points �� R��� ���� � � � � R�n� ���� Mais ces n� � point

d�ecoupent le cercle en n � � intervalles� donc il y a exactement n � � itin�eraires de longueur n
possibles�

On en d�eduit que cette rotation n	est pas un syst�eme chaotique


Th�eor�eme �	��� L�entropie de la rotation R� est nulle�

Preuve
 Il su�t d	appliquer la d�e�nition
 l	entropie est �egale �a limn��
log
n���

n
� ��

En toute rigueur� il faudrait pour conclure montrer que deux points distincts ne peuvent pas avoir
le m�eme itin�eraire� ce que nous laissons au lecteur �il su�t d	utiliser la minimalit�e du syst�eme� qui
prouve que l	orbite d	un point passe aussi pr�es que l	on veut des bornes des deux intervalles��
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��� Ph�enom	ene de rep�etition au sein de l�application

Tout ce que l	on a fait jusqu	ici n	utilise que l	irrationalit�e de �� et serait vrai pour n	importe
quel nombre irrationnel �� On peut s	attendre �a ce que la rotation R� poss�ede des propri�et�es
particuli�eres� �a cause de la nature sp�eciale de �� et c	est bien le cas
 elle est auto�induite sur son
grand intervalle de continuit�e�

On s	int�eresse �a la restriction de la rotation par le nombre d	or R� au grand intervalle de conti�

nuit�e J� � � �
��
� ��� Cet intervalle n	est pas stable par f � dans la mesure o�u

R���
�

��
� ��� � ���

�

�
�
� �

�

��
� ���

Induit de la rotation sur le grand intervalle de continuit�e� On appelle induit de la rotation
sur � �

��
� ��� not�e S�� l	application de premier retour de R� sur l	intervalle J�


�x � J� � �
�

��
� ��� S��x� � Rn

��x� o�u n � minfk � ��Rk
��x� � J�g�

On calcule explicitement S� comme suit�

Proposition ����� 	
S��x� � x� �

��
si x � � �

��
� �
��
��

S��x� � x� �
��

si x � � �
��
� ���

Preuve
 La repr�esentation de R� et S� donn�ee �gure �� fait ressortir naturellement une partition
de J� en deux intervalles


J� � Ka �Kb� avec Ka � �
�

��
�



��
�� Kb � �




��
� ���

Il su�t alors de calculer les images successives de Ka par la rotation par le nombre d	or pour
montrer que S� est �egal �a R�

� sur cet intervalle


# Ka � � �
��
� �
��
�� J��

# Puisque R��x� � x� �
��

pour �
��
� x � �

��
� l	image de Ka n	est pas incluse dans J�


R��Ka� � ���
�

��
�
� J��

# Par contre� R��x� � x� �
�
pour � � x � �

��
� et donc

R�
��Ka� � �

�

�
� ��� J��

On a ainsi montr�e que n�x� � 
 pour tout x � Ka� et en particulier S��x� � R�
��x� � x� �

�
� �

��
�

x� �
��

sur Ka�

De m�eme� on sait que Kb � � �
��
� ��� J�� On calcule R��x� � x� �

��
sur Kb� ce qui implique

R��Kb� � �
�

��
�
�

�
�� J��

En particulier� S� est �egal �a R� sur Kb� c	est��a�dire �a la rotation par � �
��
�
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O�u on retrouve la rotation par le nombre d�or dans son induit� Une repr�esentation de
l	application induite est donn�ee au c�ot�e d	une repr�esentation de l	addition Figure ��� On notera en
particulier que les deux fonctions se ressemblent� Visuellement� si on e�ectue sur la repr�esentation
de R� une rotation d	angle � suivie d	une homoth�etie de rapport �� on obtient exactement la
repr�esentation de S��

La relation exacte entre ces deux propri�et�es est la suivante�

Th�eor�eme ����� L�addition par le nombre d�or est topologiquement conjugu�ee 	a son induit sur
son plus grand intervalle de continuit�e� en e�et� l�application d�e
nie de ��� �� dans J� par h�x� �
�� x

�
est continue� inversible� d�inverse continue� et v�eri
e la relation de commutation�

S� � h��R�h�

Autrement dit�

�x � ��� ��� S���� x

�
� � �� R��x�

�
�

Remarque� La relation de commutationa un sens tr�es fort
 elle dit que l	application S� est le m�eme
que l	applicationR�� �a un changement de coordonn�ees pr�es� en particulier� ces deux applications ont
les m�emes propri�et�es dynamiques� Le changement de coordonn�ees est h� il combine un changement
d	origine �translation�� un changement d	�echelle �homoth�etie de rapport �

�

 Sphi est une version

 miniaturis�ee! de R�� et un changement d	orientation ��a cause du signe �� qui complique bien
les choses�� On verra plus tard que ce changement d	orientation est li�e au d�eterminant �� de
l	application lin�eaire de Fibonacci� Preuve
 L	application h est lin�eaire donc continue� On v�eri�e

que la fonction � d�e�nie sur � �
��
� �� par ��x� � ��� � x� est �a valeur sur ��� �� et est l	inverse de h�

continu�

Pour prouver le th�eor�eme� il su�t donc de v�eri�er que la relation S� h � hS� est vraie sur les

deux intervalles J� et J�� Ainsi� puisque h� �
��
� � �� �

��
� ��� �

�
� �

��
� � �

��
� on a h�J�� � h�� �

��
� ��� �

� �
��
� �
��
�� Ka� Selon la Proposition ����� on en d�eduit que pour tout x � J�� S��h�x�� � h�x� � �

��
�

Puisque R��x� � x� �
��

sur J�� on a bien �� R�
x�
�

� �� x
�
� �

��
� S��h�x���

De m�eme� h�J�� � � �
��
� ��� Kb et pour tout x � J�� S��h�x�� � h�x�� �

��
tandis que R��x� � x� �

�

d	o�u �� R�
x�
�

� �� x
�
� �

��
� S��h�x���

Addition du nombre d	or

3

Induit sur J� � � �
��
� ��

Fig� ��� L�addition par le nombre d�or et son induit sur son plus grand intervalle
de continuit�e sont �egales 	a un renormalisation et un changement d�orientation pr	es�

Auto�induction� Le th�eor�eme pr�ec�edent signi�e que l	addition du nombre d	or est une application
qui se contient elle�m�eme� On dit qu	elle est auto�induite ou auto�similaire�
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��� Codage de l�application induite

Codage de l�induit S�� Puisque l	application est auto�induite� il est aussi int�eressant de d�e�nir
un codage sur J� relativement �a l	application induite S�� en fonction de ses intervalles de continuit�e�

Ainsi� pour tout x � ��� �
�
� ��� on note �vn�x��n��� le codage de la trajectoire de x par S� dans la

partition donn�ee par les intervalles de continuit�e de S� 
 Ka � ��� �
�
� 
� 
 �

�
�� et Kb � �
� 
 �

�
� ���

�x � ��� �

�
� ��� vn�x� �

	
a si Sn��x� � Ka � ��� �

�
� 
� �

�
��

b si Sn��x� � Kb � �
� �
�
� ���

Exemple� L	int�er�et de l	existence de ces deux codages est que l	on peut maintenant comparer le
codage d	un point x de J� en fonction des deux application� Consid�erons l	exemple donn�e �gure
�
 du point �

�
mod � �d�esign�e par � dans chaque image�� Ce point appartient au grand intervalle

J�� Puis R��
�
�
� �d�esign�e par � sur la �gure� appartient �a J�� tandis que R

�
��

�
�
� � J�� etc� Ainsi� le

codage par la rotation par le nombre d	or commence par ��������� Notons que ce codage obtenu
visuellement peut parfaitement �etre obtenu num�eriquement en calculant les images successives de
�
�
et en les comparant �a la valeur de discontinuit�e �

��
�

De m�eme� on peut calculer le codage selon l	induit S�� En utilisant la repr�esentation graphique
de cette application� on trouve que le codage commence par abaab� Cependant�on notera que le
codage selon l	induit vn�x� est tr�es fortement li�e au codage par la rotation un�x�� En e�et�

01 6 3 5 247

1 0

Codage selon la rotation R�

���������

���
���
���
���

���
���
���
���

���
���
���

���
���
���aaa b

Codage selon l	induit S�
abaab

Fig� ��� Codages de �
�
selon deux applications

Relation entre les deux codages� Formellement� la d�e�nition de S� comme induit de R� im�
plique que les intervalles J�� J�� Ka et Kb sont reli�es comme suit�

Lemme ����� Pour tout x � Ka� on a

# x � J��

# R��x� � J�

# PJ��x� � R�
��x��

Pour tout x � Kb on a

# x � J��

# R��x� � PJ��x��
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Preuve
 Par d�e�nition� Ka � � �
��
� 
 �

��
�� � �

��
� ��� J�� ce qui prouve le premier point� Cependant�

on sait que sur l	ensemble J��R� est �egal �a la rotation par� �
��
� ce qui impliqueR��Ka� � ��� �

��
�� J�

qui est disjoint de J�� En�n� R
�
��Ka� � � �

�
� ��� J� ce qui prouve le troisi�eme point�

Les relations concernant Kb se prouvent de mani�ere identique�

En particulier� coder un point x par Ka selon l	induit PJ� implique que x passera par J� puis
J� sous l	action de la rotation R�� En fait� le codage �un�x��n�N est enti�erement d�etermin�e par le
codage �vn�x��n�N �

Th�eor�eme ����� Pour tout x � J� � � �
��
� ��� le codage �un�x��n�N de x selon la rotation par le

nombre d�or s�obtient en remplacant successivement chaque lettre de �vn�x��n�N par la transforma�
tion des deux lettres a et b suivante�


�a� � ��� 
�b� � ��

Ainsi

u��x�u��x� � � � un�x� � � � � 
�v��x��
�v��x�� � � � 
�vn�x�� � � �

Preuve
 Par d�e�nition de l	application induite S�� pour tout entier k� il existe un entier n�k�

tel que Sk��x� � R
n
k�
� �x�� Le lemme pr�ec�edent s	interpr�ete directement comme suit


# si vk�x� � a� alors Sk��x� � R
n
k�
� �x� � J� ce qui implique un
k� � �� De plus R

n
k���
� �x� � J��

c	est��a�dire un
k��� � �� En�n� R
n
k���
� �x� � J� ce qui implique n�k � �� � n�k� � 
�

# si vk�x� � b� alors un
k� � � et n�k � �� � n�k� � ��

On montre ainsi par r�ecurrence que pour entier k�

u��x�u��x� � � � un
k��x� � 
�v��x��
�v��x�� � � � 
�vn�x���

Exemple� Pour les deux exemples donn�es �gures 
� et �
� on remarquera graphiquement que cette
relation est bien v�eri��ee


������� � 
�a�
�b�
�a�
�b��

��� Substitution

Substitution� La r�egle de transformation introduite au th�eor�eme ���
 est appel�ee substitution de
Fibonacci lorsqu	on identi�e a avec �� b avec �



��� � ��� 
��� � ��

Elle est d�e�nie comme agissant sur une lettre � ou �� On peut la faire agir sur des mots �nis
compos�es de � ou �� voire in�nis� par concat�enation� c	est��a�dire en juxtaposant les images des
lettres une �a une
 
�a� � � � an � � � � � 
�a�� � � � 
�an� � � � �

Point 
xe de la substitution� Une propri�et�e fondamentale de cette substitution est que l	image
de la lettre a commence par a� On peut ainsi calculer les images successives de a


�
��
���
�����
��������
�������������
���������������������
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On constate que tous ces mots commencent les uns par les autres�

Lemme ����� Les mots 
k��� pour k � � commencent successivement les uns par les autres� Ils
sont de longueur Fk�� o	u Fk d�esigne la suite de Fibonacci�

Preuve
 Puisque 
��� � ��� on a 
k����� � 
k���� � 
k���
k��� et les mots commencent les
uns par les autres� De plus� on peut aussi �ecrire 
k����� � 
k�����
k����� � 
k�����
k��� puisque

��� � �� Ainsi� les longueurs de ces mots sont r�egies par la relation de Fibonacci� et les deux
premiers mots � et �� sont de longueur � et 
� ce qui implique que 
k��� est de longueur Fk�� pour
tout k � ��

A l	in�ni� on obtient une suite �un�n�N qui est �x�ee par la substutitution�

Proposition ����� La suite �un�n�N telle que un est la n�i	eme lettre de tous les 
k��� qui sont de
longueur au moins n existe et est un point 
xe de la substitution de Fibonacci�

u�u� � � � un � � � � 
�u��
�u�� � � � 
�un� � � �

Il s�agit de la seule suite in
nie commencant par � qui v�eri
e cette propri�et�e�

Preuve
 La suite est bien d�e�nie puisque les longueurs des 
k��� tendent vers l	in�ni� De plus�
pour tout rang n� un est la n�i�eme lettre d	un mot 
k���� mais aussi de 
k������ c	est��a�dire la
n�i�eme lettre de 
�u�� Le mot in�ni u est donc �x�e par la substitution 
�

L	unicit�e d�ecoule du fait que si une suite �wn�n�N est un point �xe et commence par �� alors elle
commence aussi par tous les 
k��� est ne peut que �etre �egale �a u�

On trouve ainsi une autre suite de Fibonacci� qui n	est plus num�erique mais symbolique


D�e
nition ����� Par abus de langage� on appelle suite �substitutive� de Fibonacci l�unique point

xe de la substitution de Fibonacci � �� �� � �� �� cette suite commence par

���������������������������� � � �

Un point int�eressant est de reconna��tre ce point �xe parmi les codages de points pour la rotation
par le nombre d	or� Nous allons pour cel�a utiliser la propri�et�e d	auto�induction qui a �et�e montr�ee
au d�ebut de ce cours�

Th�eor�eme ����� Le codage du point �
�
pour la rotation par le nombre d�or et son codage pour

l�appliction induite S� sont tous les deux �egaux au point 
xe de la substitution de Fibonacci�

Preuve
 Du fait de la d�e�nition des intervalles de codage� la relation d	auto�induction S���� x
�
� �

�� R�
x�
�

se traduit sur les codages u et v o�u a est identi��e avec � et b avec � par

�x � ��� ��� �n � �� vn��� x

�
� � un�x��

Un cas particulier se produit lorsque x � �� x
�
� c	est��a�dire x � �

�
� On a alors 


u��
�
�
�u��

�
�
� � � � un�

�
�
� � � � � 
�v��

�
�
��
�v��

�
�
�� � � � 
�vn�

�
�
�� � � �

� 
�u��
�
�
��
�u��

�
�
�� � � � 
�un�

�
�
�� � � �

Autrement dit� le codage �un�
�
�
��n�� est le point �xe commencant par � de la substitution de

Fibonacci�

u��
�

�
�u��

�

�
� � � � un�

�

�
� � � � � ���������������������� � � �
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On montre� mais nous ne pourrons aborder cette preuve ici� que la rotation par le nombre d	or
est enti�erement d�ecrite par la substitution de Fibonacci� au sens o�u elle est le codage de chaque
point est enti�erement d�etermin�e �a partir du point �xe de la substitution� L	int�er�et d	une telle
repr�esentation par des suites symboliques est de permettre une meilleure approche des propri�et�es
de la transformation de d�epart telle que ses points p�eriodiques ou son entropie�

Th�eor�eme ����� Une suite �un�n�� 	a valeurs dans f�� �g est le codage de la trajectoire d�un �el�e�
ment de ��� �� sous l�action de la rotation par le nombre d�or� dans la partition ��� �

��
��� �

��
� �� si et

seulement

# pour tout n� u�u� � � � un appara��t dans le point 
xe de la substitution de Fibonacci � �� ���
� �� ��

# il n�existe aucun entier k tel que uk � � et �un�k���n�� est le point 
xe de la substitution de
Fibonacci�

Il existe alors un unique point x � ��� �� dont la trajectoire est cod�ee par �un�n���

Preuve
 On obtient facilement �a partir du codage de �
�

le codage des points k
�
mod � pour

k � � 


�k � �� �n � �� un�
k

�
mod �� � un�k���

�

�
��

Selon le th�eor�eme ���� vu plus haut� les points k
�
mod � sont denses dans ��� ��� De plus� le codage

est constant localement sur ��� ��nf�� �
�
g
 dans un petit intervalle autour de chaque point� l	image

�c	est �a dire le nom de l	intervalle� reste constante�
On en d�eduit que pour tout x � ��� �� et pour tout entier n�� il existe k tels que

�n � n�� un�x� � un�k�
�

�
mod ���

La r�eciproque n	est pas tout �a fait exacte dans la mesure o�u il existe des suites �un� qui v�eri�ent
la formule pr�ec�edente et ne sont pas des codages de la forme �un�x��� Par exemple� on se convaincra
que la suite d�e�nie par u� � � et un � un��� ��� pour tout n � �� ne peut coder la trajectoire

d	un point sous l	action de la rotation par le nombre d	or dans la partition choisie� En fait� la suite
�un� code l	action de � dans la partition ouverte �a gauche ��� �

��
��� �

��
� ��� On montre que ce type

de situation est le seul obstacle �a la r�eciproque recherch�ee� Cette preuve est trop longue pour �etre
abord�ee ici�


�� Annexe


���� Les rotations sont d�orbites denses ou p�eriodiques�

Lemme �
��� Tout sous�groupe de R est discret ou dense�

Preuve
 Soit H un sous�groupe de R non r�eduit �a �� et posons a � inffx � Hjx � �g� Alors� si
a � �� H contient des �el�ements aussi petit que l	on veut� et on peut donc approcher tout �el�ement de
R par un �el�ement de H� si a � �� on montre facilement que H � aZ� et donc H est un sous�groupe
discret de R�

Preuve du Th�eor�eme ����� Remarquons d	abord que l	orbite d	un point x se d�eduit de l	orbite
de � par une translation de x� il su�t donc d	�etudier l	orbite du point �� l	orbite de tous les autres
points est du m�eme type�

Mais l	orbite du point � est un sous�groupe de R�Z� le sous�groupe fn�jn � Zg� Or le lemme
implique que tout sous�groupe de R�Z est �ni ou dense�
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Plus pr�ecis�ement� ce sous groupe de R�Z est l	image� par la projection canonique� du sous groupe
fn�� pjn� p � Zg de R� Ce dernier est discret si � est rationnel� et dans ce cas son image est �nie�
et sinon il est dense� donc son image� l	orbite de �� est dense dans le cercle�


��
� expression de la rotation dans l�expansion en base �� On a vu que la rotation R� �etait
auto�induite sur un intervalle � fois plus petit� avec un changement d	orientation� ce qui correspond
�a une multiplication par �� Cela correspond �egalement �a ce que l	on a vu ci�dessus� en projetant le
plan sur la direction propre correspondant �a la valeur propre ��

Il est donc raisonnable de supposer que la rotation R� s	exprimera de fa�con assez simple si

l	on consid�ere le d�eveloppement en base �� On peut e�ectivement trouver une expression parti�
culi�erement explicite de l	application inverse R��� � Il faut pour cela quelques lemmes� que nous

laissons au lecteur le soin de prouver


Lemme �
��� Tout r�eel contenu dans l�intervalle �� �
��
� �
�
� s��ecrit d�au plus deux fa�cons sous la

forme
P�

n�� �n�
n
� o	u � est une suite de � et 
 qui ne contient pas deux 
 de suite� L�intervalle

�� �
��
� �
��
� correspond 	a �� � �� et l�intervalle � �

��
� �
�
� 	a �� � ��

Remarque� L	�etude des d�eveloppements doubles est plus complexe que dans le cas p�ec�edent
 par
exemple� �

��
poss�ede deux d�eveloppements ultiment p�eriodiques�

�� ������������� � � � et �� ������������ � � �

On pourrait� mais ce serait plus d�elicat� donner une condition assurant la p�eriodicit�e�

L	applicationR��� correspond a la rotation de �
��

� �
�
modulo �� Plus pr�ecis�ement� sur l	intervalle

�� �
��
� �
��
� on ajoute �

�
� sur l	intervalle � �

��
� �
�
� on ajoute �

� � � � ��

Il y a donc deux cas �a consid�erer
 si �� � �� on additionne �
�
� c	est��a�dire que l	on remplace ��

par �� puis l	on normalise si n�ecessaire� en utilisant la propri�et�e �
n
� �

n��
� �

n��
autant de fois

que n�ecessaire�

Si �� � �� on ajoute �� puis on normalise en utilisant �� �
�
� �

�
et en r�eit�erant autant de fois

que n�ecessaire�
Dans les deux cas� les retenues s	arr�etent d�es que l	on trouve deux � cons�ecutifs� les seuls cas

o�u se pose un probl�eme sont pour les deux d�eveloppements strictement p�eriodiques �� ��� � �
�
et

�� ���� � � �
��
� bornes de l	intervalle� qui ont tous deux pour image ��

On obtient ainsi une op�eration que nous avons d�ej�a vue
 il s	agit� pour les d�eveloppements �nis�
de l	addition de � dans la base de Zeckendor��


���� Quelques dessins reli�es aux rotations� Pour donner la formule d	une �epicyclo$�de� il est
bien plus agr�eable de se placer dans le plan complexe� et d	utiliser l	exponentielle complexe� le
centre du disque �a la distance A de l	origine tourne �a vitesse constante� que l	on peut supposer ��
sa position au temps t est donc Aeit� On consid�ere un point du disque �a la distance B � A� qui
tourne �a vitesse �autour du centre du disque� Comme les deux mouvements s	ajoutent� l	�equation
de la courbe obtenue est Aeit �Bei�t� Elle est p�eriodique si et seulement si � est rationnel�

On peut chercher� mais cela ne nous int�eresse pas ici� �a exprimer A et B en fonction du rayon
d	un cercle central sur lequel roule un autre cercle�

Le probl�eme de la tortue est une variante discr�ete du pr�ec�edent
 si l	on avance �a cahque fois
d	une longueur �� en tournant d	un angle constant � �a chaque �etape� �a l	�etape n on avance de ein��
La position �a l	�etape n est donc


n��X
k��

eik�
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Cette formule est tr�es facile �a programmer� Il n	est pas non plus di�cile de la calculer explicite�
ment
 il s	agit d	une s�erie g�eom�etrique de raison ei�� on peut donc calculer explicitement la somme�
et prouver que tous les points obtenus se trouvent su un m�eme cercle dont on peut d�eterminer
l	�equation�

Un petit exercice pour �nir


Exercice �
��� On cherche deux application f� g de N
� dans lui m�eme� qui soient strictmement

croissantes� telles que f�N�� et g�N�� forment une partition de N
�� et qui v�eri
ent�

g�n� � f�f�n�� � �

Montrer que ces deux applications existent et sont uniques� les d�eterminer �on pourra consid�erer
�n�� et �n�����
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�� G�eom�etrie des substitutions

On voudrait �etudier de plus pr�es la suite substitutive de Fibonacci� mais il n	est pas tr�es facile
de distinguer des propri�et�es caract�eristiques sur une telle suite de � et de �� On peut quand m�eme
remarquer des choses directement
 il n	y a jamais deux � �a la suite� et il n	y a jamais plus de deux
� �a la suite� cette suite est compos�ee de � s�epar�es par un ou deux �� Peut�on en dire plus"


�� G�eom�etrie de la suite symbolique de Fibonacci

Escalier de Fibonacci� Une fa�con de visualiser cette suite est de la consid�erer comme un chemin
dans le plan
 on part de l	origine� et pour chaque � on fait un pas vers la droite� pour chaque � un
pas vers le haut� On obtient ainsi une sorte d	escalier irr�egulier� dont le d�ebut est repr�esent�e sur la
�gure ���

Fig� ��� l�escalier de Fibonacci� la droite correspondante et sa fen�etre

Quelques constatations visuelles� Sur la �gure de gauche� avec une dizaine de points� il est
di�cile de rep�erer des r�egularit�es signi�catives� mais si on trace plus de points� comme dans la
�gure centrale� on voit mieux ce qui se passe
 l	escalier approxime de tr�es pr�es une droite� la droite
de pente �

�
passant pas l	origine�

Si l	on trace tous les points entiers� on s	aper�coit m�eme que cet escalier est� en un sens pr�ecis� la
meilleure approximation possible de la droite
 comme on le voit sur la �gure de droite� les points
entiers pas lesquels passent l	escalier sont exactement les points entiers contenus dans la bande
limit�ee par les deux droites y � x

�
� � et y � x

�
� �

�
�

Cette bande a une d�e�nition intuitive simple
 c	est celle qu	on obtient en faisant glisser le carr�e
unit�e qui a l	origine comme coin sup�erieur gauche le long de la droite passant par l	origine de pente
�
�
� comme on le voit sur la �gure de droite�

On vient de faire des constatations exp�erimentales sur des dessins� qui permettent de faire des
conjectures� il serait �evidemment pr�ef�erable� pour des math�ematiciens� de les prouver�

Formalisation des questions� Il faut d	abord pr�eciser un peu nos conjectures�

D�e
nition ����� On note B la bande du plan d�e
nie par B � f�x� y� � R
�� �� � y � x

�
� �

�
g�

Nous nous int�eressons aux points entiers contenus dans cette bande�

Lemme ����� Pour tout entier n 
x�e dans Z� parmi les couples d�entiers �p� q� tels que p� q � n�
il en existe exactement 
 qui est contenu dans B� En particulier� il existe pour tout n il existe un
unique point Pn tel que

B � Z
� � fPn � �xn� yn�� n � Zg� xn � yn � n�
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Preuve
 Soit �x� y� � Z �� et x� y � n� Alors� �x� y� � B si et seulement si y � n�y
�

� ���� �
�
��

c	est �a dire y � ��� � n��
��

� n��
��

�� Le nombre y est donc le seul entier qui appartient �a cet intervalle

de longueur ��

Posons e� � ��� �� et e� � ��� �� les deux vecteurs de la base canonique�

Lemme ����� Si � �
��
� yn � xn

�
� �

�
� alors Pn�� � Pn � e�� On dira que Pn est de type ��

Si �� � yn � xn
�
� � �

��
� alors Pn�� � Pn � e�� On dira que Pn est de type 
�

Preuve
 Il su�t de faire le calcul pour voir que� sous les conditions donn�ees� Pn � e� �resp�
Pn � e�� satisfait aux in�egalit�es qui d�e�nissent B� c	est donc le point Pn���

Ce que nous voulons prouver� c	est que la suite des types des points s�electionn�es par la bande
B� en partant de l	origine� est la suite substitutive de Fibonacci �ce qui montrera que l	escalier que
nous avons d�e�ni plus haut passe par ces points��

En fait� on voit que la seule chose qui compte� c	est la quantit�e y � x
�
� elle a une signi�cation

g�eom�etrique


D�e
nition ����� On note � la projection sur l�axe vertical parall	element 	a la droite y � x
�
� c�est�

	a�dire ��x� y� � y � x
�
�

La bande B est projet�ee par � sur l	intervalle ���� �
�
�� si l	on appelle f l	application de cet

intervalle dans lui�m�eme d�e�nie par

��B� � ���� �
�
� �� ���� �

�
�

x � x� � si x � � �
��

x� �
�
sinon�

On peut r�e�ecrire les lemmes pr�ec�edents sous la forme suivante�

Proposition ����� On a ��Pn��� � f���Pn���

Preuve
 Si Pn est de type �� c	est �a dire si ��Pn� � � �
��
� on a ��Pn��� � ��Pn� � ��e� �

��Pn� � �
�
� f���Pn��� Si Pn est de type �� c	est �a dire si ��Pn� � � �

��
� on a ��Pn��� � ��Pn� �

��e� � ��Pn� � � � f���Pn���

Cependant� nous connaissons bien l	application f 
 c	est un �echange de deux intervalles� dont le
second est � fois plus grand que le premier
 �a un changement de coordonn�ees pr�es� c	est l	application
R�� Plus pr�ecis�ement� on a le r�esultat suivant� que l	on v�eri�e imm�ediatement par le calcul�

Proposition ���	� On note h l�application a�ne d�e
nie par h�t� � �t � � de ��� �� sur ���� �
�
��

On a R� � h�� � f � h�
Mais ceci nous donne le r�esultat cherch�e�

Th�eor�eme ����� La suite des types des points entiers selectionn�es par la bande B est la suite
substitutive de Fibonacci�

Preuve
 En e�et� cette suite est donn�ee comme on l	a vu par l	itin�eraire du point � sous l	action
de l	application f � par rapport aux deux intervalles ���� ��

��
� et ���

��
� �
�
�� par conjugaison� c	est aussi

l	itin�eraire de �
�
sous l	action de R�� pour les deux intervalles J� et J�� Mais on a vu que cet itin�eraire

est la suite substitutive de Fibonacci�
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Autres escaliers� Nous n	avons regard�e que l	itin�eraire d	un point particulier� peut�on trouver
l	itin�eraire d	un point quelconque� de fa�con g�eom�etrique" la r�eponse est positive
 on peut montrer
que l	itin�eraire du point t � ��� �� sous l	action de la rotation R� s	obtient en d�ecalant verticalement
la bande B de �h�t�� on s�electionne ainsi un autre escalier� et la suite des types des points est
l	itin�eraire de t� On laisse au lecteur le soin d	expliciter la preuve�



� lien avec la ��expansion

Pouvons�nous trouver des rapports avec le cours pr�ec�edent" Y�a�t	il des relation entre la rotation
R� et la ��expansion" Oui� et on peut les voir de diverses fa�cons� en particulier sur le dessin de
l	escalier�

Action de la matrice de Fibonacci� Tout d	abord� on peut voir g�eom�etriquement l	action de
la substitution� On a vu que� dans l	escalier� un point de type � est toujours pr�ec�ed�e d	un point
de type �� on peut supprimer ce point de type �� on obtient alors un escalier dont les marches
sont horizontales ou obliques �en regroupant un segment vertical et le segment horizontal qui le
pr�ec�ede��

On a repr�esent�e le r�esultat sur la �gure ci�dessous� l	escalier initial est en pointill�e� le nouveau
repr�esent�e par un trait continu� Il y a bien des choses �a remarquer� la plus importante �etant que le

nouvel escalier est image de l	ancien par l	application lin�eaire de matrice

�
� �
� �

�
que nous avons

d�ej�a rencontr�ee� le codage du nouvel escalier est donc le m�eme que le codage de l	ancien� et ce
nouvel escalier est s�electionn�e par une bande plus petite�

Fig� ��� l�escalier d�esubstitu�e

On retrouve donc l	automorphisme lin�eaire associ�e �a Fibonacci�

Projection sur direction propre contractante � rotation par le nombre d�or� Nous venons
de voir dans la section pr�ec�edente qu	en projettant l	escalier sur la deuxi�eme direction propre� on
retrouve la rotation� qui est comme on le montre dans l	annexe du cours � reli�ee au d�eveloppement
en base ��

Projection sur direction propre dilatante � pavage de la droite et d�eveloppement en

base de Fibonacci� Et si� au lieu de projeter sur la deuxi�eme direction propre parall�element �a la
premi�ere� on faisait le contraire" Si l	on projetait l	escalier sur la droite" On obtient un d�ecoupage
de la droite par deux sortes d	intervalles� comme on le voit sur la �gure ��� un petit calcul montre
que le rapport entre les deux longueurs est ��

Nous avons d�ej�a vu cette �gure
 c	est le pavage de la droite donn�e par l	expansion en base �
que nous avons vu �a la �n du cours 
� correspondant au d�ecoupage de la droite r�eelle en fonc�
tion des parties enti�eres dans la num�eration du nombre d	or� On comprend maintenant mieux sa
combinatoire
 elle est donn�ee par la substitution de Fibonacci�
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Fig� ��� le quasi�cristal

Quasi�cristaux� C	est l	exemple le plus simple de ce qu	on appelle un quasi�cristal� un cristal� en
physique� est un pavage p�eriodique de l	espace� en une dimension� c	est un d�ecoupage de la droite
par un motif p�eriodique �en pratique� le d�ecoupage donn�e par les points entiers�� La structure que
nous avons ici n	est pas p�eriodique� mais elle est tr�es proche de l	�etre
 tout motif �ni qui appara��t
dans le pavage appara��t une in�nit�e de fois� et revient toujours au bout d	un temps born�e� Par
exemple� le motif ���� appara��t dans ce pavage� et on peut prouver que toute suite de �� termes
contient ce motif�

En dimension 
 ou �� on peut obtenir des quasi�cristaux plus esth�etiques� les plus connus
�etant ceux associ�es au pavage de Penrose� Ces objets� cr�es au d�epart pour des raisons purement
math�ematiques� sont apparus en physique quelques ann�ees plus tard� quand on a trouv�e un alliage
qui cristallise avec une sym�etrie d	ordre �� ce qui est impossible pour un vrai cristal�

Ces quasi�cristaux ont des propri�et�es physique tr�es particuli�eres� qui les ont fait par exemple
employer comme rev�etement de po�eles �a frire� leur r�esistance m�ecanique �etant bien sup�erieure aux
r�ev�etements bien connus en t�e�on�

Fig� ��� Un quasi�cristal pratique


�� Substitutions

La substitution de Fibonacci entre dans le cadre d�une classe d�objets combinatoires qui se d�e
nit
comme suit�

D�e
nition ����� Une substitution est une r	egle qui remplace chaque lettre d�un alphabet 
ni de
taille d� et d�esign�e par f�� 
� � � � � dg� par un mot 
ni non vide�

Remarque� On supposera toujours� pour simpli�er� que l	image de � commence par � et est de
longueur au moins 
�

On �etend naturellement sa d�e�nition �a l	ensemble des mots �nis et in�nis sur d lettres par
concat�enation� c	est��a�dire en juxtaposant les images des lettres une �a une
 
�a� � � � an � � � � �

�a�� � � � 
�an� � � � �
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Point 
xe� Puisque l	image de � par une substitution commence par � et est de longueur au moins

� on peut comme pour la substitution de Fibonacci it�erer 
 sur la lettre � et obtenir un point �xe
pour la substitution�

Proposition ����� Les mots 
nis 
n��� commencent les uns par les autres� Leur longueur tend
vers l�in
ni� Le mot in
ni u qui commence par tous les 
n��� est un point 
xe de la substitution�
c�est�	a�dire 
�u� � u�

Preuve
 On �ecrit 
��� � �V � o�u V est un mot �ni non vide� Ainsi� 
n����� � 
n���
n�V �� En
particulier� 
n����� commence par 
n��� et sa longueur est strictement plus grande que celle de

n����

Puisque la longueur des mots 
n��� tend vers l	in�ni� il existe un unique mot in�ni u qui com�
mence par tous les 
n���� De plus� son image commence par les 
n������ et ne peut par unicit�e
n	�etre �egale qu	�a u�
Exemple sur trois lettres� Le point �xe s	obtient comme pour la substitution de Fibonacci en
it�erant successivement l	image d	une lettre qui commence par cette m�eme lettre� Par exemple� une
substitution int�eressante est donn�ee par


��� � �
 
�
� � �� 
��� � ��

On peut calculer rapidement le d�ebut de son point �xe�

�
�

�
��
�
���
�
�
���
��
���

�
���
��
���
�
���
��
��
�
���
��
���
�
���
��
���
���
��
���
�
���
�

Croissance des mots� Une question naturelle concernant les substitutions est la composition de
l	image d	une lettre ou d	un mot� Ainsi� combien de � va contenir 
����� si 
 est la substitution
de l	exemple pr�ec�edent� Puisque 
���� � 
���
�� Il faut donc conna��tre la composition de 
����
et 
����� Mais 
���� � 
��
� � 
���
�
� qui contient deux �� tandis que 
��
� � 
���
��� qui
contient aussi deux �� ce qui permet de r�epondre �a la question de d�epart 
 
���� contient quatre ��
Cependant� ce raisonnement n	est pas satisfaisant car trop long�

On peut le formaliser en associant �a tout mot �ni U un vecteur qui d�ecrit sa composition en
lettres

l�U� � �nombre de � dans U� � � � � nombre de d dans U� � Z
d�

Une substitution est alors d�ecrite par une matrice de taille d qui d�ecrit la composition de toutes
les lettres
 la matrice d�une substitution 
� not�ee M � �mi�j�i�j�d� a pour colonnes les vecteurs
l�
����� � � � � l�
�d��� c	est��a�dire

mi�j � nombre de i dans 
�j��

Il devient alors ais�e de calculer la composition de l	image d	un mot�

Proposition ����� Pour tout mot 
ni U � on a

l�
�U�� �Ml�U��

Preuve
 On �xe une lettre i� Pour compter le nombre de i dans 
�U�� il faut compter le nombre
de i dans l	image de chaque lettre qui apparait dans U � Or� pour toute lettre j� U contient l�U�j
fois la lettre j� et 
�j� contient mi�j fois la lettre i� Finalement� 
�U� contient

P
j�dmi�jl�U�j fois

la lettre i� ce qui est bien le i��eme terme de Ml�U��



DYNAMIQUE DU NOMBRE D�OR ��

Exemple� Pour la substitution introduite plus haut 
��� � �
� 
�
� � ��� 
��� � �� 
��� contient

un � et un 
� la premi�ere colonne est donc

�
��
�
�

�
A� La seconde colonne est

�
��
�
�

�
A puisque le mot 
�
�

contient un � et un �� Finalement� la matrice est�
�� � �
� � �
� � �

�
A �

En particulier� on obtient facilement la composition de 
���� 
 il s	agit de la premi�ere colonne de
M��

Un peu d�alg�ebre lin�eaire� Rappelons que les bases de l	alg�ebre lin�eaire disent que �a toute
matrice sont associ�ees un polynome appel�e polynome caract�eristique et des valeurs propres qui
sont les racines de ce polynome� On peut introduire le polynome caract�eristique sous la forme d	un
d�eterminant� mais aussi plus basiquement� et sur des exemples de taille petite� avec un simple
syst�eme d	�equations lin�eaires� Ainsi� pour une substitution sur � lettres� on �ecrit un syst�eme de �
�equations �a � inconnues x� y� z et un param�etre � �a partir de la matrice de la substitution
 pour
chaque �equation du syst�eme� on �xe une lettre i et on regarde la composition de 
�i��


�
�

m���x�m���y �m���z � �x
m���x�m���y �m���z � � y
m���x�m���y �m���z � � z

�
�

Puisque ce syst�eme poss�ede � �equations et � inconnues� il peut parfois admettre des solutions
non nulles� Un r�esultat fondamental d	alg�ebre lin�eaire dit que le polynome caract�eristique de
ce syst�eme est un polynome P���� de degr�e � qui caract�erise les nombres � non nuls pour lesquels
le syst�eme admet une solution o�u x� y et z ne sont pas tous nuls� Les racines de ce polynomes sont
appel�ees valeurs propres de la substitution� Les solutions non nulles �x� y� z� sont appel�ees
vecteurs propres de la substitution�

Concr�etement� pour d�eterminer ces valeurs� on �ecrit le syst�eme et on le r�eduit par la m�ethode
du Pivot de Gauss �a une �equation du type P ���xd � ��

Exemple� Le syst�eme de la substitution 
��� � �
� 
�
� � ��� 
��� � �� 
��� est le suivant

�
�

x� y � z � �x
x � �y
y � �z

Ce syst�eme se r�eduit facilement en
�
�

x � �y
y � �z
��� � �� ��z � ��z

Ainsi� ce syst�eme admet une solution non nulle en �x� y� z�� qui est de la forme z���� �� �� si et
seulement si � v�eri�e l	�equation polynomiale suivante

�� � �� � �� ��

Les valeurs caract�eristiques de 
 sont donc les racines de ce polynome de degr�e �� qui g�en�eralise
la condition de Fibonacci �� � � � �� On appelle nombres de Tribonacci les racines de �� �
�� � �� �� La substitution 
��� � �
 
�
� � ��
��� � � est quand �a elle appel�ee substitution
de Tribonacci�
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Taux de croissance� Le polynome caract�eristique d	une substitution permet de plus de conna��tre
le taux de croissance de la taille des images successives d	une lettre ou d	un mot�

Th�eor�eme ����� Si une puissance de la matrice a tous les coe�cients strictement positifs� pour

tout mot 
ni U � le rapport des longueurs �n��
U�
�n
U� tend vers la plus grande racine en module du

polynome caract�eristique de la substitution�

Preuve
 La preuve de ce r�esultat fait appel �a de l	alg�ebre lin�eaire� Les grandes �etapes consistent
�a d�ecomposer le vecteur U dans une base de vecteurs caract�eristiques� Puisqu	une puissance de la
matrice a tous ses coe�cients positifs� la composante de U selon un vecteur dominant sera non
nulle� On montre alors en utilisant la relation l�
�U�� �Ml�U� que �
n�U� est �equivalent �a �n� o�u
� est la plus grande valeur propre�

Exemple�

Proposition ����� Le polynome caract�eristique de la substitution de Tribonacci �� � �� � � � �
admet deux racines complexes conjugu�ees de module inf�erieur 
 et une racine r�eelle plus grande
que 
�

Preuve
 On �etudie la fonction polynome associ�ee f��� � ���������� Sa d�eriv�ee est ����
����
dont le discriminant est ��� Une �etude pr�ecise de la fonction montre qu	elle est croissante� puis
d�ecroissante et �a nouveau croissante� Cependant� elle ne croise qu	une fois � �dans la premi�ere
partie croissante�� En particulier� le polynome admet une seule racine r�eelle� Puisque f�
� � � et
f��� � �� cette racine est comprise entre � et �� Les deux autres racines sont complexes conjugu�ees�
Puisque le produit des trois racines vaut � �coe�cient constant du polynome�� le module des racines
complexes est inf�erieur �a ��

Ainsi� les mots 
n��� croissent �a peut pr�es comme �n� o�u � est l	unique racine de �� � �������
dont on peut calculer une approximation � �� �� ���


�� Un exemple de quasi�cristal� fractals de Rauzy

Escalier associ�e �a un point p�eriodique� Etant donn�e une substitution sur � lettres �� 
� �� on va
repr�esenter� comme dans le cas de la suite de Fibonacci� n	importe lequel de ses points p�eriodiques
par un escalier dans R

� rempla�cant chaque lettre par le vecteur canonique de R
� associ�e� On note

e�� e�� e� la base canonique de R
d� Si u�u� � � � un � � � est un point p�eriodique de la substitution� on

note E�u� l	escalier suivant�
E�u� � �n�N



eu� � � � �� eun��

�
� f�eun � � � ��� ��g �

Fractal de Rauzy� Nous avons vu pour la substitution de Fibonacci que l	escalier associ�e �a son
point �xe reste proche d	une direction particuli�ere� Il s	av�ere qu	une classe substitution v�eri�e cette
propri�et�e d�es que ses valeurs propres sont telle que toutes sauf une sont de module inf�erieur �a un�

D�e
nition ����� Une substitution est dite repr�esentable si son polynome caract�eristique admet
�� pour coe�cient dominant� une racine de module strictement sup�erieur 	a 
� et toutes ses autres
racines non nulles et de module strictement inf�erieur 	a 
�

On montre que l	escalier associ�e �a un point p�eriodique d	une substitution repr�esentable reste �a
distance born�ee de la direction donn�ee par le vecteur propre associ�e �a sa plus grande valeur propre�
qui sera appel�e vecteur propre dominant� Le r�esultat exact est le suivant�

Th�eor�eme ����� Soit u�u� � � � un � � � un point p�eriodique pour une substitution repr�esentable� Soit
� la projection sur le plan horizontal d��equation z � � parall	element 	a la direction dominante�
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Alors la projection par � des sommets de l�escalier associ�e au point p�eriodique est un ensemble
born�e appel�e fractal de Rauzy de la substitution�

R �


�
��
�
�X

i�n
eui

�
A � n � �

��
� �

De plus� si on choisit une couleur pour chaque lettre de l	alphabet� on peut colorier chaque point
du fractal de Rauzy ��

P
i�n eui� de la couleur choisie pour la lettre un� On obtient alors des �gures

avec � couleurs�

Nous ne d�emontrerons pas ce r�esultat� mais nous donnerons plus tard une m�ethode pour construi�
re manuellement ce fractal de Rauzy�

Exemple de la substitution de Tribonacci� La substitution de Tribonacci est bien repr�esentable
dans la mesure o�u nous avons vu pr�ec�edemment que son polynome v�eri�e la d�e�nition 
���� Si �
d�esigne le nombre r�eel de Tribonacci �c	est��a�dire l	unique r�eel tel que �� � �������� un vecteur
propre dominant est donn�e par ���� �� ���

Lemme ����� La projection sur le plan horizontal parall	element 	a un vecteur �A�B�C� est d�e
nie
par ��x� y� z� � �x� zA

C
� y � zB

C
� ���

Preuve
 La projection �X�Y�Z� � ��x� y� z� est l	unique vecteur tel que Z � � et �X�Y�Z� �
�x� y� z� est colin�eaire �a �A�B�C�� Ainsi� il existe t tel que �X�Y� �� � �x� y� z� � t�A�B�C� ce qui
implique t � � �

C
� Y � y � zB

C
et X � x� zA

C
�

On obtient ainsi la �gure donn�ee �gure ���

Fig� �
� Le fractal de Rauzy associ�e 	a la substitution de Tribonacci

Construction explicite du fractal� Selon le lemme pr�ec�edent� et du fait de la d�e�nition du fractal
de Rauzy� on obtient cette �gure pour une substitution sur � lettres selon la m�ethode suivante�

�� Choisir une couleur pour chaque lettre�


� Calculer le polynome caract�eristique de la substitution en appliquant la m�ethode du Pivot au
syst�eme associ�e �a la substitution�

�� Montrer que ce polynome est bien le polynome d	une substitution repr�esentable �v�eri�er que
son terme constant est �� et qu	il n	admet qu	une racine r�eelle ou complexe de module
sup�erieur �a ���

�� D�eterminer un vecteur propre dominant ���� ��� ��� en r�esolvant le syst�eme lin�eaire de la
substitution pour la plus grande valeur propre�
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�� Calculer trois vecteurs de translation �a partir de ��e��� ��e�� et ��e���

v� � ��� �� v� � ��� �� v� � ����
��

����
��

��

�� Calculer le point �xe u�u� � � � un � � � de la substitution en it�erant les images de ��

�� Partir de � et lire les lettres u�u� � � � un � � � une �a une� Pour chaque lettre uk lue� avant du
vecteur vuk correspondant et tracer un point de la couleur associ�ee �a la lettre uk�

Ainsi� pour la substitution de Tribonacci� on obtient les dessins suivants aux di��erentes �etapes�
On remarquera que le fractal de Rauzy ainsi obtenu est l�eg�erement di��erent de celui pr�esent�e Figure
��� En fait� les deux fractals sont la projection du m�eme escalier� mais sur deux plans di��erents�
Ils sont �egaux �a une transformation g�eom�etrique pr�es�

Fig� ��� Fractal de Rauzy� projections de di��erents d�ebuts de l�escalier de Tribonacci
dans le plan horizontal

Autres exemples de fractals� Les �gures que l	on peut obtenir sont de formes diverses� Nous en
donnons ici quelques exemples typiques
 des �gures semblables au tapis de Serpinski� des nuages
�ous� des fractals s�epar�es en une in�nit�es de morceaux bien disjoints� on peut obtenir bien des
�gures� Pour chacune� les trois couleurs di��erentes s	intersectent sur un ensemble dont la mesure
est nulle �m�eme si cel�a semble peu visible pour certaines� �


�� Catalogue des propri�et�es passionnantes des fractals de Rauzy

Nous allons 
nir ce cours en d�ecrivant les propri�et�es des fractals de Rauzy� Il est h�elas impossible
de donner une preuve de tous ces r�esultats dans ce cours� Nous allons donc essayer de terminer en
illustrant ces propri�et�es� Il faudra nous faire con
ance pour leur d�emonstration���

� �� �
�� 
 �� ��
� �� ��

� �� ����

 �� ��

� �� ���


� �� �
� 
 �� ���
� �� � � �� ��

��


 �� �
�� � �� 


� �� �
�

 �� 
��
� �� ��


Fig� �
� Di��erents fractals de Rauzy
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D�ecomposition du fractal de Rauzy en pi�eces disjointes� Au sein de la d�e�nition du frac�
tal de Rauzy� on distingue trois parties en fonction des lettres associ�ees �a chaque sommet de l	escalier

que nous projetons� Pour toute lettre a� on d�e�nit le morceauRa �
n
�
�P

i�n eui
�
� ui � a� n � �

o
�

Par construction� les morceaux du fractal de Rauzy recouvrent ce fractal� Une propri�et�e fon�
damentale du fractal de Rauzy associ�e �a la substitution de Tribonacci est que ces morceaux

s�intersectent sur un ensemble dont l�aire est nulle�

Cette propri�et�e est en fait assez g�en�erale� Concr�etement� toutes les substitutions repr�esentables
qui ont �et�e test�ees �a ce jour �et un tr�es grand nombre ont �et�e test�ees� v�eri�ent cette propri�et�e�
Cependant� il est frustrant de constater qu	on ne parvient pas �a montrer que cette propri�et�e est
vraie en g�en�eral sans avoir �a la tester pour chaque exemple�

Autosimilarit�e� La substitution se retrouve g�eom�etriquement par la notion de r�ep�etition� Ainsi�
si on regarde attentivement le fractal de Rauzy de la substitution de Tribonacci� on constatera que
la grande pi�ece est une copie r�etr�ecie et tourn�ee vers la gauche du fractal de Rauzy total� La pi�ece
moyenne est une copie de la grande pi�ece �a la m�eme similitude pr�es� La petite pi�ece est une copie
de la moyenne modulo cette similitude�

En fait� le r�esultat exact est que les pi�eces du fractal de Rauzy v�eri�e une �equation d	autosimi�
larit�e� au sens o�u on peut prendre le syst�eme d	�equation associ�e �a la substitution et remplacer les
inconnues par les pi�eces translat�ees�

Plus pr�ecis�ement� si � est une racine complexe du polynome de Tribonacci et h� la similitude
d	�equation z � �z� il existe des vecteurs vi�j tels que
�

�
h�R� � �R� � v���� � �R� � v���� � �R� � v����
h�R� � R� � v���
h�R� � R� � v���

Fig� ��� Fractal de Rauzy� projections de di��erents d�ebuts de l�escalier de Tribonacci
dans le plan horizontal

Cette propri�et�e est toujours vraie
 toute pi�ece Ri du fractal de Rauzy contient exactement

mi�j copies de l�image de la pi�ece Rj sous l�action d�une tranformation g�eom�etrique

contractante� On dit que cette �gure est autosimilaire� En particulier� sa fronti�ere est fractale�
d	o�u son nom de fractal de Rauzy�

Echange de pi�eces au sein du fractal� Sur la ligne bris�ee� on se d�eplace de sommet en sommet
en utilisant les trois vecteurs canoniques� En particulier� on peut translater chaque cylindre par le
projet�e du vecteur canonique correspondant� tout en restant dans R� Ceci d�e�nit un �echange de
morceaux repr�esent�e �a la Figure ��
 on peut d�eplacer la grosse pi�ece vers la droite� la moyenne en
bas �a gauche et la petite en haut �a droite sans modi�er la �gure�

Cet �echange de morceaux est l	�equivalent de l	�echange d	intervalle cod�e par la substitution de
Fibonacci� Ainsi� si on code la trajectoire des points du fractal de Rauzy pour cette transformation�
on retrouve des suites symboliques de � et � li�ees au point �xe de la substitution de Tribonacci�
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Fig� ��� fractal de Rauzy � translation par morceaux�

D�eveloppement en base de Tribonacci� A partir de la relation �� � �� � � � �� on peut
d�e�nir sur le fractal de Rauzy d	une substitution un d�eveloppement en base �� o�u � est une des
deux racines complexes du polynome de Tribonacci 
 tout point du fractal de Rauzy pr�ealablement
plong�e dans le plan complexe C peut s	�ecrire sous la forme d	une s�erie de terme g�en�eral �� dont les
coe�cients sont une suite quelconque de � et de � qui ne contient pas trois � cons�ecutifs�

R � f
X
i��

�i �
i� �i � �� �� �i�i���i�� � �g � C

On obtient ici l	�equivalent de la num�eration en base � pour le nombre d	or �evoqu�e au long des
cours pr�ec�edents�

Pavages� En�n� une des propri�et�es des fractals de Rauzy et non des moindre� est qu	il peut �etre
d�eplac�e r�eguli�erement de mani�ere �a paver compl�etement le plan sans laisser de trou et de sorte que
les pi�eces ne se recouvrent pas� Plus pr�ecis�ement� deux types de pavages sont associ�es au fractal
de Rauzy� l	un est totalement p�eriodique 
 les pi�eces sont plac�ees de mani�ere r�eguli�ere� Le second
pavage n	est pas p�eriodique mais contient une certaine forme de r�egularit�e 
 il est identique quelque
soit l	�echelle �a laquelle on regarde ce pavage� Ce pavage ap�eriodique fait du fractal de Rauzy un
quasi�cristal au m�eme titre que l	intervalle et la partition de la droite r�eelle donn�ee par la num�eration
de Fibonacci�

Tribonacci
substitution

� �� ��

�� 
 �� �
��
� �� 
 � �� �
� 
 �� ��� � �� �

� �� �
� 
 �� 
��
� �� ��


Fig� ��� fractals de Rauzy � pavages p�eriodiques associ�es�


�� annexe


���� Substitution� Les substitutions que nous avons introduites dans ce cours sont en fait un cas
particulier d	une d�e�nition g�en�erale qui admettent quelques propri�et�es combinatoires bien parti�
culi�eres� En particulier� elles n	admettent pas n�ecessairement de point �xe� mais la notion de point
�xe peut��etre remplac�ee par la notion de point p�eriodique� qui permet de construire des fractals de
Rauzy selon des m�ethodes identiques �a celle abord�ee dans ce cours�
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Tribonacci substitution

� �� ��

�� 
 �� �
�� � �� 


Fig� ��� fractals de Rauzy � pavages ap�eriodiques associ�es�

D�e
nition� Une substitution ou morphisme it�er�e remplace les lettres d	un alphabet �ni A par des
mots �nis non vides� par exemple � �� �
� 
 �� � sur l	alphabet f�� 
g� On �etend canoniquement
sa d�e�nition �a l	ensemble des mots �nis et in�nis par concat�enation� c	est��a�dire en juxtaposant les
images des lettres une �a une
 
�a� � � � an � � � � � 
�a�� � � � 
�an� � � � �

Point 
xe ou p�eriodique� Un point p�eriodique est un mot in�ni stable par une it�eration �nie de
la substitution�

�k � �� 
k�u� � u�

Si k � � on dit que le point est �xe�

Si on introduit la notion de point p�eriodique en plus de celle de point �xe� c	est qu	une substitu�
tion n	admet pas toujours un point �xe� Par exemple� on montrera en exercice que la substitution
d�e�nie par 
��� � 
� et 
�
� � �

 ne peut pas admettre de point �xe� Par contre� un r�esultat
assez fort existe sur l	existence de points p�eriodiques�

Proposition �	��� Une substitution admet toujours un point p�eriodique� Elle admet un point 
xe
si et seulement si il existe une lettre qui est le d�ebut de sa propre image�

Preuve
 Une substitution admet un point p�eriodique �a partir du moment o�u il existe un entier
k � � et une lettre a telle que 
k�a� commence par a� En e�et� dans ce cas� les mots 
nk�a�
commencent tous les une par les autres et produisent un mot in�ni qui est stabilis�e par 
k�

Soit b une lettre �x�ee� Pour tout entier k� on note bk la premi�ere lettre de 
k�b�� Alors les lettres
bk appartiennent �a un ensemble �ni� ce qui implique qu	il existe deux entiers k� � k� tels que
bk� � bk� On note a cette lettre r�ep�et�ee� Ainsi� 
k��b� et 
k��b� commencent par a� En particulier

k��b� � 
k��k��
k��b�� commence par 
k��k��a� et admet a pour premi�ere lettre� Ainsi� la lettre
a v�eri�e la propri�et�e assurant l	existence d	un point p�eriodique�


��
� un autre exemple amusant� On a montr�e que tout nombre complexe peut se d�evelopper
en base �� o�u � est une racine complexe de X��X��X��� Il existe un autre exemple int�eressant


Th�eor�eme �	��� Tout nombre complexe peut se d�evelopper en base � � i� plus pr�ecis�ement� pour
tout nombre complexe z� on peut trouver une suite ��n�� 	a valeur dans f�� �g� telle que l�on ait�

z � �
�X

n�n�

�n�� � i��n
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Il s	agit donc d	une g�en�eralisation aux complexes du d�eveloppement binaire� Il est bien s�ur
int�eressant de regarder l	intervalle unit�e
 il s	agit d	un sous�ensemble du plan tout �a fait esth�etique�
qu	on appelle le  dragon jumeau! �ou  twindragon!�� car il se d�ecompose en deux parties qui lui
sont homoth�etique dans un rapport

p

 �voir �gure ����

Ce dragon pave le plan par translation par Z�i�� comme on le voit dans la Figure ���
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Fig� ��� le dragon jumeau et le pavage associ�e

Fig� ��� le dragon jumeau pave le plan

Une autre sorte de dragon qui lui est reli�e peut �etre produit par un proc�ed�e particuli�erement
simple
 on prend une feuille de papier� que l	on plie n fois dans la m�eme direction� puis que l	on
d�eplie �a angle droit� On obtient alors une suite de courbes que l	on peut voir dans la Figure ��

Fig� ��� Papiers pli�es

Cette �gure peut �etre produite par une substitution tr�es simple� sur � lettres


�� �
 
� �
 �� �� �� ��
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on prend le mot �xe� et on associe �a � un d�eplacement de � dans le plan� �a 
 un d�eplacement de
�i� �a � un d�eplacement de �� et �a � un d�eplacement de i�

On voit qu	une forme se d�egage
 c	est ce qu	on appelle le dragon de Heighway �du nom de son
d�ecouvreur� en ������ qu	on peut admirer Figure ���

Fig� �
� Le dragon de Heighway et son pavage ap�eriodique

Ce dragon pave le plan de fa�con non p�eriodique� il est associ�e �a un d�eveloppement curieux en
base � � i�

C	est ce dessin qui ouvre les chapitres du roman !jurassic park! �pages 
���������
��������������
de l	�edition de poche��
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