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Résumé
L’amplitude spectrale des fonctions booléennes sur I’ensemble F7*, liée a leur non-
linéarité, est comprise entre 27/2 et 2. On montre dans cet article que la valeur
moyenne de cette amplitude spectrale est de 'ordre de 2m/2\/ﬁ. De plus, on dis-
cute une conjecture suivant laquelle le minimum de cette amplitude spectrale s’ap-
procherait autant qu’on le veut de 27/2,

Abstract

Boolean functions on the space 5" are not only important in the theory of error-
correcting codes, but also in cryptography, where they occur in private key systems.
In these two cases, the nonlinearity of these function is a main concept. In this
article, I show that the spectral amplitude of boolean functions, which is linked to
their nonlinearity, is of the order of QW/QW in mean, whereas its range is bounded
by 27/2 and 2™. Moreover I examine a conjecture of Patterson et Wiedemann saying
that the minimum of this spectral amplitude is as close as desired to 27/2. I also
study a weaker conjecture about the moments of order 4 of their Fourier transform.
This article is inspired by works of Salem, Zygmund, Kahane and others about the
related problem of real polynomials with random coefficients.

Mots clés : rayon de recouvrement, code correcteur d’erreur, cryptographie, non-
linéarité, fonction booléenne, polynome aléatoire, transformation de Fourier.

1 Introduction

Les fonctions booléennes sur 'espace )’ interviennent aussi bien dans la théorie des
codes correcteurs d’erreurs (par exemple dans les codes de Reed-Muller) qu’en cryptogra-
phie pour réaliser des systemes de chiffrement a clef secrete.

Dans ces deux cas, des propriétés des systemes ainsi construits dépendent de la non-
linéarité d’une fonction booléenne, concept défini plus bas (§ 2.3). La non-linéarité est
liée au rayon de recouvrement des codes de Reed-Muller (voir le mémoire d’habilitation
de Langevin [14]). C’est aussi un parametre cryptographique important (cf. I'article de
F. Chabaud et S. Vaudenay [6] et la these de Caroline Fontaine [11] ou I'article récent de
C. Carlet [4]).



Il est utile de pouvoir disposer de fonction booléennes ayant la plus grande non-linéarité
possible. Ces fonctions ont été étudiées dans le cas ou m est pair, sous le nom de fonctions
“courbes” (cf. Dillon [7]). Le degré de non-linéarité est alors bien connu, on sait construire
plusieurs séries de fonctions courbes, mais on ne connailt pas encore ni leur nombre, ni leur
classification (cf. les travaux de Carlet, en particulier I'article de C. Carlet et P. Guillot,
5)).

Dans le cas ou m est impair, la situation est bien différente. On ne connait la valeur
de la non-linéarité maximale que pour quelques valeurs de m, et on n’a qu’une conjecture
pour les autres valeurs.

Le probleme de la recherche du maximum du degré de non-linéarité revient a minimiser
la transformée de Fourier de fonctions booléennes. C’est un probleme analogue aux séries
de Fourier sur un tore, ou I’on cherche a minimiser la transformée de Fourier des fonctions
sur Z prenant les valeurs +1 pour un ensemble fini (et 0 ailleurs) , ou bien on cherche a
minimiser les valeurs des polynomes a coefficient +1 (polynémes aléatoires) sur I’ensemble
des nombres complexes de module 1.

Dans cet article, on s’inspire des travaux de Salem et Zygmund [19] et de Kahane [12]
sur les polynomes aléatoires, en les transposant sur les fonctions booléennes. On trouve
ainsi une évaluation de la moyenne des normes dans L., des transformées de Fourier des
fonctions booléennes, qui n’est pas trop loin de sa valeur minimale théorique, 27/2. Cela
donne une évaluation de la moyenne des degrés de non-linéarité de ces fonctions. On
retrouve ainsi que les fonctions booléennes ont en majorité une grande non-linéarité, un
résultat mis en évidence récemment par C. Carlet [4].

De plus, en transposant une étude de D. Newman et J. Byrnes [17] sur les normes dans
L4 des polynomes, nous avons été amenés a étudier une conjecture sur la norme dans L4
des transformée de Fourier de fonctions booléennes.

2 Préliminaires

2.1 Fonctions booléennes
Soit m un entier positif et ¢ = 2.

Définition 2.1 Une fonction booléenne a m variables est une application de [espace

Vi = (F3)™ dans Fy.

Une fonction booléenne est lin€aire si c’est une forme linéaire sur ’espace vectoriel
(F2)™. Elle est dite affine si elle est égale a une fonction linéaire a une constante pres.

2.2 Rayon de recouvrement du code du Reed-Muller du premier
ordre et amplitude spectrale

Définition 2.2 L’amplitude spectrale de la fonction booléenne g est égale a

S(g)=sup | > (—1)la@)+vo)

vEVn 2E€Vy,

ou v - x note le produit scalaire usuel dans V,,. C’est le mazimum de la transformée de

Fourier de (—1)7.



Cette amplitude spectrale est reliée au rayon de recouvrement du code du Reed-Muller.
En effet, un code de Reed et Muller R,, d’ordre 1 sur V,, est I'espace vectoriel des
fonctions booléennes affines sur V,,,. Le rayon de recouvrement r,, du code est le plus petit
entier tel que chaque vecteur de longueur 2™ (c’est a dire chaque fonction V,,, — Fy) est
a une distance (de Hamming) d’un mot de code de R,, au plus égale a r,,. On vérifie que

1 . .
—GHm ol = inf5(g)

—1
Ty =27

ou g est une fonction V,,, — Fy et ou S(g) est 'amplitude spectrale de la fonction g.

2.3 Non-linéarité

Définition 2.3 On appelle degré de non-linéarité d’une fonction booléenne g a m vari-
ables et on le note nl(g) la distance qui la sépare de Uensemble des fonctions affines a m
variables :

ni(g) = min d(g,h)

ou d est la distance de Hamming.

Proposition 2.1 Soit g une fonction booléenne a m variables. Son degré de non-linéarité
est €gal a

nl(g) =2""" — %5(9)

Démonstration —
(C’est la méme démonstration que pour le rayon de recouvrement d’un code de Reed

et Muller.

2.4 Résultats connus, conjecture

Le rayon de recouvrement du code du Reed-Muller du premier ordre est bien connu
pour une dimension m paire : pt,, vaut 2”/2. Pour m impair, on n’a connu longtemps qu’un
encadrement de i, : om/2 < L < 2(m+1)/2 1983, Patterson et Wiedemann [18] ont
montré que l'on peut faire mieux pour Ri5 en exhibant une fonction booléenne telle que
Lo < %\/5 215/2 1ls ont conjecturé que fi,, ~ 2™/?. Remplacons la fonction booléenne ¢

par son exponentielle
B 1 si g(x)=0
)= { —1 si g(x)=1.

~

On définit la transformée de Fourier de f par f(x) = >y f(z)x(x) ol x est un caractere
de V,,,, c’est-a-dire ici un homomorphisme de V,,, dans +1, de telle sorte que S(g) = || f||-
La conjecture de Patterson et Wiedemann se réécrit alors

Conjecture 2.1 Si f décrit Uespace des fonctions de V,, dans {£1}, on a
[1/1lo0

2m2 =1

liminf
m.f



2.4.1 Cas des tores sur R

Ce probleme a un analogue avec les séries de Fourier sur le tore (c’est-a-dire sur le
groupe des nombres complexes de module égal a 1). Remplagons en effet les fonctions
x — (—=1)"" pour v € V,,, qui sont des caracteres de V,, par des caracteres du tore de
la forme 2 — €'** pour s € Z.

La conjecture peut se réécrire

1226 @sn€™ o
Vn
ou as, = 1. Autrement dit, il existerait une suite de polynomes P,(z) et une suite de
nombres positifs ¢, tendant vers zéro tel que pour tout |z| = 1, |P,(z)] < (1 + ¢,)/n, ou
P.(z) =30 gasnz" et a5, = 1.
Ce probleme a été posé par divers auteurs comme J. E. Littlewood [16], et P. Erdos
[10] qui a conjecturé qu’au contraire il existe § > 1 tel que quel que soient I'entier n et le

=1

lim inf

nombre complexe z de module 1, on ait |P,(z)| > §\/n. Kahane ([12]) a résolu le probleme
pour des coeflicients complexes a,, de module 1, mais rien n’a été fait pour le probleme
initial. De plus, Kahane utilise pour résoudre ce probleme des exponentielles de la forme
min*/adonc des exponentielles de formes quadratiques en n, mais dans notre cas elles ne
donnent pas de résultat complet pour les dimensions m impaires. Il fabrique avec cela un
polynéme qui résout presque le probleme. Il ajuste ensuite ce polynéme en utilisant un

€

argument de probabilité.

3 L’espace des fonctions booléennes a une infinité de
variables

Pour étudier asymptotiquement les fonctions booléennes, on aura besoin de la notion
de fonction booléenne a une infinité de variable.

On rappelle que V,,, = F7*. On définit une application de transition entre V,,, et V,, 41
par

Om Vin — Vit
(1,0 xm) —> (T1,...,2m,0)

On définit V,, comme étant la limite inductive des V,, suivant ces application.

Donc V. est isomorphe a IE‘(QN), I’espace des suites infinies d’éléments de Fy presque
tous nuls.

3.1 L’espace ()

On définit 2, comme étant I'ensemble des fonctions de V;, dans {+1}. Un élément
de ,, est ('exponentielle d’) une fonction booléenne sur FJ* : si f et ¢ sont dans €,

fg € Q.

On définit de maniere duale aux ¢,, des applications de transition

Qm—l—l — Qm

fo— flv.

4



ou flv,, est la restriction de f a V,,,, qui envoie (x1,..., ) sur f((21,...,2m,0).
Cette application permet de définir la limite projective

Q =90, =limproj Q, ~ {:I:l}]FgN)

et les applications 7, : Qoo — Q. 0 f— flv,..

On munit cet espace d’une topologie telle que les 7, (1) forment un systeme fonda-
mental de voisinages de l'origine ou 1 est la fonction donnant a tous les points de V,
I'image 1. Il est alors compact.

3.2 L’espace des probabilité ()

On peut munir I'espace € d’une structure de probabilité.
On définit une tribu A,, sur Q,, en prenant pour A,, 'ensemble des parties P(€,,) de
Q... L’espace (1, est muni de la probabilité uniforme.

On définit la tribu A sur  en prenant pour A la o-algebre engendrée par J A,,. On
peut définir une probabilité sur cet espace . Pour chaque f € ,,, la probabilité de
1

I’événement 7! f est donnée par P(m;!f) = 57 ou ¢ = |V,| = 27,

On notera £(X) lespérance d’une variable aléatoire X sur Q ou sur €, :

£(X) = /Q XdpP

3.3 Transformation de Fourier

Notons V,, (resp. \700) I’ensemble des caractere de V;, (resp. V). Le groupe V.,
a topologie discrete, est en dualité avec le groupe V., qui est compact et totalement
discontinu.

La transformation de Fourier est définie sur les fonctions sur V,,, a valeurs complexes :
a f de 'V, dans C, elle fait correspondre f de V), dans C par

Fo) =Y fla)x(z)

TEVm

si x est dans V.

Elle se prolonge aux fonctions sur le groupe V., a valeurs complexes et transforme ces
fonctions en distributions a valeurs complexes sur le groupe dual V... Une distribution
sur espace V.. est une forme linéaire sur I’espace des fonctions complexes localement
constantes sur Vi, cf. Bruhat, [1]. Si p est une fonction test c’est-a-dire une fonction sur
V. qui ne prend qu’un nombre fini de valeurs non nulles, on a

> f@ele) = [ AN

€V <

ou dy est la mesure de Haar de \700, de masse 1. [expression précédente a un sens si 'on
remplace, comme on peut le faire, V,, (et V) par V,,, (et V,,) pour m assez grand.



4 FEtude de || f]|«

La relation de Parseval donne

i= 3 f@)? = [Tt < A

TEVm

donc Hf”oo est supérieur a ,/g. Il est au plus égal a ¢ car

Fol=| X flan@)|<q

TEVm
On va montrer qu’en fait ||f||.. est souvent voisin de /g. On montre d’abord le lemme
suivant.

Lemme 4.1 Si [ désigne une fonction de V,, a valeurs dans {£1}, x un caractére de

Vin, €t X un réel on a
ﬁ_/\4

e? i< E(eAf(X)) < N2

Démonstration —
En effet, exponentielle s’écrit comme un produit :

g(e/\f(X)) = E(e/\ D eV f(x)X(x)) =&( H eAf(QU)X(x))

TEVm

Ecrivons que les variables aléatoires e (#)X(#) sont indépendantes :

&( H e/\f(l’)X(l’)) = H E(e/\f(x)X(x)).

On vérifie que

E(GAf(x)X(x)) = cosh(\).
Comme 1 +u > e"=3% iy >0 on a

22t A’ 22
€2 s§1—|—7§cosh)\§e . (1)

ez 1< e%‘?‘] =(ez" 7)< g(ekf(x)) < eN/2,

4.1 Majoration de ||f||oo

Une variante du théoreme 1 p. 68 du livre de Kahane [12] donne le résultat suivant.

Théoreéme 4.1 Si f est une fonction de V,, dans {1}, et & un réel positif, on a

]_D(HJ?HOO > (2¢(k + log q))lm) < 2e7 ",



Démonstration — R R
Remarquons que || f|lco = f(x) ou — f(x) pour au moins un valeur de y. Donc

Millse < A0 4 =M )
pour au moins un valeur de y et par conséquent
Ml < q/VA(eAf(X) + M0y
d’ou

Y

< (ekllflloo) < ¢ (/A(ekf(x) n e—Af(x))dX) <q (/A(E(eAf(X)) n g(e—kf(x)))dx)
Vm

Vin

par inversion des sommations. D’apres le lemme 4.1

Pt (e/\HJ?Hoo) < 2q (/‘7\ eq/\2/2dX) < 2q€q/\2/2.

Al
g ) =1

€ (exp (M flloo — a¥?*/2 ~ log(24))) < 1.

R

On a donc

ou

ou k est un réel positif :

& (exp ()‘HfHoo —g)\*/2 —log q—li)) < 2e "

Multiplions chaque membre par 2e¢~

Par conséquent
B(exp ()\HfHOO —q\?/2 —log q—/i) > 1) < 2e7"
c’est-a-dire

gqfﬁ) < 2e".

~ 1
P (HfHoo S A2+

. Cela donne le résultat du théoreme.

.. 1/2
Choisissons A\ = (%‘iﬂ)

Corollaire 4.1 On a presque-surement

JE—

hmsup% < +/2log?2

q
ou f déerit l'espace 1.

Démonstration —
On prend xk = nlog(q) avec n > 0 dans le théoreme précédent. On obtient

T 1/2 2
B(mefuoo > (2q(n + 1) log q) ) <=

7



La somme pour m € N s’écrit donc :

52 B (I flle > (2900 + Dogq) ) < o0

meN

D’apres le lemme de Borel-Cantelli (cf. Kahane, [12], § 1.6, par exemple), on en déduit
que, presque-stirement, pour ¢ assez grand on a

— 1/2
|7 flloe < (2007 + 1) log q)

Cette assertion étant valable pour tout n plus grand que 0, on peut faire tendre n vers 0
et on a presque-stirement pour ¢ assez grand

— 1/2
17 flloe < (2qlog q)
donc presque-stirement

lim sup M < V2.
m o y/qlog(q)

Remarque 4.1 En particulier, pour m donné les fonctions booléennes sont en majorité

d’amplitude spectrale inférieure a \/2qlog(q) = ZmTH\/mlog(Z), voir Carlet, qui obtient

ce résultat a Uaide d’approximation de sommes de coefficients binomiauz [4].

4.2 Minoration de ||f||OO

On aura besoin des lemmes suivants.

Lemme 4.2 Si [ désigne une fonction de V,, a valeurs dans {£1}, x et € deux caractéres
de V,,, et X\ un réel, les majorations suivantes sont réalisées :

g(e/\(f(x)-l'f(f))) < { 6/\ ! st X 7£ 5

2N si. y=¢.

Démonstration —
La définition de la transformation de Fourier, permet d’écrire :

£(MT+EN) g(e’ 2w f<x><x<x>+s<x>>)
= & H e/\f(x)(x(x)-l-&(x))): H g(e/\f(x)(x(x)-l—&(x)))

$€Fy wEFy

puisque les variables aléatoire f(x)(y(z)+£&(x)) sont indépendantes pour @ € V,,. D’apres
le lemme 4.1, le dernier produit est égal a

[T cosh(Af(z)(x(z) 4+ &(2)) = J] cosh(A(x(z)+ &(x)))

$€Fy wEFy
< [ @y

wEF?



d’apres la relation (1). Ce dernier terme est égal a

H N OHxE() H N AxE(®) %q H N xE(®)

906]1‘7;" acE]Fm acE]Fm
/\2 .
— evqeA2 Zmem&" x¢(e) = { exzq sioxFL
2XM%q : _
e si y=¢

en utilisant I'annulation de la somme des valeurs des caractéres non triviaux.
On aura également besoin d’une inégalité élémentaire :

Lemme 4.3 5i X est une variable aléatoire de carré intégrable et st 0 < A <1, on a

P(X 2 AE(X)) = (1—))?

Démonstration —
Voir par exemple Kahane [12], § 1.6.

Le théoréeme suivant donne une minoration de la probabilité que Hf”oo soit assez grand.
I1 est inspiré de Salem et Zygmund [19] qui traitent le cas du tore. Voir aussi 'article de

B. Kashin et L. Tsafriri [13].

Théoreme 4.2 Si | désigne une fonction de V,, a valeurs dans {£1}, et si 0 < o < 1
el 0 <n<1—a?, alors il existe une constante B posilive et ne dépendant que de o et n
telle que

Démonstration —
Définissons la variable aléatoire I, = [~ exp(Af(x)). Le lemme 4.1 permet de minorer

E(Ly) -
-~ 224 A4 k2q_/\4q

£1) = [ EepGi) 2 [T =

Vin

De plus
LOO* = [ expT00) [exp0F(€) = | espMF00 + 7))

dott, d’apres le lemme 4.2 précédent

E,007) = [ EexpAF () + 7€)

7
&
< [ ewtan 4 7 [ expizart) = (1 “EED) e

Donc, d’apres I'inégalité du lemme 4.3, si n est un réel positif

e/\2q—2A4q

_ Loy o A2
P([ >q 776 7 q) > (1_(] 77)2 (1+ eXp(qq/\2))eXp(q)\2) > (1—2(] 77)6 2 q(l—iexp(qq ))



si ﬂqqﬁl < 1. Cette condition est satisfaite si on choisit

1 1/2
N o ( qu)
q

avec 0 < a < 1. Ce choix de A permet de calculer e~

20%g .

2 2 2
q q
d’ou

B(1> ) 2 (1= ) (-5 (=) >

pour une certaine constante B si n < 1 — o’

Il est évident que
exp(|fl) 2 [ exp(AT(),
D’ou , ,
P(exp\|fll-c) > 777 77) = P(1, > g 77e T )

L’événement du membre de gauche peut encore s’écrire

- )\q
N flloe > 5 - A%q —nlogq/X

- o
1llee > 5y/alogq — Mg —nlog g/

Majorons le deuxieme terme de cette somme :

3 5 [ logq G 3(10g9)3/2 slog q
g =« ; = o2 =« ; \/qlogq.

Enfin le troisieme terme vaut

/2
log ¢ q !
nlog /) = 128 ( ) Zg\/qlogq

o log ¢

Ou encore

L’événement en question s’écrit donc

11l > (% - g - Of’b%)\/qlogq

ce qui termine la démonstration.

Corollaire 4.2 On a presque-surement

w Tomi =2

ou f décrit les éléments de Uespace ).

10



En effet, en faisant la somme pour m € N des inégalités données par le théoreme
précédent, on obtient

ZB@dGmwﬂg—ﬁ—&%%Jﬁga<z§<m

Q m

Donc, le lemme de Borel-Cantelli nous dit que p.s.

R S

sauf pour un nombre fini de ¢, c’est-a-dire p.s.

17 (F) oo

lim inf S
imin ———
m Vqlog g 2«
On peut faire tendre « vers 1 et n vers 0. On obtient
wPlle o 1
P.S. liminfM > —.
m qlog g 2

5 Etude de || f|.

Reprenons 'idée de D. Newman et J. Byrnes [17]. Ils ont remarqué que, dans le cas
des séries de Fourier sur Z, la norme dans L* de 3, +¢™" avait une expression agréable.
Il en va de méme de || f|4 pour f:V,, — {£1}. On remarque que

1l < 1F e < 11 e (2)

En effet, la premiere inégalité vient de ce que les fonction ]? sont définies sur un espace de
mesure égale a 1. Par conséquent, la conjecture 2.1 implique une conjecture plus faible :

Conjecture 5.1 Si f décrit Uespace des fonctions de V,, dans {£1}, on a

lim inf M =1
m feV,, 2m/2

L’idée d’étudier HfH4 n’est pas nouvelle puisque C. Carlet a proposé d’étudier la non-
linéarité des fonctions booléennes par les moments d’ordre supérieurs de leur transformées
de Fourier [3]. Voir aussi I'article de P. Langevin et P. Solé [15].

5.1 L’expression de ||f]|4

On obtient 'expression simple suivante pour Hﬂh

Lemme 5.1 i f est une fonction de V,,, a valeurs dans +1,

17113 = > fla) fxo) f2z) f(x4)

r1+z2+x3+x4=0

11



Démonstration. —
Décomposons f* et inversons l'ordre de la somme et de I'intégrale :

IfllE = [ Fldy
Vin

2 ) (Zf z2)X( 51?2) (Zf T3)X 3)) (;f(m)x(m)) dy

= > fleg)f(e)f(ws) flza) [ X1+ 2o+ 25+ wg)dy

L1,22,T3,74

= Yoo ) f(a2) f(ws) f(xa)

r1+x2+x3+x4=0

I
(]
'\H
§

3 )

5.1.1 Réécriture de la conjecture 2.1

Décomposons la somme donnée dans le lemme 5.1 :

> flan) flaea) flas) flea) = ¢ + ) > fla) f(zo) f(x3) f(xq)

r1+wo+rs+ws=0 a#0 T1+T2=T3+T4=0

par suite

Z f(%)f(@)f(%)f(%) = Z f(l’l)f(fl?z) Z f($3)f($4)

r1tre=r3tr4=0 r1tre=a r3tr4i=a
2
- (X seasen) 2o
r1+ro=a

Définissons les variables aléatoires a valeurs dans C et dépendant de ¢ dans V,, :

- ( > f<x1>f<xz>)2- (3)

r1+x2=a
D’ou
‘f”4 - q Z X
a#0
aEVm

La conjecture 2.1 se réécrit de la maniere suivante.

Conjecture 5.2 Pour tout ¢ > 0, il existe ¢ non carré et f dans V,, tels que Z X, < ¢’
a#0
ot X, est donné par la formule (3).

On comparera avec le probleme 14.3 dans I'article de Tamas Erdélyi [9].

5.2 Calculs d’espérances

Remarquons que HfH4 est compris entre ¢* et ¢°. En effet, la premicre inégalité Hf”i >
q* vient de I'inéquation 2. Le lemme 5.1 implique d’autre part que HfH4 < q

On peut également déduire du lemme 5.1 le calcul de E(HfH ) et de E(HfH ). On utilise
pour cela les lemmes suivants. Remarquons d’abord que

ENFINY = X E(f(e)flza)flas)f(xa).

r1+x2+ws+w4=0

12



Lemme 5.2 On «a

E(f(x)f(a2) ... f(@:)) = E(f(ws)f(wa) ... f(r))
Dé_mon.stration -
Sixy =y 0ona flx)f(z2)... flz,) = flas)f(za) ... f(ar).

Lemme 5.3 On «a

E(f(ax)flaa)flas)... f(z,)) =0 ou 1.

Lespérance E(f(xy)f(xe)f(xs)... f(x,)) est égale a 1 si et seulement si pour chaque
y € Iy lUensemble des x; égaux a y a un cardinal pair, ¢’est-a-dire si et seulement si il
existe une partition de {xy, 29, 23,...,2,} en couples formés d’éléments égauz.

Démonstration —
L’application successive du lemme précédent permet de se ramener au cas ou tous les
x; sont distincts. Les variables aléatoire f(x;) sont alors indépendantes, donc

ES (@) f(wa) fws) . fl)) = E(f(@1))E(S (22))E(f(5)) .. E(f ().

De plus f(x1) =1 ou — 1 avec la probabilité 1/2. D’ou E(f(x1)) = 0. Donc si tous les a;
sont distincts, E(f(x1)f(x2)f(x3)... f(x,)) = 0 sauf si la suite des x; est vide auquel cas
elle vaut £(1) = 1.

Posons

Elay,...,a.) = Z 5(f(51?1)f(51?1‘|‘a1)---f($r)f($r‘|’a7’))

Lemme 5.4 Si a et les a; sont dans V,,, on a

E(a,a1,...,a,) <2 Y Elay,...,a; +a,...,a,)

1<e<r
Démonstration —
Appliquons le lemme 5.3 :
E(a,ay,...,a,)
= Y f(f@)fa+a)f(e)fle+ar)... fla)flz, +a))

= > E(f(@)f(x +a)f(x)f(x1 +ar) ... flz:) [z, +a)))

T1,%2,-%r  pe{zy,m1+a1,..,Tr,ortar}

Siz = xq1, le lemme 5.2 permet d’écrire

ESf (@) (@ 4+ a)f(@)f(er+ar) .. fla)f(e + a))

= S () [+ ) f) [+ ) () (e + )
E(fler+a)f(er+ar)... fle,)f(a, + a))
= SOt b a).. () e )

en posant t = &1 + ay. Si * = a1 + @y, on a de méme

E(S(2)f(x +a)f(x)f(er + @) ... () f (2, + a.))
— E(f(e0)f(x1 + at a)f(e2)f(as+ as)... fla,)f (e, + )

d’ou le lemme.
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5.2.1 Les espérances de X,, X? X, X,

Proposition 5.1 Si a est un élément non nul de V,,, on a £(X,) = 2q.

Démonstration —
Décomposons E(X,) :

5( ;_ f(flfl)f(fliz)) = 5( 2 fla)f :1?1-|-6l))
= E(f(x) far+a)f(x2) f(x2 + a))

T1,T2

Les valeurs de (w1, x2) qui rendent € (f(x1)f(2y + a)f(x2)f(x2 + a)) égale a 1 sont xq =

xa, et vy = 23+ a. Il y en a ¢ dans les deux cas. D’ou la proposition.
Proposition 5.2 Si a est un élément non nul de V,,, on a E(X?2) < 124>

Démonstration —
Décomposons X, X, :

XX, = (Zf() :z:—l—a) (Zf :L'—I—a)

_ (Zf :1;—|—a)(zy:fy y+a)(2f Z+a)(zt:f(t)f(t+a))
= > f@) @+ f@)fy+a)f(2)f(z+a) f(1) [t +a)

x7y7z7t

D’ou, d’apres le lemme 5.4

>, Ef @) f(x+a)f(w)fly+a)f(2)f(z+a)f(t)f(t + a))

.Y, 2,

Ela,a,a,a)
2FE(0,a,a) + 2FE(a,0,a) + 2F(a,a,0)
6qFE(a,a)

E(X)

A

d’apres le lemme 5.2. Ce dernier terme vaut 12¢* d’apres la proposition 5.1.

Proposition 5.3 Sia et b sont des éléments non nuls et distincts de Vy,,, on a E(X, Xp) <
4q¢* 4 32q.

Démonstration —
Décomposons X, X :

XX, - (;f(:z:)f(era) (Zf x—l—b)2

= (ijf(x)f(ﬁa ) (Zyjf y)fly+a) ) (Zf z—l—b) (Zt:f(t)f(t—l—b))
= > f@)f(z+a)f(y)fly+a)f(z)f(z+b)f() f(t +b)

x7y7z7t
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On a donc d’apres de lemme 5.3

Y E(f(@)f(x+a)f(y)fly+a)f(z)f(z+D)f(t)f(t +b))

z,Y,2,t

FE(a,a,b,b)

2FE(0,0,0) + 2FE(a,b+ a,b) + 2FE(a,b,b+ a)
2FE(0,0,0) + 4FE(a,b+ a,b)

E(X.Xp)

A

en utilisant ’égalité F(a,b+ a,b) = F(a,b,b+ a). En utilisant le lemme 5.2, on obtient
E(XoXp) < 2¢E(b,b)+4F(a,b+ a,b)

La premiere somme est calculée dans da proposition 5.1. Calculons la deuxieme somme,
en utilisant le lemme 5.4.

E(a,b+a,b) <2FE(b,b) +2E(b+ a,b+ a) =8¢
d’apres la proposition 5.1.

5.2.2 Espérances de ||f||! et ||
Proposition 5.4 Si f est une fonction de V,, dans {£1}, E(||f||%) = 3¢* — 2q.

Démonstration —
En effet R
£l =a"+ > X,
a#0
Donc

ENIFIID =*+ > E(Xa) = ¢ +2q(¢ — 1)
a#0

Proposition 5.5 Si f est une fonction de V,, dans {£1}, E(||f||3) < 64¢—100¢% 4 28¢° +
9q*.

Démonstration —
On a
1A = (¢ + > X.)*
a#0
= q4—|—2q22Xa—|-ZX3‘|‘ Z Xo Xy
a#0 a#0 0Z£a#b#£0
Donc
ENFID = ¢'+20 Y X))+ D X+ Y E(X.X,)
a#0 a#0 0Z£a#b#£0
¢+ 2¢* (g — 1)2g + 12¢°(q — 1) + (g — 1)(q — 2)(4¢* + 329)

(IVAN

64q — 100¢* + 28¢° + 9¢*
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5.3 Inégalités sur || f]|}

Proposition 5.6 Si [ est une fonction de 'V, dans {£1}, et t un réel positif,
14 2 4
¢’ q t*q

Démonstration —
La variance de || f]|] vérifie, d’aprés le paragraphe 5.2.2 précédent

var([lf]13) = E(IFIE) = EQNTID? < 64g — 1044” + 40¢°

Donc en appliquant I'inégalité de Bienaymé-Tchebicheff (Voir par exemple Kahane
[12], § 1.6.)

) var(HfH ) 64q — 104¢* + 40¢°

2

2|11 = 71| =

u? u
pour u > 0. En remplacant u par ¢*¢, on obtient :

64q — 104¢* 4 404> _ 40
q4t2 - t2q

B(\Hf!\i —~3¢> +2q| > qzt) <

d’ou le résultat.

5.4 Etude asymptotique de ||f||4

Pour presque tout f appartenant a €, % a une limite donnée par le corollaire

suivant.
Corollaire 5.1 Si f € Q, on a presque surement

Hﬁme4 1/4
lim —m =3

Démonstration —
Faisons la somme pour m € N des inégalités données par la proposition précédente :

ZP( Hﬁme4

par conséquent, le lemme de Borel-Cantelli dit que, pout ¢ donné, on a presque surement

2 40
— 34+ -2t < —
+q‘_)_;t2q<oo

t 2 2
Irafll 2]
q q

sauf peut-étre pour un nombre fini de ¢. Par conséquent, on a presque surement

TTr4
o o
m q

=3
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5.5 Résultats asymptotiques
5.5.1 Convergence de la loi de la variable aléatoire éXa

On notera
Ox(u) =& (expliuX))
la fonction caractéristique d’une variable aléatoire X.
Proposition 5.7 La distribution de ﬁ (erﬂz;n fla)fle+ a)) converge en loi vers la dis-
tribution gaussienne d’espérance nulle et de variance 2 quand q tend vers l'infini.

Démonstration —
Soit H I’hyperplan de l'espace vectoriel FJ' orthogonal a a. Les variables aléatoires
f(z)f(x + a) sont indépendantes pour @ € H et on a

\/La(wggmf(x)f(x—l—a) :ﬂ(m%f :l:—l-a)

Le développement de Taylor de ® f(,)s(y44) @ l'origine est donné par

oy petray(w) = 1+ iwE(f(a)f(z +a)) = E(f(x)f(x + a) f(z)f(x + a))/2 + o(u?)
= 1- u2/2 + 0(u2)

dans un voisinage de l'origine. Donc

108 @ 4(2) f(atay (1) = —? /2 + o(u?)

dans un voisinage V de l'origine.
Posons

S—Zf flz+a)

zeH

et soit @s ) g(u) =& (exp(iuSq/\/a) la fonction caractéristique de 5,/,/q. On a
s,/ a(u) = & (exp(iudy//q) = & (exp(iSqu//q) = Ps,(u/\/q)

Ecrivons que les variables aléatoires f(x)f(x + a) sont indépendantes pour x € H :
s, (u/vVa) = ]I ®r s u/Va)
zeH
d’ou

log (I)Sq(u/\/@ = Z log (I)f f(z+a) (u/\/_)

= > (—u*/2q+o(u*/q))
= —u’/4 4 qo(v*/q)

des que g est assez grand pour que u/,/q soit dans le voisinage V de 0. Par conséquent,
quand ¢ tend vers I'infini, la fonction caractéristique @5 ; 7 tend vers exp(—u*/4), donc
vers la fonction caractéristique d’une loi normale centrée, de variance 1/2.

La distribution de ﬁ (erﬂz;n fla)flxe+ a)) égale a 2.5,/,/q converge donc en loi vers
une loi normale centrée, de variance 2.

Posons Y, = 1 X,.
9
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Proposition 5.8 La distribution de Y, = éXa converge en loi vers la distribution de
densité

1

—l’/41
9 /_7'['1'6 (z>0)-
Démonstration — )
En effet, la variable Y, est égale a (ﬁ (Zl,e(ﬂz';n) fla)flxe+ a))) , et le carré d’une

distribution gaussienne d’espérance nulle et de variance 2 est une variable aléatoire de
densité |
e~/

SN (z>0)-
5.5.2 Le théoréme de Gartner-Ellis

Il s’agit, comme le le théoreme de Cramer, d’un théoreme concernant une évaluation
des grandes déviations d’une variable aléatoire. On pourra se référer a J. Bucklew [2] ou
a A. Dembo et O. Zeitouni [8].

On a

R 1

SIfli-1==-3_Y.

q 4420
On a vu que les variables aléatoires Y, avaient presque la méme distribution. Si elles
étaient indépendantes, on pourrait résoudre la conjecture 2.1 en utilisant le théoreme de
Cramer, qui donne une évaluation des grandes déviations pour des variables aléatoire
indépendantes et équidistribuées.

Mais cela n’est pas le cas ici. Le théoreme de Gartner-Ellis peut peut-étre s’appliquer,
mais il faut vérifier un certain nombre d’hypotheses. Définissons

Pg(u) = %log E (exp (UZ Ya))

a#0

Supposons que ¢(u) = lim,_e ¢d4(u) existe pour tout u € R (prenant éventuellement des
valeurs infinies) et soit différentiable sur 'ensemble Dy, = {u | ¢(u) < co}.
Soit aussi

I(x) = sup(ue — d(u))
et
¢'(Dy) ={¢(u) | u € Dy}

Le théoreme de Gartner-Ellis implique

limsupllogB (EZYa < 6) < —inf I(x)
q

g—=co  ( a0 z<e

Comme pour ¢ carré, il existe des fonctions courbes, la probabilité que ||f||3 = ¢* est
supérieure a 27, donc

log2 < —inf I(x)

r<€e
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Mais si |0, €[C ¢'(Dy), le théoreme de Gértner-Ellis implique

e )
hggglf;logﬂ( ZYa<e) Z—glgfg](il?)

1
q a#0

On en déduirait que pour € donné, pour tout ¢ assez grand, il existe f tel que

1 .
?Hfﬂi—1<€

donc tel que

1 N
—[flla—1<e
NG
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