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R�esum�e

L'amplitude spectrale des fonctions bool�eennes sur l'ensemble Fm2 , li�ee �a leur non-

lin�earit�e, est comprise entre 2m=2 et 2m. On montre dans cet article que la valeur

moyenne de cette amplitude spectrale est de l'ordre de 2m=2
p
m. De plus, on dis-

cute une conjecture suivant laquelle le minimum de cette amplitude spectrale s'ap-

procherait autant qu'on le veut de 2m=2.

Abstract

Boolean functions on the space Fm2 are not only important in the theory of error-

correcting codes, but also in cryptography, where they occur in private key systems.

In these two cases, the nonlinearity of these function is a main concept. In this

article, I show that the spectral amplitude of boolean functions, which is linked to

their nonlinearity, is of the order of 2m=2
p
m in mean, whereas its range is bounded

by 2m=2 and 2m. Moreover I examine a conjecture of Patterson et Wiedemann saying

that the minimum of this spectral amplitude is as close as desired to 2m=2. I also

study a weaker conjecture about the moments of order 4 of their Fourier transform.

This article is inspired by works of Salem, Zygmund, Kahane and others about the

related problem of real polynomials with random coe�cients.

Mots cl�es : rayon de recouvrement, code correcteur d'erreur, cryptographie, non-
lin�earit�e, fonction bool�eenne, polynôme al�eatoire, transformation de Fourier.

1 Introduction

Les fonctions bool�eennes sur l'espace Fm2 interviennent aussi bien dans la th�eorie des

codes correcteurs d'erreurs (par exemple dans les codes de Reed-Muller) qu'en cryptogra-
phie pour r�ealiser des syst�emes de chi�rement �a clef secr�ete.

Dans ces deux cas, des propri�et�es des syst�emes ainsi construits d�ependent de la non-

lin�earit�e d'une fonction bool�eenne, concept d�e�ni plus bas (x 2.3). La non-lin�earit�e est
li�ee au rayon de recouvrement des codes de Reed-Muller (voir le m�emoire d'habilitation

de Langevin [14]). C'est aussi un param�etre cryptographique important (cf. l'article de
F. Chabaud et S. Vaudenay [6] et la th�ese de Caroline Fontaine [11] ou l'article r�ecent de

C. Carlet [4]).

1



Il est utile de pouvoir disposer de fonction bool�eennes ayant la plus grande non-lin�earit�e

possible. Ces fonctions ont �et�e �etudi�ees dans le cas o�u m est pair, sous le nom de fonctions

\courbes" (cf. Dillon [7]). Le degr�e de non-lin�earit�e est alors bien connu, on sait construire
plusieurs s�eries de fonctions courbes, mais on ne connâ�t pas encore ni leur nombre, ni leur

classi�cation (cf. les travaux de Carlet, en particulier l'article de C. Carlet et P. Guillot,

[5]).

Dans le cas o�u m est impair, la situation est bien di��erente. On ne connâ�t la valeur

de la non-lin�earit�e maximale que pour quelques valeurs de m, et on n'a qu'une conjecture

pour les autres valeurs.
Le probl�eme de la recherche du maximumdu degr�e de non-lin�earit�e revient �a minimiser

la transform�ee de Fourier de fonctions bool�eennes. C'est un probl�eme analogue aux s�eries

de Fourier sur un tore, o�u l'on cherche �a minimiser la transform�ee de Fourier des fonctions

sur Zprenant les valeurs �1 pour un ensemble �ni (et 0 ailleurs) , ou bien on cherche �a

minimiser les valeurs des polynômes �a coe�cient�1 (polynômes al�eatoires) sur l'ensemble
des nombres complexes de module 1.

Dans cet article, on s'inspire des travaux de Salem et Zygmund [19] et de Kahane [12]

sur les polynômes al�eatoires, en les transposant sur les fonctions bool�eennes. On trouve

ainsi une �evaluation de la moyenne des normes dans L1 des transform�ees de Fourier des
fonctions bool�eennes, qui n'est pas trop loin de sa valeur minimale th�eorique, 2m=2. Cela
donne une �evaluation de la moyenne des degr�es de non-lin�earit�e de ces fonctions. On

retrouve ainsi que les fonctions bool�eennes ont en majorit�e une grande non-lin�earit�e, un
r�esultat mis en �evidence r�ecemment par C. Carlet [4].

De plus, en transposant une �etude de D. Newman et J. Byrnes [17] sur les normes dans
L4 des polynômes, nous avons �et�e amen�es �a �etudier une conjecture sur la norme dans L4

des transform�ee de Fourier de fonctions bool�eennes.

2 Pr�eliminaires

2.1 Fonctions bool�eennes

Soit m un entier positif et q = 2m.

D�e�nition 2.1 Une fonction bool�eenne �a m variables est une application de l'espace

Vm = (F2)
m dans F2 .

Une fonction bool�eenne est lin�eaire si c'est une forme lin�eaire sur l'espace vectoriel
(F2)

m. Elle est dite a�ne si elle est �egale �a une fonction lin�eaire �a une constante pr�es.

2.2 Rayon de recouvrement du code du Reed-Muller du premier

ordre et amplitude spectrale

D�e�nition 2.2 L'amplitude spectrale de la fonction bool�eenne g est �egale �a

S(g) = sup
v2Vm

j X
x2Vm

(�1)(g(x)+v�x)j

o�u v � x note le produit scalaire usuel dans Vm. C'est le maximum de la transform�ee de

Fourier de (�1)g.
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Cette amplitude spectrale est reli�ee au rayon de recouvrement du code du Reed-Muller.

En e�et, un code de Reed et Muller Rm d'ordre 1 sur Vm est l'espace vectoriel des

fonctions bool�eennes a�nes sur Vm. Le rayon de recouvrement rm du code est le plus petit
entier tel que chaque vecteur de longueur 2m (c'est �a dire chaque fonction Vm ! F2) est

�a une distance (de Hamming) d'un mot de code de Rm au plus �egale �a rm. On v�eri�e que

rm = 2m�1 � 1

2
�m o�u �m = inf

g
S(g)

o�u g est une fonction Vm ! F2 et o�u S(g) est l'amplitude spectrale de la fonction g.

2.3 Non-lin�earit�e

D�e�nition 2.3 On appelle degr�e de non-lin�earit�e d'une fonction bool�eenne g �a m vari-

ables et on le note nl(g) la distance qui la s�epare de l'ensemble des fonctions a�nes �a m

variables :

nl(g) = min
h a�ne

d(g; h)

o�u d est la distance de Hamming.

Proposition 2.1 Soit g une fonction bool�eenne �a m variables. Son degr�e de non-lin�earit�e

est �egal �a

nl(g) = 2m�1 � 1

2
S(g)

D�emonstration {
C'est la même d�emonstration que pour le rayon de recouvrement d'un code de Reed

et Muller.

2.4 R�esultats connus, conjecture

Le rayon de recouvrement du code du Reed-Muller du premier ordre est bien connu
pour une dimensionm paire : �m vaut 2m=2. Pourm impair, on n'a connu longtemps qu'un
encadrement de �m : 2m=2 � �m � 2(m+1)=2. En 1983, Patterson et Wiedemann [18] ont

montr�e que l'on peut faire mieux pour R15 en exhibant une fonction bool�eenne telle que
�m � 27

32

p
2 215=2. Ils ont conjectur�e que �m � 2m=2. Rempla�cons la fonction bool�eenne g

par son exponentielle

f(x) =

(
1 si g(x) = 0

�1 si g(x) = 1:

On d�e�nit la transform�ee de Fourier de f par bf(�) = P
Vm

f(x)�(x) o�u � est un caract�ere

de Vm, c'est-�a-dire ici un homomorphisme de Vm dans �1, de telle sorte que S(g) = k bfk1.
La conjecture de Patterson et Wiedemann se r�e�ecrit alors

Conjecture 2.1 Si f d�ecrit l'espace des fonctions de Vm dans f�1g, on a

lim
m

inf
f

k bfk1
2m=2

= 1
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2.4.1 Cas des tores sur R

Ce probl�eme a un analogue avec les s�eries de Fourier sur le tore (c'est-�a-dire sur le

groupe des nombres complexes de module �egal �a 1). Rempla�cons en e�et les fonctions

x 7�! (�1)v�x pour v 2 Vm, qui sont des caract�eres de Vm par des caract�eres du tore de

la forme x 7�! e
isx pour s 2Z.

La conjecture peut se r�e�ecrire

lim
n
inf

kPn

0 as;ne
isxk1p

n
= 1

o�u as;n = �1. Autrement dit, il existerait une suite de polynômes Pn(z) et une suite de

nombres positifs �n tendant vers z�ero tel que pour tout jzj = 1, jPn(z)j � (1 + �n)
p
n, o�u

Pn(z) =
P

n

s=0 as;nz
m et as;n = �1.

Ce probl�eme a �et�e pos�e par divers auteurs comme J. E. Littlewood [16], et P. Erd�os
[10] qui a conjectur�e qu'au contraire il existe � > 1 tel que quel que soient l'entier n et le

nombre complexe z de module 1, on ait jPn(z)j � �
p
n. Kahane ([12]) a r�esolu le probl�eme

pour des coe�cients complexes as;n de module 1, mais rien n'a �et�e fait pour le probl�eme

initial. De plus, Kahane utilise pour r�esoudre ce probl�eme des exponentielles de la forme
e
�in

2
=a, donc des exponentielles de formes quadratiques en n, mais dans notre cas elles ne

donnent pas de r�esultat complet pour les dimensions m impaires. Il fabrique avec cela un
polynôme qui r�esout presque le probl�eme. Il ajuste ensuite ce polynôme en utilisant un

argument de probabilit�e.

3 L'espace des fonctions bool�eennes �a une in�nit�e de

variables

Pour �etudier asymptotiquement les fonctions bool�eennes, on aura besoin de la notion
de fonction bool�eenne �a une in�nit�e de variable.

On rappelle que Vm = F
m

2 . On d�e�nit une application de transition entre Vm et Vm+1

par
�m : Vm �! Vm+1

(x1; : : : ; xm) 7�! (x1; : : : ; xm; 0)

On d�e�nit V1 comme �etant la limite inductive des Vm suivant ces application.

Donc V1 est isomorphe �a F
(N)
2 , l'espace des suites in�nies d'�el�ements de F2 presque

tous nuls.

3.1 L'espace 


On d�e�nit 
m comme �etant l'ensemble des fonctions de Vm dans f�1g. Un �el�ement
de 
m est (l'exponentielle d') une fonction bool�eenne sur Fm2 : si f et g sont dans 
m,

fg 2 
m.

On d�e�nit de mani�ere duale aux �m des applications de transition


m+1 �! 
m

f 7�! f jVm
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o�u f jVm est la restriction de f �a Vm, qui envoie (x1; : : : ; xm) sur f((x1; : : : ; xm; 0).

Cette application permet de d�e�nir la limite projective


 = 
1 = limproj 
n ' f�1gF(N)2

et les applications �n : 
1 �! 
n : f 7�! f jVm.
On munit cet espace d'une topologie telle que les ��1

n
(1) forment un syst�eme fonda-

mental de voisinages de l'origine o�u 1 est la fonction donnant �a tous les points de Vm

l'image 1. Il est alors compact.

3.2 L'espace des probabilit�e 


On peut munir l'espace 
 d'une structure de probabilit�e.
On d�e�nit une tribu Am sur 
m en prenant pour Am l'ensemble des parties P(
m) de


m. L'espace 
m est muni de la probabilit�e uniforme.

On d�e�nit la tribu A sur 
 en prenant pour A la �-alg�ebre engendr�ee par
SAm. On

peut d�e�nir une probabilit�e sur cet espace 
. Pour chaque f 2 
m, la probabilit�e de
l'�ev�enement ��1

m
f est donn�ee par P(��1

m
f) = 1

2q
o�u q = jVmj = 2m.

On notera E(X) l'esp�erance d'une variable al�eatoire X sur 
 ou sur 
m :

E(X) =
Z


XdP

3.3 Transformation de Fourier

Notons bVm (resp. bV1) l'ensemble des caract�ere de Vm (resp. V1). Le groupe V1,
�a topologie discr�ete, est en dualit�e avec le groupe bV1 qui est compact et totalement
discontinu.

La transformation de Fourier est d�e�nie sur les fonctions sur Vm �a valeurs complexes :
�a f de Vm dans C , elle fait correspondre b

f de bVm dans C par

b
f(�) =

X
x2Vm

f(x)�(x)

si � est dans bVm.
Elle se prolonge aux fonctions sur le groupe V1 �a valeurs complexes et transforme ces

fonctions en distributions �a valeurs complexes sur le groupe dual bV1. Une distribution
sur l'espace bV1 est une forme lin�eaire sur l'espace des fonctions complexes localement

constantes sur bV1, cf. Bruhat, [1]. Si � est une fonction test c'est-�a-dire une fonction sur

V1 qui ne prend qu'un nombre �ni de valeurs non nulles, on a

X
x2V1

f(x)�(x) =
Z
bV1 b

f (�)b�(�)d�
o�u d� est la mesure de Haar de bV1, de masse 1. L'expression pr�ec�edente a un sens si l'on

remplace, comme on peut le faire, V1 (et bV1) par Vm (et bVm) pour m assez grand.
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4 Etude de kcfk1
La relation de Parseval donne

q =
X
x2Vm

f(x)2 =
Z b
f(�)2d� � k bfk21

donc k bfk1 est sup�erieur �a
p
q. Il est au plus �egal �a q car

j bf(�)j = ��� X
x2Vm

f(x)�(x)
��� � q:

On va montrer qu'en fait k bfk1 est souvent voisin de
p
q. On montre d'abord le lemme

suivant.

Lemme 4.1 Si f d�esigne une fonction de Vm �a valeurs dans f�1g, � un caract�ere de

Vm, et � un r�eel on a

e
�
2
q

2
��4q � E(e�bf(�)) � e

q�
2
=2

D�emonstration {

En e�et, l'exponentielle s'�ecrit comme un produit :

E(e�bf(�)) = E(e�
P

x2Vm
f(x)�(x)) = E(

Y
x2Vm

e
�f(x)�(x))

Ecrivons que les variables al�eatoires e�f(x)�(x) sont ind�ependantes :

E( Y
x2Vm

e
�f(x)�(x)) =

Y
x2Vm

E(e�f(x)�(x)):

On v�eri�e que

E(e�f(x)�(x)) = cosh(�):

Comme 1 + u > e
u� 1

2
u
2

si u > 0 on a

e
�
2

2
��

4

8 � 1 +
�
2

2
� cosh� � e

�
2
=2
: (1)

d'o�u

e
�
2
q

2
��4q � e

�
2
q

2
��

4
q

8 = (e
�
2

2
��

4

8 )q � E(e�bf(�)) � e
q�

2
=2
:

4.1 Majoration de k bfk1
Une variante du th�eor�eme 1 p. 68 du livre de Kahane [12] donne le r�esultat suivant.

Th�eor�eme 4.1 Si f est une fonction de Vm dans f�1g, et � un r�eel positif, on a

P
�
k bfk1 � (2q(�+ log q))

1=2
�
� 2e��:
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D�emonstration {

Remarquons que k bfk1 = b
f (�) ou � b

f(�) pour au moins un valeur de �. Donc

e
�kbfk1 � e

�bf(�) + e
��bf(�)

pour au moins un valeur de � et par cons�equent

e
�kbfk1 � q

Z
cVm(e�bf(�) + e

��bf(�))d�
d'o�u,

E
�
e
�kbfk1� � qE

�Z
cVm(e�bf(�) + e

��bf(�))d�� � q

�Z
cVm(E(e�bf(�)) + E(e��bf(�)))d�

�

par inversion des sommations. D'apr�es le lemme 4.1

E
�
e
�kbfk1� � 2q

�Z
cVm e

q�
2
=2
d�

�
� 2qeq�

2
=2
:

On a donc

E
0@ e

�kbfk1
2qeq�2=2

1A � 1

ou

E
�
exp

�
�k bfk1 � q�

2
=2 � log(2q)

��
� 1:

Multiplions chaque membre par 2e�� o�u � est un r�eel positif :

E
�
exp

�
�k bfk1 � q�

2
=2 � log q��

��
� 2e��:

Par cons�equent

P

�
exp

�
�k bfk1 � q�

2
=2 � log q��

�
� 1

�
� 2e��

c'est-�a-dire

P

 
k bfk1 � q�=2 +

log q + �

�

!
� 2e��:

Choisissons � =
�
2�+2 log q

q

�1=2
. Cela donne le r�esultat du th�eor�eme.

Corollaire 4.1 On a presque-sûrement

lim sup
q

k d
�m(f)k1
2m=2

p
m

�
q
2 log 2

o�u f d�ecrit l'espace 
.

D�emonstration {
On prend � = � log(q) avec � > 0 dans le th�eor�eme pr�ec�edent. On obtient

P

�
kd�mfk1 �

�
2q(� + 1) log q

�1=2� � 2

q�
:
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La somme pour m 2 N s'�ecrit donc :

X
m2N

P

�
kd�mfk1 �

�
2q(� + 1) log q

�1=2�
<1

D'apr�es le lemme de Borel-Cantelli (cf. Kahane, [12], x 1.6, par exemple), on en d�eduit

que, presque-sûrement, pour q assez grand on a

kd�mfk1 <

�
2q(� + 1) log q

�1=2
Cette assertion �etant valable pour tout � plus grand que 0, on peut faire tendre � vers 0

et on a presque-sûrement pour q assez grand

kd�mfk1 � (2q log q)
1=2

donc presque-sûrement

lim sup
m

kd�mfk1q
q log(q)

�
p
2:

Remarque 4.1 En particulier, pour m donn�e les fonctions bool�eennes sont en majorit�e

d'amplitude spectrale inf�erieure �a
q
2q log(q) = 2

m+1
2

q
m log(2), voir Carlet, qui obtient

ce r�esultat �a l'aide d'approximation de sommes de coe�cients binomiaux [4].

4.2 Minoration de k bfk1
On aura besoin des lemmes suivants.

Lemme 4.2 Si f d�esigne une fonction de Vm �a valeurs dans f�1g, � et � deux caract�eres

de Vm, et � un r�eel, les majorations suivantes sont r�ealis�ees :

E(e�(bf(�)+bf(�))) � (
e
�2q si � 6= �

e
2�2q si � = � :

D�emonstration {
La d�e�nition de la transformation de Fourier, permet d'�ecrire :

E(e�(bf(�)+bf(�))) = E(e�
P

x2Fm

2

f(x)(�(x)+�(x))
)

= E( Y
x2Fm2

e
�f(x)(�(x)+�(x))) =

Y
x2Fm2

E(e�f(x)(�(x)+�(x)))

puisque les variables al�eatoire f(x)(�(x)+�(x)) sont ind�ependantes pour x 2 Vm. D'apr�es
le lemme 4.1, le dernier produit est �egal �aY

x2Fm2

cosh(�f(x)(�(x) + �(x))) =
Y

x2Fm2

cosh(�(�(x) + �(x)))

�
Y

x2Fm2

e
�
2(�(x)+�(x))2=2
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d'apr�es la relation (1). Ce dernier terme est �egal �aY
x2Fm2

e
�
2(1+��(x)) =

Y
x2Fm2

e
�
2

e
�
2
��(x) = e

�
2
q
Y

x2Fm2

e
�
2
��(x)

= e
�2q

e
�
2
P

x2Fm

2
��(x)

=

(
e
�
2
q si � 6= �

e
2�2q si � = �

en utilisant l'annulation de la somme des valeurs des caract�eres non triviaux.

On aura �egalement besoin d'une in�egalit�e �el�ementaire :

Lemme 4.3 Si X est une variable al�eatoire de carr�e int�egrable et si 0 < � < 1, on a

P
�
X � �E(X)

�
� (1� �)2

E2(X)

E(X2)
:

D�emonstration {

Voir par exemple Kahane [12], x 1.6.

Le th�eor�eme suivant donne une minoration de la probabilit�e que k bfk1 soit assez grand.
Il est inspir�e de Salem et Zygmund [19] qui traitent le cas du tore. Voir aussi l'article de
B. Kashin et L. Tsafriri [13].

Th�eor�eme 4.2 Si f d�esigne une fonction de Vm �a valeurs dans f�1g, et si 0 < � < 1

et 0 < � < 1 � �
2, alors il existe une constante B positive et ne d�ependant que de � et �

telle que

P

 
k bfk1 >

��
2
� �

�
� �

3 log q

q

�q
q log q

!
> 1� B

q�

D�emonstration {

D�e�nissons la variable al�eatoire Iq =
RcVm exp(� bf (�)). Le lemme 4.1 permet de minorer

E(Iq) :
E(Iq) =

Z
cVm E(exp(� bf (�))) �

Z
cVm e

�
2
q

2
��4q = e

�
2
q

2
��4q

De plus

Iq(�)
2 =

Z
cVm exp(� bf (�)) Z

�

exp(� bf (�)) = Z
�;�

exp(�( bf(�) + b
f(�)))

d'o�u, d'apr�es le lemme 4.2 pr�ec�edent

E(Iq(�)2) =
Z
�;�

E(exp(�( bf (�) + b
f (�))))

�
Z
�;�

exp(q�2) +
1

q

Z
�

exp(2q�2) =
�
1 +

exp(q�2)

q

�
exp(q�2)

Donc, d'apr�es l'in�egalit�e du lemme 4.3, si � est un r�eel positif

P
�
Iq > q

��
e
�
2
q

2
��4q

�
� (1�q

��)2
e
�2q�2�4q�

1 + exp(q�2)

q

�
exp(q�2)

� (1�2q��)e�2�
4
q

�
1� exp(q�2)

q

�
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si exp(q�2)

q
< 1. Cette condition est satisfaite si on choisit

� = �

 
log q

q

!1=2

avec 0 < � < 1. Ce choix de � permet de calculer e�2�
4
q :

2�4q = 2�4

 
log q

q

!2

q = 2�4 (log q)
2

q
< 2

(log q)
2

q

d'o�u

P
�
Iq > q

��
e
�
2
q

2
��4q

�
�
�
1 � 2

q�

��
1� 2

(log q)2

q

��
1 � q

�
2�1
�
>

�
1 � B

q�

�
pour une certaine constante B si � < 1 � �

2.

Il est �evident que

exp(�k bfk1) � Z
cVm exp(� bf(�)):

D'o�u

P
�
exp(�k bfk1) > q

��
e
�
2
q

2
��4q

�
� P

�
Iq > q

��
e
�
2
q

2
��4q

�
L'�ev�enement du membre de gauche peut encore s'�ecrire

k bfk1 >
�q

2
� �

3
q � � log q=�

Ou encore

k bfk1 >
�

2

q
q log q � �

3
q � � log q=�

Majorons le deuxi�eme terme de cette somme :

�
3
q = �

3

 
log q

q

!3=2

q = �
3 (log q)

3=2

q1=2
= �

3 log q

q

q
q log q:

En�n le troisi�eme terme vaut

� log q=� =
� log q

�

 
q

log q

!1=2

=
�

�

q
q log q

L'�ev�enement en question s'�ecrit donc

k bfk1 >

��
2
� �

�
� �

3 log q

q

�q
q log q

ce qui termine la d�emonstration.

Corollaire 4.2 On a presque-sûrement

lim inf
m

k d
�m(f)k1
2m=2

p
m

� log 2

2

o�u f d�ecrit les �el�ements de l'espace 
.
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En e�et, en faisant la somme pour m 2 N des in�egalit�es donn�ees par le th�eor�eme

pr�ec�edent, on obtient

X
m

P

�
k d
�m(f)k1 <

��
2
� �

�
� �

3 log q

q

�q
q log q

�
<

X
m

B

q�
<1

Donc, le lemme de Borel-Cantelli nous dit que p.s.

k d
�m(f)k1 >

��
2
� �

�
� �

3 log q

q

�q
q log q

sauf pour un nombre �ni de q, c'est-�a-dire p.s.

lim inf
m

k d
�m(f)k1p
q log q

>
�

2
� �

�

On peut faire tendre � vers 1 et � vers 0. On obtient

p:s: lim inf
m

k d
�m(f)k1p
q log q

� 1

2
:

5 Etude de kcfk4
Reprenons l'id�ee de D. Newman et J. Byrnes [17]. Ils ont remarqu�e que, dans le cas

des s�eries de Fourier sur Z, la norme dans L4 de
P

n�eint avait une expression agr�eable.

Il en va de même de k bfk4 pour f : Vm ! f�1g. On remarque que

k bfk2 � k bfk4 � k bfk1: (2)

En e�et, la premi�ere in�egalit�e vient de ce que les fonction b
f sont d�e�nies sur un espace de

mesure �egale �a 1. Par cons�equent, la conjecture 2.1 implique une conjecture plus faible :

Conjecture 5.1 Si f d�ecrit l'espace des fonctions de Vm dans f�1g, on a

lim
m

inf
f2Vm

k bfk4
2m=2

= 1

L'id�ee d'�etudier k bfk4 n'est pas nouvelle puisque C. Carlet a propos�e d'�etudier la non-
lin�earit�e des fonctions bool�eennes par les moments d'ordre sup�erieurs de leur transform�ees

de Fourier [3]. Voir aussi l'article de P. Langevin et P. Sol�e [15].

5.1 L'expression de k bfk4
On obtient l'expression simple suivante pour k bfk4.

Lemme 5.1 Si f est une fonction de Vm �a valeurs dans �1,

k bfk44 = X
x1+x2+x3+x4=0

f(x1)f(x2)f(x3)f(x4)

11



D�emonstration. {

D�ecomposons bf4 et inversons l'ordre de la somme et de l'int�egrale :

k bfk44 =
Z
bVm b

f
4
d�

=
Z
bVm
0@X

Vm

f(x1)�(x1)

1A0@X
Vm

f(x2)�(x2)

1A0@X
Vm

f(x3)�(x3)

1A0@X
Vm

f(x4)�(x4)

1A d�

=
X

x1;x2;x3;x4

f(x1)f(x2)f(x3)f(x4)
Z
bVm �(x1 + x2 + x3 + x4)d�

=
X

x1+x2+x3+x4=0

f(x1)f(x2)f(x3)f(x4)

5.1.1 R�e�ecriture de la conjecture 2.1

D�ecomposons la somme donn�ee dans le lemme 5.1 :X
x1+x2+x3+x4=0

f(x1)f(x2)f(x3)f(x4) = q
2 +

X
a6=0

X
x1+x2=x3+x4=a

f(x1)f(x2)f(x3)f(x4)

par suite X
x1+x2=x3+x4=a

f(x1)f(x2)f(x3)f(x4) =
X

x1+x2=a

f(x1)f(x2)
X

x3+x4=a

f(x3)f(x4)

=

 X
x1+x2=a

f(x1)f(x2)

!2

� 0

D�e�nissons les variables al�eatoires �a valeurs dans C et d�ependant de a dans Vm :

Xa =

 X
x1+x2=a

f(x1)f(x2)

!2

: (3)

D'o�u
k bfk44 � q

2 =
X
a6=0
a2Vm

Xa:

La conjecture 2.1 se r�e�ecrit de la mani�ere suivante.

Conjecture 5.2 Pour tout � > 0, il existe q non carr�e et f dans Vm tels que
X
a6=0

Xa < �q
2

o�u Xa est donn�e par la formule (3).

On comparera avec le probl�eme 14.3 dans l'article de Tamas Erd�elyi [9].

5.2 Calculs d'esp�erances

Remarquons que k bfk44 est compris entre q2 et q3. En e�et, la premi�ere in�egalit�e k bfk44 �
q
2 vient de l'in�equation 2. Le lemme 5.1 implique d'autre part que k bfk44 � q

3.
On peut �egalement d�eduire du lemme 5.1 le calcul de E(k bfk44) et de E(k bfk84). On utilise

pour cela les lemmes suivants. Remarquons d'abord que

E(k bfk44) = X
x1+x2+x3+x4=0

E(f(x1)f(x2)f(x3)f(x4)):

12



Lemme 5.2 On a

E(f(x1)f(x2) : : : f(xr)) = E(f(x3)f(x4) : : : f(xr))
si x1 = x2.

D�emonstration {

Si x1 = x2, on a f(x1)f(x2) : : : f(xr) = f(x3)f(x4) : : : f(xr).

Lemme 5.3 On a

E(f(x1)f(x2)f(x3) : : : f(xr)) = 0 ou 1:

L'esp�erance E(f(x1)f(x2)f(x3) : : : f(xr)) est �egale �a 1 si et seulement si pour chaque

y 2 F
n

2 l'ensemble des xi �egaux �a y a un cardinal pair, c'est-�a-dire si et seulement si il

existe une partition de fx1; x2; x3; : : : ; xrg en couples form�es d'�el�ements �egaux.

D�emonstration |

L'application successive du lemme pr�ec�edent permet de se ramener au cas o�u tous les

xi sont distincts. Les variables al�eatoire f(xi) sont alors ind�ependantes, donc

E(f(x1)f(x2)f(x3) : : : f(xr)) = E(f(x1))E(f(x2))E(f(x3)) : : : E(f(xr)):
De plus f(x1) = 1 ou � 1 avec la probabilit�e 1=2. D'o�u E(f(x1)) = 0. Donc si tous les xi
sont distincts, E(f(x1)f(x2)f(x3) : : : f(xr)) = 0 sauf si la suite des xi est vide auquel cas
elle vaut E(1) = 1.

Posons

E(a1; : : : ; ar) =
X

x1;:::;xr

E
�
f(x1)f(x1 + a1) : : : f(xr)f(xr + ar)

�
Lemme 5.4 Si a et les ai sont dans Vm, on a

E(a; a1; : : : ; ar) � 2
X

1�i�r
E(a1; : : : ; ai + a; : : : ; ar)

D�emonstration {
Appliquons le lemme 5.3 :

E(a; a1; : : : ; ar)

=
X

x;x1;:::;xr

E
�
f(x)f(x+ a)f(x1)f(x1 + a1) : : : f(xr)f(xr + ar)

�
=

X
x1;x2;:::;xr

X
x2fx1;x1+a1;:::;xr;xr+arg

E(f(x)f(x + a)f(x1)f(x1 + a1) : : : f(xr)f(xr + ar))

Si x = x1, le lemme 5.2 permet d'�ecrire

E(f(x)f(x + a)f(x1)f(x1 + a1) : : : f(xr)f(xr + ar))

= E(f(x1)f(x1 + a)f(x1)f(x1 + a1) : : : f(xr)f(xr + ar))

= E(f(x1 + a)f(x1 + a1) : : : f(xr)f(xr + ar))

= E(f(t)f(t + a1 + a) : : : f(xr)f(xr + ar))

en posant t = x1 + a1. Si x = x1 + a1, on a de même

E(f(x)f(x + a)f(x1)f(x1 + a1) : : : f(xr)f(xr + ar))

= E(f(x1)f(x1 + a+ a1)f(x2)f(x2 + a2) : : : f(xr)f(xr + ar))

d'o�u le lemme.

13



5.2.1 Les esp�erances de Xa, X
2
a
, XaXb

Proposition 5.1 Si a est un �el�ement non nul de Vm, on a E(Xa) = 2q:

D�emonstration |

D�ecomposons E(Xa) :

E
 X
x1+x2=a

f(x1)f(x2)

!2

= E
0@ X
x12Vm

f(x1)f(x1 + a)

1A2

=
X
x1;x2

E (f(x1)f(x1 + a)f(x2)f(x2 + a))

Les valeurs de (x1; x2) qui rendent E (f(x1)f(x1 + a)f(x2)f(x2 + a)) �egale �a 1 sont x1 =

x2, et x1 = x2 + a. Il y en a q dans les deux cas. D'o�u la proposition.

Proposition 5.2 Si a est un �el�ement non nul de Vm, on a E(X2
a
) � 12q2:

D�emonstration |

D�ecomposons XaXa :

XaXa =

 X
x

f(x)f(x+ a)

!2  X
x

f(x)f(x+ a)

!2

=

 X
x

f(x)f(x+ a)

! X
y

f(y)f(y + a)

! X
z

f(z)f(z + a)

! X
t

f(t)f(t+ a)

!
=

X
x;y;z;t

f(x)f(x+ a)f(y)f(y + a)f(z)f(z + a)f(t)f(t+ a)

D'o�u, d'apr�es le lemme 5.4

E(X2
a
) =

X
x;y;z;t

E (f(x)f(x+ a)f(y)f(y + a)f(z)f(z + a)f(t)f(t+ a))

= E(a; a; a; a)

� 2E(0; a; a) + 2E(a; 0; a) + 2E(a; a; 0)

= 6qE(a; a)

d'apr�es le lemme 5.2. Ce dernier terme vaut 12q2 d'apr�es la proposition 5.1.

Proposition 5.3 Si a et b sont des �el�ements non nuls et distincts de Vm, on a E(XaXb) �
4q2 + 32q:

D�emonstration |

D�ecomposons XaXb :

XaXb =

 X
x

f(x)f(x+ a)

!2  X
x

f(x)f(x+ b)

!2

=

 X
x

f(x)f(x+ a)

! X
y

f(y)f(y + a)

! X
z

f(z)f(z + b)

! X
t

f(t)f(t+ b)

!
=

X
x;y;z;t

f(x)f(x+ a)f(y)f(y + a)f(z)f(z + b)f(t)f(t+ b)
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On a donc d'apr�es de lemme 5.3

E(XaXb) =
X
x;y;z;t

E (f(x)f(x+ a)f(y)f(y + a)f(z)f(z + b)f(t)f(t+ b))

= E(a; a; b; b)

� 2E(0; b; b) + 2E(a; b+ a; b) + 2E(a; b; b+ a)
= 2E(0; b; b) + 4E(a; b+ a; b)

en utilisant l'�egalit�e E(a; b+ a; b) = E(a; b; b+ a). En utilisant le lemme 5.2, on obtient

E(XaXb) � 2qE(b; b) + 4E(a; b+ a; b)

La premi�ere somme est calcul�ee dans da proposition 5.1. Calculons la deuxi�eme somme,

en utilisant le lemme 5.4.

E(a; b+ a; b) � 2E(b; b) + 2E(b+ a; b+ a) = 8q

d'apr�es la proposition 5.1.

5.2.2 Esp�erances de k bfk44 et k bfk84
Proposition 5.4 Si f est une fonction de Vm dans f�1g, E(k bfk44) = 3q2 � 2q.

D�emonstration {
En e�et

k bfk44 = q
2 +

X
a6=0

Xa

Donc

E(k bfk44) = q
2 +

X
a6=0

E(Xa) = q
2 + 2q(q � 1)

Proposition 5.5 Si f est une fonction de Vm dans f�1g, E(k bfk84) � 64q�100q2+28q3+
9q4.

D�emonstration {
On a

k bfk84 = (q2 +
X
a 6=0

Xa)
2

= q
4 + 2q2

X
a 6=0

Xa +
X
a 6=0

X
2
a
+

X
06=a6=b6=0

XaXb

Donc

E(k bfk84) = q
4 + 2q2

X
a6=0

E(Xa) +
X
a 6=0

E(X2
a
) +

X
0 6=a6=b6=0

E(XaXb)

� q
4 + 2q2(q � 1)2q + 12q2(q � 1) + (q � 1)(q � 2)(4q2 + 32q)

= 64q � 100q2 + 28q3 + 9q4
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5.3 In�egalit�es sur k bfk44
Proposition 5.6 Si f est une fonction de Vm dans f�1g, et t un r�eel positif,

P

 ����k bfk44
q2

� 3 +
2

q

���� � t

!
� 40

t2q

D�emonstration {

La variance de k bfk44 v�eri�e, d'apr�es le paragraphe 5.2.2 pr�ec�edent

var(k bfk44) = E(k bfk84)� E(k bfk44)2 � 64q � 104q2 + 40q3

Donc en appliquant l'in�egalit�e de Bienaym�e-Tchebiche� (Voir par exemple Kahane
[12], x 1.6.)

P

����k bfk44 � E(kfk44)��� � u

�
� var(kfk44)

u2
� 64q � 104q2 + 40q3

u2

pour u > 0. En rempla�cant u par q2t, on obtient :

P

����k bfk44 � 3q2 + 2q
��� � q

2
t

�
� 64q � 104q2 + 40q3

q4t2
� 40

t2q

d'o�u le r�esultat.

5.4 Etude asymptotique de k bfk4
Pour presque tout f appartenant �a 
, kd�mfk4p

q
a une limite donn�ee par le corollaire

suivant.

Corollaire 5.1 Si f 2 
, on a presque sûrement

lim
m

kd�mfk4
2m=2

= 31=4:

D�emonstration {
Faisons la somme pour m 2 N des in�egalit�es donn�ees par la proposition pr�ec�edente :

X
m

P

�����kd�mfk44
q2

� 3 +
2

q

���� � t

�
�
X
m

40

t2q
<1

par cons�equent, le lemme de Borel-Cantelli dit que, pout t donn�e, on a presque sûrement

����kd�mfk44
q2

� 3 +
2

q

���� < t

sauf peut-être pour un nombre �ni de q. Par cons�equent, on a presque sûrement

lim
m

kd�mfk44
q2

= 3
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5.5 R�esultats asymptotiques

5.5.1 Convergence de la loi de la variable al�eatoire 1
q
Xa

On notera

�X(u) = E (exp(iuX))

la fonction caract�eristique d'une variable al�eatoire X.

Proposition 5.7 La distribution de 1p
q

�P
x2Fm2 f(x)f(x + a)

�
converge en loi vers la dis-

tribution gaussienne d'esp�erance nulle et de variance 2 quand q tend vers l'in�ni.

D�emonstration |
Soit H l'hyperplan de l'espace vectoriel Fm2 orthogonal �a a. Les variables al�eatoires

f(x)f(x+ a) sont ind�ependantes pour x 2 H et on a

1p
q

0@ X
x2Fm2

f(x)f(x+ a)

1A =
2p
q

 X
x2H

f(x)f(x+ a)

!

Le d�eveloppement de Taylor de �f(x)f(x+a) �a l'origine est donn�e par

�f(x)f(x+a)(u) = 1 + iuE(f(x)f(x + a))� u
2E(f(x)f(x+ a)f(x)f(x+ a))=2 + o(u2)

= 1� u
2
=2 + o(u2)

dans un voisinage de l'origine. Donc

log �f(x)f(x+a)(u) = �u2=2 + o(u2)

dans un voisinage V de l'origine.

Posons
Sq =

X
x2H

f(x)f(x+ a)

et soit �Sq=
p
q(u) = E

�
exp(iuSq=

p
q

�
la fonction caract�eristique de Sq=

p
q. On a

�Sq=
p
q(u) = E (exp(iuSq=pq) = E (exp(iSqu=pq) = �Sq (u=

p
q)

Ecrivons que les variables al�eatoires f(x)f(x+ a) sont ind�ependantes pour x 2 H :

�Sq (u=
p
q) =

Y
x2H

�f(x)f(x+a)(u=
p
q)

d'o�u

log �Sq (u=
p
q) =

X
x2H

log �f(x)f(x+a)(u=
p
q)

=
X
x2H

(�u2=2q + o(u2=q))

= �u2=4 + qo(u2=q)

d�es que q est assez grand pour que u=
p
q soit dans le voisinage V de 0. Par cons�equent,

quand q tend vers l'in�ni, la fonction caract�eristique �Sq=
p
q tend vers exp(�u2=4), donc

vers la fonction caract�eristique d'une loi normale centr�ee, de variance 1=2.

La distribution de 1p
q

�P
x2Fm2 f(x)f(x+ a)

�
�egale �a 2Sq=

p
q converge donc en loi vers

une loi normale centr�ee, de variance 2.

Posons Ya =
1
q
Xa.
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Proposition 5.8 La distribution de Ya = 1
q
Xa converge en loi vers la distribution de

densit�e
1

2
p
�x

e
�x=41(x>0):

D�emonstration |

En e�et, la variable Ya est �egale �a
�

1p
q

�P
x2(Fm2 ) f(x)f(x+ a)

��2
, et le carr�e d'une

distribution gaussienne d'esp�erance nulle et de variance 2 est une variable al�eatoire de

densit�e
1

2
p
�x

e
�x=41(x>0):

5.5.2 Le th�eor�eme de G�artner-Ellis

Il s'agit, comme le le th�eor�eme de Cramer, d'un th�eor�eme concernant une �evaluation

des grandes d�eviations d'une variable al�eatoire. On pourra se r�ef�erer �a J. Bucklew [2] ou

�a A. Dembo et O. Zeitouni [8].

On a
1

q2
k bfk44 � 1 =

1

q

X
a 6=0

Ya

On a vu que les variables al�eatoires Ya avaient presque la même distribution. Si elles
�etaient ind�ependantes, on pourrait r�esoudre la conjecture 2.1 en utilisant le th�eor�eme de

Cramer, qui donne une �evaluation des grandes d�eviations pour des variables al�eatoire
ind�ependantes et �equidistribu�ees.

Mais cela n'est pas le cas ici. Le th�eor�eme de G�artner-Ellis peut peut-être s'appliquer,

mais il faut v�eri�er un certain nombre d'hypoth�eses. D�e�nissons

�q(u) =
1

q
log E

0@exp �uX
a6=0

Ya

�1A
Supposons que �(u) = limq!1 �q(u) existe pour tout u 2 R (prenant �eventuellement des
valeurs in�nies) et soit di��erentiable sur l'ensemble D� = fu j �(u) <1g:

Soit aussi
I(x) = sup

u

(ux� �(u))

et

�
0(D�) = f�0(u) j u 2 D�g

Le th�eor�eme de G�artner-Ellis implique

lim sup
q!1

1

q
log P

0@1
q

X
a6=0

Ya < �

1A � � inf
x<�

I(x)

Comme pour q carr�e, il existe des fonctions courbes, la probabilit�e que k bfk44 = q
2 est

sup�erieure �a 2q, donc
log 2 � � inf

x<�
I(x)
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Mais si ]0; �[� �
0(D�), le th�eor�eme de G�artner-Ellis implique

lim inf
q!1

1

q
log P

0@1
q

X
a6=0

Ya < �

1A � � inf
x<�

I(x)

On en d�eduirait que pour � donn�e, pour tout q assez grand, il existe f tel que

1

q2
k bfk44 � 1 < �

donc tel que
1p
q
k bfk4 � 1 < �
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