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1 Notations

Soit ¢ = p® une puissance d'un nombre premier p. Nous noterons F, le corps
fini & ¢ éléments.

Siu= (ur,--,un) et v= (v, -, v,) sont deux éléments de F;" on pose

m
<u,v >= E Ui V;.
=1

Ainsi < u,v > est un élément de F,.
Lorsque v € F;" \ {0} et t € F,, notons H,; 'hyperplan de F;" constitué des
point u € F* tels que < v,u >+t = 0.

Nous noterons F, ) 'algebre des fonctions de F;* dans F,.

A toute fonction | € Fgm) on associe le mot

(f(@)uew-



Le code de Reed-Muller d’ordre 1 est le sous espace des mots associés aux
fonctions polynomiales de degré 1, c’est a dire aux fonctions

for(u) =<v,u > +t,

ofJUGIF’q“ettEIFq.

2 Fonctions de r;' dans ’algébre du groupe F,

2.1 Algebre de groupe

Soit CF, 'algebre sur le corps des complexes du groupe additif de F,, c’est-
a-dire I'algebre des combinaisons linéaires formelles a coefficients dans C

Z OétZt

teF,

ol les opérations sont définies par

Z o Z'+ Z Bzt = Z(Oét + B Z",

tel, teF, teF,
A Sz = (hay)Z,
tel, tely,
a2 52! = Z( 3 (oz,ﬂs)> A
telF, telF, teFy r+s=t

o CF, ~C[Z]/(Z" - 1).
e Sig=p°alors CF, ~C[Zy,---,Zs]/(Z} —1,---, 2P — 1).
2.2 Les fonctions de ]FZ]” dans CF,

Soit G(g,m) l'algebre des fonctions de F;* dans CF,. Si ¢ est une fonction de
G(qm), on peut écrire pour tout u € F*

du) = Ci(¢)(u)Z",

ce qui nous permet de définir a partir de la fonction ¢ les fonctions compo-

santes Cy(¢) de F* dans C.



Le C-espace vectoriel G(gm) est de dimension ¢!, une base de cet espace

étant donnée par la famille de fonctions (ew)uggggtepq ol

e s(v) = Zt st v=u
YT 00 s v A

Dans cette base toute fonction ¢ € G, ) se décompose sous la forme

6= Cd)(wew

uE]FZI”,tGIFq
Exemple 2.2.1: Soit v € " \ {0}. Posons
Yo(u)

— Z<v,u>
Dans cet exemple

0 si t#<wv,u>
1 st t=<wv,u>

Yo :Z Z Cu,t-

tE]Fq ’LLEHU’_t

it ={

Donc

Exemple 2.2.2: Plus généralement, soit f une fonction de Fy ). Définissons
alors la fonction ¢ en posant

o(u) = 2/,
Dans cet exemple
{0 si £ S
SOTORE R

Exemple 2.2.3: Posons pour tout u
P(u) = Z VA
teF,

ou oy € C.
Pour tout ¢, la fonction Cy(¢) est la fonction constante ay. Si bien que

¢ = Z@t Z Cut-

telf, u€Fg"

En particulier si ¢(u) = Z* alors

QS = Z Cut-

u€Fg"



2.3 La transformation T, ,,

Soit T{4,m) 'endomorphisme du C-espace vectoriel G, ,,,) qui a toute fonction
¢ fait correspondre la fonction T{y,,)(¢) définie par

T(qym)(gb)(v) = Z ¢(U>Z_<“7”>‘

u€lFy"

Lemme 2.1 Soit ¢ € Ggm) et ¥ = Tqm)(P) la transformée de ¢. Alors pour
tout T € I,

CT(¢)(U) = Z C<u,v>+7’(¢)<u)‘

u€Fy"

Preuve : Exprimons ¢(u) sous la forme

plu) = > Ci(d)(u)Z",
telf,

ce qui nous permet d’écrire

Yv) =D Ci(e)(w)Z =,

ueF™ teF,

soit encore
) =D | D Cavunir(d)u) | 27,
TEFG \ueFy
ce qui démontre la formule attendue. [

Exemple 2.3.1: Soit ¢ € Gy définie pour tout u par ¢(u) = Z°. Dans

ces conditions
w(,v) — Z Z*<u,v>.

uEIF;”

Si bien que

e Siv =0 alors ¥(v) = ¢™Z°.

e Si v # 0 alors l'application de F;* dans F, qui a u associe — < u,v >
est une forme linéaire surjective. Son noyau est donc un hyperplan. On en

conclut que ¥ (v) = ¢™* ztqu z".

Exemple 2.3.2: Plus généralement si ¢(u) = >, 5, a; ' alors
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o Siv=0alors ¢Y(v) = q" 3, cp, 2"
e Siv 0 alors ¢(v) = ¢™! <Ztqu ozt> diew, 2"
Exemple 2.3.3: Cherchons la transformée ¢, de la fonction e, ;.

€at(V) = Z Car(u) 2"

u€FY"

ce qui donne

ea,t(v) — Zt—<a,v> )

Décomposons €, dans la base (euyt)uelg;nieﬁrq.

Sia =0 alors
€0t = E Eut-

veFy"

€at — g E €v,r-

TEFg vEHg,r—t

Si a # 0 alors

En particulier
€a,0 = V—a-

Exemple 2.3.4: Cherchons la transformée de la fonction ~,.

Tigm) (Va) (V) = Y Yalw) 275>,

uGIF;”

ou encore

Tigm)(Va)(v) = Z Z<au> go<uv>,

uEIF;"

c’est-a-dire

Tigm(Va)(v) = D Z507".

u€Fy"
Par suite o
q"Z st v=a
T m)\Va)\V) = m— .
a0 ={ ST 2
Exemple 2.3.5: Remarquons que la fonction €,, s’exprime sous la forme

t
€at = Z V—as
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si bien que
qnzt st v=—a

Tg.m)(€ar)(v) = { ¢ e, 2 si v ; —a.

Exemple 2.3.6: Remarquons que lorsque a # 0 et t; # to,
{(v,7) ]| <a,v>+t1—7=0}N{(v,7) | <a,v>+ty —7 =0} =0.

On voit aussi que chacun de ces ensembles a ¢ éléments. On en conclut que

E €at = E Cut-

teF, ueF™ teF,

Compte tenu du calcul déja effectué des fonctions €y, cette égalité vaut aussi
pour a = 0.

A partir de la il est facile de construire deux fonctions distinctes ayant la
méme transformée. Il suffit de choisir par exemple deux éléments distincts
a et b dans IFZ et de considérer les deux fonctions distinctes Ztqu €qt €t
Ztqu eyt Leurs transformées sont ZtE]Fq €at €t Ztewq €y qui sont toutes

deux égales a ZueF;",te]Fq Cut-

Ainsi I'application T{,,,) n’est pas injective et nous nous proposons d’en
déterminer le noyau.

Soit ¢ un élément de Gg ), ¥ = T(qm)(¢) sa transformée, et 6 = T4, (1) la
transformée de 1.

Proposition 2.1 Avec les notations précédentes on a la relation
O(w) =q" "> (2° = Z(—w) + [ ¢" "D Z" | (0).
teF, tel,
Preuve : On a successivement

O(w) = Z Z d(u)Z=—<wv= | Z=<vw=

’UEF;” uEIF;”

O(w) = > d(u)z =+,

veFy" ueky

6



— Z ¢(U) Z Z*<u+w,v>7

u€Fy" velFg?

et en utilisant I’exemple 2.3.3

O(w) =q"p(—w)+ [ ¢" "> 2] DY (u)

teF, u€FT\ {—w}

Y ) =Y d(u) — ¢(—w) =1(0) — ¢(—w).

weFy\{—w} uelFy

Mais

On déduit des calculs précédents la formule attendue.[]

Lemme 2.2 Pour qu’une fonction ¢ € Ggm) vérifie pour tout w € F* la

relation
sw). {¢=>_ 7" =0,

teF,

w) ZZt,

teF,

il faut et il suffit que

ou A est une fonction de F" dans C.

Preuve : La condition est nécessaire, en effet en écrivant ¢ sous la forme

=) Ci(¢)(w)Z*

teF,
on calcule
pw). | ¢=> 7" | =qd(w) — | d_Cu)(w) | (D 2",
t€F, teF, teF,
et donc en supposant la nullité du produit on déduit

1/q ZCt (w) Zzt

teF, teF,



D’autre part le simple calcul de
Aw) Z AN Z Zt
telF, teFy
montre que la condition est suffisante.[]

Proposition 2.2 Le noyau de T, ,, est le sous espace des fonctions ¢ telles
que pour tout w € F*

o(w) = Mw) Y Z*

teF,

ou A est toute fonction de F" dans C qui vérifie
> Au) =0.
uelF"

Ce sous espace est de dimension ¢"™ — 1.

Preuve : Remarquons que si ¢ est une fonction de transformée nulle alors
en vertu de la proposition 2.1

pw). lq—Y_ 2Z"| =0,
tely,

et le lemme 2.2 montre que

d(w) = MNw) Z A

teF,

Dans ces conditions, pour tout ¢t € IF, nous avons

Si on note ¢ la transformée de ¢ on sait que

Ot(w>(w> = Z C<u,w>+t(¢)(u)7

uEIE‘;"



c’est-a-dire ici

G w) = 3 Aw).

VIS
Le résultat en découle. U
Remarque : Il est facile de voir que les fonctions

5(1 = Z(QO,t - ea,t)

teF,

ot a € FJ" \ {0} constituent une base du noyau de T{g m).-

Remarque : Une base d'un supplémentaire dans G,») du noyau de T{g )
est donnée par les vecteurs (e, ¢) ou :

a#0ettF#ty
ou

a=20,

(o est un élément fixé dans ).
On a ainsi g™ — ¢™ 4 1 vecteurs, et les vecteurs €qt correspondants forment
une base de I'image de T{g m)-

2.4 Le calcul de la transformation

Si ¢ est une fonction de Gy alors ¢ est déterminée par le CIFg-vecteur

(0(1))exp

Considérons la CF,-matrice

Tigmy = (Z27"77) uery -
veIFq

Alors la fonction T4 ) (¢) est donnée par le CF,-vecteur

(Tigm (@) (u>)ueF;n = T(qm)- (¢(U))uewy :

La question qui se pose est donc de trouver un algorithme performant pour
calculer le produit d'un CFFg-vecteur par la CF,-matrice 7y ).



2.4.1 Etude plus précise de la matrice de la transformation

Proposition 2.3 La matrice T, se décompose sous la forme

7Eq’m) = :]Eq)l) ® 72‘1’1) ® T ® ,]Eq’ll'

VvV
m termes

ve : Se prouve immédiatement par récurrence. La proposition est vraie
Preuve : S diat t L t t
pour m = 1. Supposons la vraie a I'ordre m. Alors

(Z—<u,v>) ung ®7Eq,1) =

velFy
—<u,v>—ab _ —<u,v>
(Z ) u€F™,acfy — (Z ) ueFm+l L
UG]Fq ,bGFq UngH»l

Proposition 2.4 La matrice 74, se décompose sous la forme

_ a2 (m)
,]qum) - qu qu ct e qu

o '
Mé}g = Iqmﬂ' X 7—((171) X Iqifl.

Preuve : Pour m=1ona Mq(l) =11 ®Tg1) ® I = (4,1, donc le résultat
est vrai. Par récurrence supposons le résultat vrai a I’ordre m. Alors pour
1<7<mona '

M(QH = [qm+1—i X 72%1) X Iqi—l

q
Méfrzﬂ = [q & [qui (059 7Eq’1) & Iq¢71
(4) (i)
quJrl - -[q ® qu
et aussi

Mé:ﬁll) = T(g1) ® Igm.
Donc,

1 2 m—+1 1 m
MM MU = (1, @ M) - (1, @ M) (T @ Ipm),

q



(1) 3 ,(2) (m+1) _
ququ Mo —7'(q71)®7'(q7m),
(1) 3 ,(2) (m+1) _
qu qu ce e M — 7i(q7m+1).|:|

Remarquons qu’on a aussi

Tigmy = MED MG - M)
La multiplication d’un vecteur de CF; par une des matrices Méfr)L est tres
simple. Chaque ligne de cette matrice a ¢ éléments non nuls et ces éléments
sont de la forme Z°. La multiplication d'un élément de cette forme par un
élément de CIF, est un shift. Pour chaque ligne de Méfg il faut donc faire ¢
shifts, ¢ — 1 additions dans CF,, c’est-a-dire ¢(¢ — 1) additions dans Z. En
conséquence la multiplication d'un vecteur de (CF,)?" par une des matrices

(4) o » :
M s demande g(q — 1)¢™ = q(q — 1)n additions (et des shifts).

La multiplication d'un vecteur de (CF,)?" par 7, demande donc

q(q — 1) log,(n)n

additions, ou n = ¢™.

2.4.2 La pratique de la transformation

Remarquons que pour transformer un vecteur, la multiplication par la ma-
trice Mq(:f ) revét une importance particuliere. En effet on peut réaliser la
transformation uniquement avec des produits par des matrices de ce type.
Pour cela il suffit de constater que pour multiplier un vecteur w = (fu)u@p;n

de longueur ¢™ par 7y il suffit de calculer Mé:? ) w puis de couper ce vec-
teur en ¢ vecteurs de taille ¢ (en prenant dans I'ordre ¢ blocs de ¢(™~Y
composantes), de transformer ces ¢ vecteurs par T{,,,—1) et de reconstituer le
vecteur résultat par juxtaposition des ¢ blocs de composantes résultats. Par
récursivité on voit qu’on ne fait dans ce cas que des multiplications par des
matrices de la forme M;f).

m—1

La multiplication par Mélﬁ? ) dun vecteur w = (€u)uery de longueur ¢™ peut
étre vue de la fagon suivante : a partir du vecteur w on construit la matrice
Q) ayant ¢ lignes et ¢™ ! colonnes o les ¢ lignes de € sont formées par les
q blocs de ¢™~! composantes de w, prises dans 'ordre. Le résultat s’obtient
par le produit 7, 1).€2 puis en reconstituant a partir de ce produit un vecteur
de longueur ¢™.
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3 Distance a un code de Reed-Muller.

3.1 Définitions et propriétés élémentaires
A toute fonction J € Flqm) faisons correspondre la fonction F' de F;" dans
CF, définie par
F(u) = Z/®,
La transformée T(q,m)(F') est donnée par
Tig.m)(F)(v) = ) Z/t==we,

ueFm

et en regroupant les termes
Tig,m)(F)(v) = > Nou(£)Z',
teF,

ou

Noalf) = tu € B | flu)= < u,v >=1}.

Ce regroupement des termes nous permet d’énoncer

Théoreme 3.1 Le nombre N, ,(f) est le nombre de composantes des mots
<f(u)> et (< u,v > +t> qui coincident.
Corollaire 3.1 La distance de Haming du mot (f(u)) au code de Reed-
Muller d’odre 1 est b

q" - MavaF;”,tEFqu,t(f)'

Définition 3.1 Les fonctions mazimalement non linéaires de F(qm) sont les
fonctions f dont la distance de Hamming au code de Reed-Muller d’ordre 1
est maximale, c’est-a-dire celles pour lesquelles

MavaIFQ“,tGIFq Nv,t(f)

est minimum.
Nous noterons By l'ensemble des fonctions mazimalement non linéaires

de .’F((Lm) .
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Nous noterons

M(Q7 m) = MinfE]'—(q,m) MaxUEFZn,tEIFq NUJ(f)‘

Le rayon de recouvrement du code de Reed-Muller d’odre 1 est donc ¢™ —
1i(g, m).

Théoréme 3.2 Pour tout v € IF;”,
SNt = o
teF,

Preuve : Ceci est une conséquence immédiate de la formule

Ty (F)(v) = Y Zf0-<uw>,

u€Fy"

qui montre qu’on dispose de ¢™ termes de la forme Z7 qu’on regroupe en q
blocs ayant N, .(f) termes.

Remarque : Pour une fonction affine f(u) =< a,u > +b, si v # a alors
Ny = g™ ! pour tout ¢, et si v = a, alors si t # b N,+0 sinon si t = b
N,: = q™. Bien entendu

q" - MaxveIFQT,te]Fqu,t(f) = 0.

Si g et h different d’une fonction affine leur distance au code de Reed-Muller
d’ordre 1 est la méme. En fait

Noi(g+ < a,u>+b) = Ny_ai-6(9).

Théoréme 3.3 Il n'existe pas de fonction f pour laquelle tous les Ny(f)
sont égaux a g™ 1.

Preuve : Sinon nous aurions

Tigm)(F)(v) = g Z A

teF,

Or nous connaissons une fonction ayant cette transformée, la fonction

O(u) = (1/9) Y 7"

teF,
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Par suite la fonction ' — @ serait ue fonction du noyau de T{, ) et donc on

aurait
F(u) = (1/qg+A\u) > _ 7,

teF,
qui ne peut en aucun cas étre de la forme Z7®,

Ceci implique que Mazyery er, Noi(f) > q™ ' + 1 et donc que u(q,m) >
g™ ! +1. Par suite le rayon "de recouvrement du code de Reed-Muller d’ordre
lest <qgm™—qgmt—1.

Cette borne peut étre effectivement atteinte pour certaines valeurs de q et de
m. Par exemple, prenons ¢ = 9, m = 2. Soit « racine du polynéme primitif
2% + x + 2. Soit
fuy, up) = a®u? + o®ul + ouyus.
Alors
MaxveIFg,tngNv,t<f) = 10.

Ce qui donne un rayon de recouvrement de 71.

Ici on constate en plus que la borne est atteinte par une forme quadratique.
Enfin remarquons que

Remarque 1 : La classe des fonctions maximalement non linéaire ne coincide
pas avec celle des fonctions courbes. Considérons par exemple le corps F7; et
prenons la fonction quadratique sur IF% ;

flxy,29) = {E% + 2:53 + 4179,

Le déterminant de cette forme quadratique est

1 2
Det(2 2) = 9.

Donc cette fonction est courbe (forme quadratique de déterminant non nul).
Pourtant cette fonction n’est pas maximalement non linéaire. En effet

Mava]F%,tGIﬁvat(f) = 137

et il y a des fonctions pour lesquelles ce Max est plus petit. Par exemple la
fonction quadratique

2, .2
] + x5 + 4179
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a un Max qui vaut 8 (ce qui est d’ailleurs forcément le plus petit Max possible
puisqu’il vaut ¢ + 1).

Remarque 2 : On peut trouver des exemples de fonctions quadratiques dont
le déterminant est nul et qui parmi les fonctions quadratiques sont le plus
loin des fonctions linéaires. Par exemple prenons ¢ = 5 et considérons les
fonctions de 3 variables (m = 3). La fonction

f(w1, 29, 23) = :1:3 + 495% + 22973

a un déterminant nul, cependant

MavaIF'g,tEFstyt(f) = 30’

ce qui est la plus petite valeur pour une forme quadratique et peut étre
d’ailleurs pour toute fonction.
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